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Epaoleelliset integraalit

Integraalikasite ja sen yleistysta

@ Riemann-integraali on maaritelty valilla [a, b] (a, b € R)
rajoitetuille funktioille.
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Epaoleelliset integraalit

Integraalikasite ja sen yleistysta

@ Riemann-integraali on maaritelty valilla [a, b] (a, b € R)
rajoitetuille funktioille.

@ Yleistysta valeille [a, 00) tai (—oo, b] kutsutaan | lajin
epaoleelliseksi integraaliksi

@ Yleistysta funktioille, jotka eivat ole rajoitettuja kutsutaan Il
lajin epaoleelliseksi integraaliksi.
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| lajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) darellisilla osavaleilla.

Talloin
[
a
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| lajin epaoleellinen integraali

Maaritelma
Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) darellisilla osavaleilla.

Talloin
00 M
/ f= lim / f,
3 M—oo /4

jos raja-arvo on aarellisena olemassa.
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| lajin epaoleellinen integraali

Maaritelma
Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) darellisilla osavaleilla.

Talloin
00 M
/ f= lim / f,
3 M—oo /4

jos raja-arvo on aarellisena olemassa. Talloin sanotaan, etta
o0

integraali/ f suppenee ja merkitaan

A
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| lajin epaoleellinen integraali

Maaritelma
Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) darellisilla osavaleilla.

Talloin
00 M
/ f= lim / f,
3 M—oo /4

jos raja-arvo on aarellisena olemassa. Talloin sanotaan, etta
o0

integraali/ f suppenee ja merkitaan

A

Jos raja-arvoa ei ole aarellisena, sanotaan etta integraali hajaantuu
ja merkitaan

(e.e]

a
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| lajin epaoleellinen integraali

Huomautus

b
Integraali / f maaritellaan analogisesti, mutta integraalin

—00
(o)
/ f
—00
maaritelmaan pitaa kiinnittaa enemman huomiota ja sita pitaa
tarkastella yksityiskohtaisemmin.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 11 4 of 8



| lajin epaoleellinen integraali

Huomautus

b
Integraali / f maaritellaan analogisesti, mutta integraalin
—0o0

(o)
/ f
—00
maaritelmaan pitaa kiinnittaa enemman huomiota ja sita pitaa
tarkastella yksityiskohtaisemmin.

Esimerkit 3.19-3.22.
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| lajin epaoleellinen integraali

Lause

Oletetaan, etta f on integroituva yli kaikkien valien
(e.e]

[a, M] C [a,00), Talldin integraali f suppenee tarkalleen silloin
a

(e.9]
kun / f suppenee kaikilla b > a. Suppenevassa tapauksessa

00 b fe's)
[Ce= e[
a a b

b
patee lisaksi
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| lajin epaoleellinen integraali

Lause

Oletetaan, etta f on integroituva yli kaikkien valien
(e.e]

[a, M] C [a,00), Talldin integraali f suppenee tarkalleen silloin
a

(e.9]
kun / f suppenee kaikilla b > a. Suppenevassa tapauksessa

00 b fe's)
[
a a b

b
patee lisaksi

Lause 3.23.

/a(afwg)—a/ f+/3/ g

mikali oikean puolen integraalit suppenevat (On mahdollista, ettd
vasemman puolen integraali suppenee, vaikka oikean puolen eivat).

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 11 50f 8



| lajin epaoleellinen integraali

Lause 3.24 (Vertailutarkastin, Majoranttiperiaate)

Olkoon 0 < g < f kun x > a, f ja g integroituvia kaikilla valeilla
[a, M], kun M > a. Tallgin

o/aoof¢:>/:0g¢
o/:ogT:/:ofT

Lisaksi sanotaan etta g on f:n minorantti ja etta f on g:n
majorantti.
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| lajin epaoleellinen integraali

Todistuksen idea (Lause 3.24)

X
o G(x) :/ g(t) dt on kasvava: jos c; > ci, on
a

G(cz)—G(cl):/czg(t) dt—/q g(t) dt
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| lajin epaoleellinen integraali

Todistuksen idea (Lause 3.24)

X
o G(x) :/ g(t) dt on kasvava: jos c; > ci, on
a

G(cz)—G(cl):/:zg(t) dt—/:l g(t) dt
_ /:1g(t)dt+/C2g(t)dt—/Clg(t)dt20.

c a
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| lajin epaoleellinen integraali

Todistuksen idea (Lause 3.24)

X
o G(x) :/ g(t) dt on kasvava: jos c; > ci, on
a

G(cz)—G(cl):/:zg(t) dt—/:l g(t) dt
_ /:1g(t)dt+/C2g(t)dt—/Clg(t)dt20.

c a

° G(x)g/axf(t)dtg/:of(t)dt.
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| lajin epaoleellinen integraali

Todistuksen idea (Lause 3.24)

X
o G(x) :/ g(t) dt on kasvava: jos c; > ci, on
a

G(cz)—G(cl):/aczg(t) dt—/:l g(t) dt
_ /:1g(t)dt+/qg(t)dt—/Clg(t)dt20.

c a

° G(x)g/axf(t)dtg/:of(t)dt.

e G =sup{G(x) | x > a} on olemassa
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| lajin epaoleellinen integraali

Todistuksen idea (Lause 3.24)

X
o G(x) :/ g(t) dt on kasvava: jos c; > ci, on
a

G(cz)—G(cl):/aczg(t) dt—/:l g(t) dt
_ /:1g(t)dt+/qg(t)dt—/Clg(t)dt20.

C1 a
e G(x) < / f(t)dt < / f(t)dt.
a a
e G =sup{G(x) | x > a} on olemassa

° Ii_}m G(x) = G seuraa samoin kuin lukujonoille (Analyysi I).
X—00
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| Lajin epaoleellinen integraali

Esimerkkeja
@ Esimerkki 3.25

@ Esimerkki 3.26
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