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Kertausta

Maaritelma

M
Olkoon aj, ap, a3, ... lukujono ja Sy = g ap sen osasummien

. n=1
jono.
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Kertausta

Maaritelma

M
Olkoon aj, ap, a3, ... lukujono ja Sy = g ap sen osasummien

n=1
jono. Sanotaan, etta sarja

o
>
n=1

o
suppenee (merkitdan Z ap ), jos S = ,V;im Sy on aarellisena
—00

n=1

o
olemassa. Muutoin sarja hajaantuu (merkitdan g anp 1). Jos sarja
. . n:1
suppenee, sanotaan, ettd sen summaon S = lim S,,.
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Lause 4.6. (Hajaantumistarkastin)

o
Jos sarja E ap suppenee, niin lim a, = 0.
n—o0o

n=1
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Lause 4.6. (Hajaantumistarkastin)

oo
Jos sarja E an suppenee, niin lim a, = 0. Jos siis lim a, # 0,
n—o0 n—0o0
.. . n=1
niin sarja hajaantuu.
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Lause 4.6. (Hajaantumistarkastin)

Jos sarja E an suppenee, niin lim a, = 0. Jos siis lim a, # 0,
n—o0 n—0o0
.. . n=1
niin sarja hajaantuu.

Esimerkki 4.7 (Geometrinen sarja)
Z q" = g ges lal <1
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Seuraus 4.9.
> (aan+Bby)=a a+BY by,
n=1 n=1 n=1

jos oikean puolen sarjat suppenevat.
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Maaritelma

oo (0.9}
Sarja an suppenee itseisesti, jos sarja an| suppenee.
] J ]

n=1 n=1
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Maaritelma

(0.0 o
Sarja Z a, suppenee itseisesti, jos sarja Z |an| suppenee.Jos
n=1 n=1
sarja suppenee, mutta jalkimmainen ei toteudu, sanotaan etta sarja

suppenee ehdollisesti.
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Maaritelma

(0.0 o
Sarja Z a, suppenee itseisesti, jos sarja Z |an| suppenee.Jos
n=1 n=1
sarja suppenee, mutta jalkimmainen ei toteudu, sanotaan etta sarja

suppenee ehdollisesti.

Seuraus 4.10

Itseisesti suppeneva sarja suppenee.
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Kertausta

Lause 4.12 (Integraalitarkastin)

Olkoon f : [1,00) — R ei-negatiivinen ja vaheneva. Talloin

o0

;f(nu o /1 o

Suppenevassa tapauksessa on voimassa

/OO Fx)dx <> f(n) < (1) + /OO f(x) dx
1 —1 1
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Kertausta

Lause 4.17 (Vertailutarkastin)
Oletetaan, etta 0 < a, < b,. Talloin

bl = ) an
n=1 n=1
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Kertausta

Lause 4.17 (Vertailutarkastin)
Oletetaan, etta 0 < a, < b,. Talloin

bl = ) an
n=1 n=1

Taman looginen kontrapositio on seuraava:

Zan T = Z bn T
n=1 n=1
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Kertausta

Lause 4.23 (Osamaaratarkastin)

Sarjalle S = Z an

n=1

|3n+1‘
|an]

@ Jos on olemassa sellainen L < 1, etta < L, niin sarja

suppenee (vielapa itseisesti).
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Kertausta

Lause 4.23 (Osamaaratarkastin)

Sarjalle S = Z an

n=1

|3n+1‘
|an]

@ Jos on olemassa sellainen L < 1, etta
suppenee (vielapa itseisesti).

|3n+l‘

@ Jos on olemassa sellainen L > 1, etta Tan]
n

hajaantuu.

< L, niin sarja

> L, niin sarja
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Lause 4.24 (Osamaaratarkastimen raja-arvomuoto)

Oletetaan, etta

dn+1
dn

lim

n—o0

=K.

@ Jos K < 1, niin sarja suppenee itseisesti.
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Lause 4.24 (Osamaaratarkastimen raja-arvomuoto)

Oletetaan, etta

dn+1
dn

lim

n—o0

=K.

@ Jos K < 1, niin sarja suppenee itseisesti.

@ Jos K > 1, niin sarja hajaantuu.

Esimerkkeja
Esimerkit 4.25 — 4.28.
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Vuorottelevat sarjat

Maaritelma

Sarja on vuorotteleva eli alternoiva, jos se on muotoa

[e.e]

S (~1)"an,

n=0

missa luvut a, ovat kaikki samanmerkkisia (tai nollia).
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Vuorottelevat sarjat

Sarja on vuorotteleva eli alternoiva, jos se on muotoa

[e.e]

S (~1)"an,

n=0
missa luvut a, ovat kaikki samanmerkkisia (tai nollia).

Lause 4.29 (Leibniz)

Jos positiivilukujen jono ag, a1, a, ... on vaheneva (a,+1 < a) ja

lim a, = 0, niin sarja
> (1)
n=0

suppenee ja sen jaannostermi Ry = S — Sy on samanmerkkinen
kuin ensimmainen poisjatetty termi ja lisaksi |Ry| < apji1.
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Vuorottelevat sarjat
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Vuorottelevat sarjat

Esimerkki 4.31

) VAP R S S NS S
n - 2 3 4 5 6 7

n=1
Huomautus

Lisaamalla sulkuja suppenevaan sarjaan saadaan osasummien
osajono, joka suppenee kohti alkuperaista summaa:

(al+32+...+an1)+(3n1+1+---+an2)+-"
b1 b2
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Vuorottelevat sarjat

Esimerkki 4.31

i(_l)n_l_l 1.1 1+1 L.
n 2 3 4 5 6 7

n=1
Huomautus

Lisaamalla sulkuja suppenevaan sarjaan saadaan osasummien
osajono, joka suppenee kohti alkuperaista summaa:

(al+32+...+an1)+(3n1+1+---+an2)+-"
b1 b2

Sen sijaan sulkeiden poistaminen voi johtaa ongelmiin:

S=040+0+...=(1-1)+(1-1)+1—1)+...

suppenee, mutta sulkeet poistamalla saatava sarja hajaantuu.
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Vuorottelevat sarjat

Esimerkki 4.32

Sarjan

o -1 k—1
=

1

termien uudelleenjarjestys.
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Vuorottelevat sarjat

Esimerkki 4.32

Sarjan

5oy
k

k=1

termien uudelleenjarjestys.

@ Sarja suppene Leibnizin lauseen perusteella ja sen summa
toteuttaa % <S< %.
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Vuorottelevat sarjat

Esimerkki 4.32

Sarjan

5oy
k

k=1

termien uudelleenjarjestys.

@ Sarja suppene Leibnizin lauseen perusteella ja sen summa
toteuttaa % <S< %.

@ Sulkeita asettamalla saadaan
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Vuorottelevat sarjat

Esimerkki 4.32

Sarjan

5oy
k

k=1

termien uudelleenjarjestys.

@ Sarja suppene Leibnizin lauseen perusteella ja sen summa
toteuttaa % <S< %.

@ Sulkeita asettamalla saadaan

2= g’:l (zkl— 1 i) Josta

2= (5 -2)

1

o0]
k=
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Vuorottelevat sarjat

Esimerkki 4.32

o Tillsin
S S & 1 1 > 1 1
2 5_2:;(2k—1_2k>_;(4k—2_4k)

> 1 1 1
- ;(M—l 4k—2_ﬂ)
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Vuorottelevat sarjat

Esimerkki 4.32

o Tillsin
S S & 1 1 > 1 1
2 5_2:;(2k—1_2k>_;(4k—2_4k)

> 1 1 1
- Z(2/<—1_4/<—2_ﬂ)

k=1
AR N

o Nyt n||—>n;o S = 5
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Vuorottelevat sarjat

Esimerkki 4.32

o Tallin
g a 5_522(%:[—1_21)_;(4;_2_41/)
a g(2k1—1_4k1—2_41k)
R
o Nyt nli_>r2053n:§,
o Jim Swia = i (S0 5, 7) =3,
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Vuorottelevat sarjat

Esimerkki 4.32

o Tillgin
S S & 1 1 > 1 1
2 S_E_Z(M—l_ﬂ)_z(%—z_ﬂ)
k=1 k=1
- S
- 2k —1 4k —2 4k
k=1
e geGe-g)
B 2 4 3 6 8/ 7
. S
oNytn||_>n;OS3,,f§,
. _ 1 S
° n"_)”go S3np1 = n||—>nc]>o(53n + T—H) =5
. . 1 S
© Jim Ssnta = lim (Ssnis+70) = 5
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Itseinen suppeneminen

Itseisesti suppenevan sarjan termien jarjestysta voi vaihtaa
suppenemisen tai summan muuttumatta.
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Itseinen suppeneminen
Lause 4.33

Itseisesti suppenevan sarjan termien jarjestysta voi vaihtaa
suppenemisen tai summan muuttumatta.

Todistuksen idea

(0.0 (0.)
@ Olkoon S = Z a, itseisesti suppeneva ja T = Z b, siita
n=1 n=1
Jarjestysta muuttamalla saatu sarja; ap = by(p).
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(0.0 (0.)
@ Olkoon S = Z a, itseisesti suppeneva ja T = Z b, siita

n=1 n=1
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@ Oletetaan ensin, etta a, > 0; olkoot osasummat S, ja T,.
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Itseinen suppeneminen
Lause 4.33

Itseisesti suppenevan sarjan termien jarjestysta voi vaihtaa
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Jarjestysta muuttamalla saatu sarja; ap = by(p).
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@ Koska S, on kasvava jalimS, =S5,0on S —e < 5, < S aina,
kun | > N,
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Itseinen suppeneminen
Lause 4.33
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(0.0 (0.)
@ Olkoon S = Z a, itseisesti suppeneva ja T = Z b, siita
n=1 n=1
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@ Oletetaan ensin, etta a, > 0; olkoot osasummat S, ja T,.

@ Koska S, on kasvava jalimS, =S5,0on S —e < 5, < S aina,
kun | > N,

@ Jos valitaan n suuremmaksi kuin N, f(1), ..., f(N,), ja
k < N, on f(k) < n ja jokainen termi ax = bf(,) on mukana
osasummassa T,,.
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Itseinen suppeneminen

Todistuksen idea

o0 o0
@ Olkoon S = Z a, itseisesti suppeneva ja T = Z b, siita

| n=1
jarjestysta muuttamalla saatu sarja; a, = bf(n)'

@ Oletetaan ensin, etta a, > 0; olkoot osasummat S, ja T,.

@ Koska S, on kasvava jalimS, =S5, 0on S —e < 5, < S aina,
kun | > N,

e Jos valitaan n suuremmaksi kuin N, f(1), ..., f(N,), ja
k < Ne, on f(k) < n ja jokainen termi ax = bf(x) on mukana
osasummassa T,. Taten T, > Sy, > S —e.
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Itseinen suppeneminen

Todistuksen idea

o0 o0
@ Olkoon S = Z a, itseisesti suppeneva ja T = Z b, siita
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jarjestysta muuttamalla saatu sarja; a, = bf(n)'
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osasummassa T,. Taten T, > Sy, > S —e.

@ Analogisesti voidaan paatella T, < S; < S, joten siis
S—e<T,<S.
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Itseinen suppeneminen

Todistuksen idea

o0 o0
@ Olkoon S = Z a, itseisesti suppeneva ja T = Z b, siita

| n=1
jarjestysta muuttamalla saatu sarja; a, = bf(n)'

@ Oletetaan ensin, etta a, > 0; olkoot osasummat S, ja T,.

@ Koska S, on kasvava ja limS, =5, 0on S —e < 5, < S aina,
kun [ > N,

e Jos valitaan n suuremmaksi kuin N, f(1), ..., f(N,), ja
k < Ne, on f(k) < n ja jokainen termi ax = bf(x) on mukana
osasummassa T,. Taten T, > Sy, > S —e.

@ Analogisesti voidaan paatella T, < S; < S, joten siis
S—e<T,<S.

@ Yleinen viite seuraa hajotelmasta a, = a} — a;, ja
epayhtaloista a < |a,|, a, < |an|.
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Tulosarjat

Maaritelma

o (0.
Sarjojen Z ap ja Z by, tulosarjalla tarkoitetaan mita hyvansa

n=0 n=0
E a,-bj

muotoa
olevaa sarjaa, jossa kukin pari (7, /) esiintyy tasan kerran.
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Tulosarjat

Maaritelma

Sarjojen Zan ja Z by, tulosarjalla tarkoitetaan mita hyvansa

n=0 n=0
Ea,-bj

olevaa sarjaa, jossa kukin pari (7, /) esiintyy tasan kerran.

muotoa

Lause 4.34.

Jos sarjat Z ap=Aja Z b, = B suppenevat itseisesti, niin

n=0 n=0
jokainen tulosarja ) ajb; suppenee itseisesti kohti lukua AB.
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Tulosarjat

Lauseen 4.34 todistus (idea)

(©.9]
@ Olkoon ch jokin tulosarja, ¢k = ajk)bj(k)-
k=0
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Tulosarjat

Lauseen 4.34 todistus (idea)

(©.9]
@ Olkoon ch jokin tulosarja, ¢k = ajk)bj(k)-

k=0
n

@ Jos osasummassa U, = Z |ck| ovat N ja M suurimmat

k=0
luvuista i(k) ja j(k), on

N
<> _lail- Z\bl<2\af! Z\bl
i=0 j=0
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Tulosarjat

Lauseen 4.34 todistus (idea)

(©.9]
@ Olkoon ch jokin tulosarja, ¢k = ajk)bj(k)-

k=0
n

@ Jos osasummassa U, = Z |ck| ovat N ja M suurimmat

k=0
luvuista i(k) ja j(k), on

N

< lail- Z\b|<2\a/! Z\bjl,

i=0 Jj=0 Jj=0

siis (kasvava) jono U, on ylh3ilta rajoitettu ja siksi suppenee.

@ Summaa koskeva vaite seuraa edellisesta lauseesta ja siita,
etta termit voidaan jarjestaa ns. Cauchyn tuloksi
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