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Kertausta

Lause 4.29 (Leibniz)

Jos positiivilukujen jono ag, a1, ap, ... on vaheneva (a,+1 < a,) ja

lima, = 0, niin sarja
>_(~1)"an
n=0

suppenee ja sen jaannostermi Ry = S — Sy on samanmerkkinen
kuin ensimmainen poisjatetty termi ja lisaksi |Ry| < ap+1-
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Kertausta

Lause 4.29 (Leibniz)

Jos positiivilukujen jono ag, a1, ap, ... on vaheneva (a,+1 < a,) ja

lima, = 0, niin sarja
>_(~1)"an
n=0

suppenee ja sen jaannostermi Ry = S — Sy on samanmerkkinen
kuin ensimmainen poisjatetty termi ja lisaksi |Ry| < ap+1-

Itseisesti suppenevan sarjan termien jarjestysta voi vaihtaa
suppenemisen tai summan muuttumatta.
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Kertausta

Maaritelma

o (0.
Sarjojen Z ap ja Z by, tulosarjalla tarkoitetaan mita hyvansa

n=0 n=0
E a,-bj

muotoa
olevaa sarjaa, jossa kukin pari (7, /) esiintyy tasan kerran.
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Kertausta

Maaritelma

Sarjojen Zan ja Z by, tulosarjalla tarkoitetaan mita hyvansa

n=0 n=0
Ea,-bj

olevaa sarjaa, jossa kukin pari (7, /) esiintyy tasan kerran.

muotoa

Lause 4.34.

Jos sarjat Z ap=Aja Z b, = B suppenevat itseisesti, niin

n=0 n=0
jokainen tulosarja ) ajb; suppenee itseisesti kohti lukua AB.
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Tulosarjat

Esimerkkeja

@ Cauchyn tulo
o Esimerkki 4.35
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Funktiosarjoista

Maaritelma

Olkoot f, : I — R valilla | maariteltyja funktioita.
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Funktiosarjoista

Maaritelma

Olkoot f, : I — R valilla | maariteltyja funktioita. Funktiojono fi,
fa, f3, ... suppenee pisteittain valilla I, jos jono fi(x), f2(x), f3(x),
... suppenee jokaisella x € /.
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Funktiosarjoista

Maaritelma

Olkoot f, : I — R valilla | maariteltyja funktioita. Funktiojono fi,
fa, f3, ... suppenee pisteittain valilla I, jos jono fi(x), f2(x), f3(x),
... suppenee jokaisella x € /.

Maaritelma
Valilla | maaritellyista funktioista fi, f, f3, ... muodostettu sarja

F(x) = falx)
n=0

suppenee pisteittain valilla /, jos sarja suppenee jokaisella x € /.
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Funktiosarjoista

Maaritelma

Olkoot f, : I — R valilla | maariteltyja funktioita. Funktiojono fi,
fa, f3, ... suppenee pisteittain valilla I, jos jono fi(x), f2(x), f3(x),
... suppenee jokaisella x € /.

Maaritelma
Valilla | maaritellyista funktioista fi, f, f3, ... muodostettu sarja

F(x) = falx)
n=0

suppenee pisteittain valilla /, jos sarja suppenee jokaisella x € /.

Esimerkki 5.1
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Funktiosarjoista

Esimerkki 5.2
(o@)
DX =
1—x
n=0

suppenee, kun |x| < 1.
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Funktiosarjoista

Esimerkki 5.2
(o@)
> X
1—x
n=0

suppenee, kun |x| < 1. Talléin

Jaannostermin suuruutta maarittaa paitsi M, myos d(x,1) =1 —x.

<
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Tasainen suppeneminen

Maaritelma 5.3.

Funktiojono fi, f2, f3, ... suppenee kohti rajafunktiota 7(x)
tasaisesti valilla I, jos d(f,(x), f(x)) saadaan mielivaltaisen
pieneksi aina kun x € /.
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Tasainen suppeneminen

Maaritelma 5.3.

Funktiojono fi, f2, f3, ... suppenee kohti rajafunktiota 7(x)
tasaisesti valilla I, jos d(f,(x), f(x)) saadaan mielivaltaisen
pieneksi aina kun x € /. Toisin sanoen,

(Ve > 0)(3N, > 0)(Vx € 1)(n > N, = d(fo(x), f(x)) < €)

Tasainen suppeneminen valilla | merkitdan | (tas.) /.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 16 7 of 20



Tasainen suppeneminen
Maaritelma 5.3.

Funktiojono fi, f2, f3, ... suppenee kohti rajafunktiota 7(x)
tasaisesti valilla I, jos d(f,(x), f(x)) saadaan mielivaltaisen
pieneksi aina kun x € /. Toisin sanoen,

(Ve > 0)(3N, > 0)(Vx € 1)(n > N, = d(fo(x), f(x)) < €)

Tasainen suppeneminen valilla | merkitdan | (tas.) /.

Maaritelma 5.4.

o0
Funktiosarja F(x) = Z fa(x) suppenee tasaisesti kohti
n=0

M

summafunktiota valilld /, jos osasummien jono Fp(x) = Z fr(x)
n=0

suppenee tasaisesti kohti summafunktiota.
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Tasainen suppeneminen

Esimerkkeja
@ Esimerkki 5.6

@ Esimerkki 5.7
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Tasainen suppeneminen

Esimerkkeja

@ Esimerkki 5.6
@ Esimerkki 5.7

@ Jos funktiot f,(x) ovat jatkuvia valilla / ja

° nIL\rnoo fa(x) = f(x) (tas.) /, niin

rajafunktio f(x) on jatkuva valilla /.
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Tasainen suppeneminen

Esimerkkeja

@ Esimerkki 5.6
@ Esimerkki 5.7

@ Jos funktiot f,(x) ovat jatkuvia valilla / ja

° nIL\rnoo fa(x) = f(x) (tas.) /, niin

(o¢]
rajafunktio f(x) on jatkuva valilla /. Samoin, jos F(x) = Z fn(x)
n=0

suppenee tasaisesti valilla /, niin F(x) on jatkuva valilla /.
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Tasainen suppeneminen
Lause 5.9. (Weierstrassin M-testi)

o0

Oletetaan, ettd positiiviterminen sarja Z M, suppenee. Jos
n=1

|fa(x)| < M, on voimassa vililla | aina kun n on riittavan suuri,

o
niin silloin sarja Z fa(x) suppenee tasaisesti valilla /.
n=0
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Tasainen suppeneminen
Lause 5.9. (Weierstrassin M-testi)

o0

Oletetaan, ettd positiiviterminen sarja Z M, suppenee. Jos
n=1

|fa(x)| < M, on voimassa vililla | aina kun n on riittavan suuri,

o
niin silloin sarja Z fa(x) suppenee tasaisesti valilla /.
n=0

Todistuksen idea

Funktiosarjan jaannostermille patee

RvCII = | Y )| < Y 1BI< Y My,
n=N+1 n=N+1 n=N+1

ja vakiosarjan loppuosa saadaan niin pieneksi kuin halutaan
valitsemalla N riittavan suureksi.
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Tasainen suppeneminen

Esimerkkeja
@ Esimerkki 5.10.

@ Esimerkki 5.11.
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Tasainen suppeneminen

cos kx)

Esimerkki 5.11: Z
k=1
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Tasainen suppeneminen
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Tasainen suppeneminen
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Tasainen suppeneminen

cos( kx
Esimerkki 5.11: E )
k=1
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Tasainen suppeneminen

cos(kx)

Esimerkki 5.11: Z
k=1
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Tasainen suppeneminen

cos kx)

Esimerkki 5.11: Z
k=1
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Tasainen suppeneminen

cos(kx)

Esimerkki 5.11: Z
k=1
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Tasainen suppeneminen

cos(kx)

Esimerkki 5.11: Z
k=1

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 16 18 of 20



Tasainen suppeneminen

cos kx)

Esimerkki 5.11: Z
k=1
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Tasainen suppeneminen

Lause 5.13
Olkoot funktiot f,(x) jatkuvia valilla / = [a, b] ja oletetaan, ettd

sarja F(x) = Z fa(x) suppenee tasaisesti valilla /. Tallgin F(x)

n=0
on integroituva yli valin [ ja

b o b
/aF(x)dx:nz::O/a fa(x) dx
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Tasainen suppeneminen

Lause 5.13
Olkoot funktiot f,(x) jatkuvia valilla / = [a, b] ja oletetaan, ettd

sarja F(x) = Z fa(x) suppenee tasaisesti valilla /. Tallgin F(x)

n=0
on integroituva yli valin [ ja

b o b
/aF(X)dX:nZ:O/a fa(x) dx

Todistuksen idea

|

o |F(x)— Fa(x)| < ry kunhan n on riittavan suuri.
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Tasainen suppeneminen

Lause 5.13
Olkoot funktiot f,(x) jatkuvia valilla / = [a, b] ja oletetaan, ettd

sarja F(x) = Z fa(x) suppenee tasaisesti valilla /. Tallgin F(x)

n=0
on integroituva yli valin [ ja

b o b
/aF(X)dX:nZ:O/a fa(x) dx

Todistuksen idea

|

° \F(x) ( )| < E kunhan n on riittavan suuri.

X — €.
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Tasainen suppeneminen

Lause 5.13
Olkoot funktiot f,(x) jatkuvia valilla / = [a, b] ja oletetaan, ettd

sarja F(x) = Zf (x) suppenee tasaisesti valilla /. Talldin F(x)

n=0
on integroituva yli valin [ ja

b o b
/aF(x)dx:nZ:;)/a fa(x) dx

Todistuksen idea

|
.
X
™

° \F(X) ( )| < E, kunhan n on riittavan suuri.

X — €.

b b
@ Nain ollen lim / F,,(x)dx:/ F(x) dx.
a a

n—o0
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