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Kertausta

Lause 5.16

Oletetaan, etta

e Funktiot f,(x) ovat derivoituvia ja derivaatat f,(x) jatkuvia
valilla [,

e Sarja Z fa(x) suppenee ainakin yhdessa pisteessd xp € /, ja

e Sarja Z ) suppenee tasaisesti valilla /.
Talléin sarja S(x Z fa(x) suppenee koko valilla /,
n=0

summafunktio f on derivoituva ja

=3
n=0
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Maaritelma ja ominaisuuksia

n=0
Suppeneminen

Derivointi
E(x)E(y) = E(x+y)
Suuruusarvioita
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Eksponenttifunktion sarja

Lause 5.19

Sarja
X
E(x):zﬁ

n=0

maarittelee bijektiivisen, aidosti kasvavan funktion E : R — R,
jolle E(0) =1, E'(x) = E(x) ja E(x+ y) = E(x)E(y). Funktion
E kaanteisfunktio L : Ry — R on derivoituva ja L'(x) = L. Lisiksi
L(xy) = L(x) + L(y).
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Eksponenttifunktion sarja

Lause 5.19

Sarja
X
E(x):zﬁ

n=0

maarittelee bijektiivisen, aidosti kasvavan funktion E : R — R,
jolle E(0) =1, E'(x) = E(x) ja E(x+ y) = E(x)E(y). Funktion
E kaanteisfunktio L : Ry — R on derivoituva ja L'(x) = L. Lisiksi
L(xy) = L(x) + L(y).

Lauseen 5.19 ehdot maaraavat funktion E(x) yksikasitteisesti.
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Eksponenttifunktion sarja
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Potenssisarjoista

Maaritelma

Olkoot ag, a1, ao, ... reaalisia vakioita ja xp € R. Muotoa

()
Z a,,(x = Xo)n = ag + al(x = Xo) aF 82(X = X())2 AF o oo
n=0

olevaa sarjaa sanotaan xp-keskiseksi potenssisarjaksi.
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Potenssisarjoista

Olkoot ag, a1, ao, ... reaalisia vakioita ja xp € R. Muotoa
[o.¢]
Z a,,(x = Xo)n = ag + al(x = Xg) aF 82(X = X())2 oo
n=0

olevaa sarjaa sanotaan xp-keskiseksi potenssisarjaksi.

Huomautus

Sijoituksella t = x — xp saadaan muotoa

(0.)
E ant”
n=0

oleva sarja, joten tarkastelu voidaan periaatteessa aina palauttaa
tapaukseen xp = 0.
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Potenssisarjoista

1 o
° = x"valilla (—1,1)
n=0

1—x
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Potenssisarjoista

_Zx vililla (—1,1)

o In(1+x)= Z( D™ o valil (-1,1]
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Potenssisarjoista

_Zx vililla (—1,1)

o In(1+x)= Z( D™ o valil (-1,1]

=1
0 & = g —Ix" joukossa R.
n!
n=0
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Potenssisarjoista

Lemma

Jos potenssisarjalle

S(x) = Z apx"
n=0

ja jollekin luvulle ¢ > 0 patee lim a,c” = 0, niin sarja suppenee
itseisesti valilla (—c, c¢) ja tasaisesti kaikilla valeilla

[—a,a] C (—c,c). Jos taas jollekin luvulle ¢ patee lim a,c” # 0,
niin sarja hajaantuu aina, kun |x| > c.
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Potenssisarjoista

Lause 5.24

(o)
Jokaiselle sarjalle S(x) = Z anx" patee jokin seuraavista:
n=0
@ S(x) hajaantuu aina kun x # 0.
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Potenssisarjoista

Lause 5.24

(o)
Jokaiselle sarjalle S(x) = Z anx" patee jokin seuraavista:
n=0
@ S(x) hajaantuu aina kun x # 0.

@ S(x) suppenee aina kun x € R.
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Potenssisarjoista

Lause 5.24

(o)
Jokaiselle sarjalle S(x) = Z anx" patee jokin seuraavista:
n=0
@ S(x) hajaantuu aina kun x # 0.

@ S(x) suppenee aina kun x € R.

@ On olemassa sellainen luku R > 0, ettd S(x) suppenee kun
|x| < R ja S(x) hajaantuu kun |x| > R.
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Potenssisarjoista

Lause 5.24

(o)
Jokaiselle sarjalle S(x) = Z anx" patee jokin seuraavista:
n=0
@ S(x) hajaantuu aina kun x # 0.

@ S(x) suppenee aina kun x € R.

@ On olemassa sellainen luku R > 0, ettd S(x) suppenee kun
|x| < R ja S(x) hajaantuu kun |x| > R.

Huomautus: Talloin R = sup{c € Ry | lim,—o anc” = 0}.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 18 9 of 14



Potenssisarjoista

Lause 5.24

|

Jokaiselle sarjalle S(x) = Z anx" patee jokin seuraavista:
n=0
@ S(x) hajaantuu aina kun x # 0.
@ S(x) suppenee aina kun x € R.
@ On olemassa sellainen luku R > 0, ettd S(x) suppenee kun
|x| < R ja S(x) hajaantuu kun |x| > R.

Huomautus: Talloin R = sup{c € Ry | lim,—o anc” = 0}.

Maaritelma

Kolmannessa tapauksessa esiintyvaa lukua R sanotaan
potenssisarjan suppenemissateeksi ja valia (—R, R)
suppenemisvaliksi. Ensimmaisessa tapauksessa maaritellaan R =0
ja toisessa R = oo.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 18 9 of 14



Potenssisarjoista

S(x) = an(x — x)"
n=0

olevalle potenssisarjalle suppenemisvali on muotoa (xop — R, xo + R).
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Potenssisarjoista

Huomautus

Muotoa

S(x) = an(x — x)"
n=0

olevalle potenssisarjalle suppenemisvali on muotoa (xop — R, xo + R).

Sarjojen x", ~—x" ja —x" suppenemisvali on (—1,1),
joj ;) nz:ln j ;”2 PP (-1,1)

mutta suppeneminen valin paatepisteissa on jokaisessa tapauksessa
erilainen.
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Potenssisarjoista

Lauseen 5.13 perusteella potenssisarja suppenee tasaisesti kaikilla
suppenemisvaliin sisaltyvilla suljetuilla valeilla. Tallaisilla valeilla
termeittain integrointi siis onnistuu.
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Potenssisarjoista

Huomautus

Lauseen 5.13 perusteella potenssisarja suppenee tasaisesti kaikilla
suppenemisvaliin sisaltyvilla suljetuilla valeilla. Tallaisilla valeilla
termeittain integrointi siis onnistuu.

Lemma 5.26

Potenssisarjoilla A(x Za,,x ja B(x) = Z napx"~! on sama

suppenemissade.
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Potenssisarjoista

Lemman 5.26 todistus

Jos |na,,c”*1‘ lahenee nollaa, kun n — oo, tekee
lanc”| = < }nanc”_1| samoin.
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Potenssisarjoista

Lemman 5.26 todistus

Jos |na,,c”*1‘ lahenee nollaa, kun n — oo, tekee

lanc”| = < }nanc”_1| samoin.

Valitaan sitten 0 < ¢; < c¢. Talloin }nancf_1| = |a,c"| n(c—cl)”ci1 ja
koska lim na™ = 0 kun « € (0,1), nahdaan, etta ‘na,,cf_l| |3henee
nollaa mikali |a,c”| tekee niin. Koska ¢; voidaan valita miten
lahelta tahansa lukua c, seuraa vaite valittomasti.
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Potenssisarjoista

Lause 5.27

oo
Oletetaan, etta potenssisarjan S(x) = Z apx" suppenemissade on
n=0

R > 0. Talloin
@ S(x) on jatkuva valilla (=R, R).
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Potenssisarjoista

Lause 5.27

oo
Oletetaan, etta potenssisarjan S(x) = Z apx" suppenemissade on
n=0

R > 0. Talloin
@ S(x) on jatkuva valilla (=R, R).
@ S(x) on integroituva jokaisella valilla [a, b] C (—R, R) ja

b © b
/ S(x)dx = Z/ apx" dx.
a n=0 a

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 18 13 of 14



Potenssisarjoista

Lause 5.27

oo
Oletetaan, etta potenssisarjan S(x) = Z apx" suppenemissade on

n=0
R > 0. Talloin

@ S(x) on jatkuva valilla (=R, R).
@ S(x) on integroituva jokaisella valilla [a, b] C (—R, R) ja

b © b
/ S(x)dx = Z/ apx" dx.
a n=0 a

@ S(x) on derivoituva valilla (—R, R) ja

S'(x) =) nax"t.
n=1
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Potenssisarjoista

Seuraus 5.29

oo
Potenssisarjan summafunktiolla S(x) = Z apx" on
n=0

suppenemisvalilla (—R, R) kaikkien kertalukujen derivaatat ja
lisaksi

~ 5(0)

dp =

n!
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Potenssisarjoista
Seuraus 5.29

oo
Potenssisarjan summafunktiolla S(x) = Z apx" on
n=0

suppenemisvalilla (—R, R) kaikkien kertalukujen derivaatat ja
lisaksi

~ 5(0)

dp =

n!

Lause 5.30 (Potenssisarjojen identtisyyslause)

Jos jossakin origon ymparistossa (—d,0) patee

oo o
E apx" = E bpx",
n=0 n=0

niin a, = b, Vn € N,
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