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Kertausta

Lause 5.45

Olkoon f:lla jossain xp:n ymparistossa esitys Taylorin sarjana

F(x) = f(x0) + Y _ an(x — x0)",

n=ngp

missa ap, # 0. Jos ng on pariton, ei f:lla ole aariarvokohtaa
pisteessa xg. Jos ng on parillinen, niin tapauksessa a,, > 0
funktiolla on lokaali minimi, ja painvastaisessa tapauksessa lokaali
maksimi.
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F(x) = f(x0) + Y _ an(x — x0)",

n=ngp

missa ap, # 0. Jos ng on pariton, ei f:lla ole aariarvokohtaa
pisteessa xg. Jos ng on parillinen, niin tapauksessa a,, > 0
funktiolla on lokaali minimi, ja painvastaisessa tapauksessa lokaali
maksimi.

Huomautus 5.46

Lause soveltuu myos, vaikka kaytettavissa olisi sarjan asemasta
Taylorin polynomi ja sen virhetermi.
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Kertausta

Maaritelma

Jos on olemassa vakio K > 0 ja pisteen xg avoin ymparisto, jossa

[f(x)] < Klg(x)I,

merkitaan f(x) = O(g(x)), kun x — xp tai f(x) = O(g(x), xo).

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 22 30f 18



Kertausta

Maaritelma
Jos on olemassa vakio K > 0 ja pisteen xg avoin ymparisto, jossa

[f(x)] < Klg(x)I,
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Tapauksessa xp = 0o avoin ympdristo tarkoittaa valia (M, co).
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Kertausta

Maaritelma

Jos on olemassa vakio K > 0 ja pisteen xg avoin ymparisto, jossa
1F()] < Klg(x)|,

merkitaan f(x) = O(g(x)), kun x — xp tai f(x) = O(g(x), xo).
Tapauksessa xp = 0o avoin ympdristo tarkoittaa valia (M, co).
Merkinta f(x) = g(x) + O(h(x)) tarkoittaa

f(x) — g(x) = O(h(x))-
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Ordo-merkinta

Lause
Jos f("t1)(x) on jatkuva jossain pisteen xo avoimessa
ymparistossa, niin

f(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) + %f"(xo)(x — X0)2 + ...+ Ry(x),

missd R,(x) = O((x — x0)" ™), kun x — xo.
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Ordo-merkinta

Todistus

f(n+1)(£)
(n+1)!

€ € (x, %) tai € € (xo,x). Jatkuvana funktiona |f("+1)(t)| on

rajoitettu jossakin xp:n suljetussa ymparistossa [xo — b, xo + b].
Talloin

Taylorin lauseen mukaan R,(x) = (x — x0)"*1, miss3

£(n+1) ¢ ., 1
Ra(x)] = | gy bx = o)™ <

~ (n+1)!

7 ‘(X - XO)n+1’ )

kun x € [xo — b, xo + b].
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Ordo-merkinta

Huomautus

L=l x+x3+3+. .

+ x" 4+ O(x™*1), kun x — 0,

0 In(lx) =x = 5 +% — .+ (~1)"5 + O(x"), kun
x — 0,

0 X =1+4x+%5+%5+...+% +0(x"), kun x — 0.

3 5 2n+1

= § 4§ A+ 00T),

@ cosx=1— %+ 5 — .+ (1) gy + 0(2"+2),

@ tan 1X:X—L;+);i— S+ (=1)” 2::-1—0(X2”+3), kun
x—0
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Taylorin polynomit
Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita

LY |
ff
{/
f
."'I./
L i
3 %
\ 2F
L. .
%, /
N /
—
e, _ I I I :
-3 -2 -1 1 2 3

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 22 7 of 18



Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Ordo-merkintojen laskusaantoja

Olkoot m ja n (n < m) positiivisia reaalilukuja. Talldin
e O(x") £ O(x™) = O(x"), jos x = 0
e O(x") £ O(x™) = O(x™), jos x — o0

cO(f(x)) = O(f(x)), kun c € R.

x"O(x™) = O(x"*+™).

O(x")O(x™) = O(x™tm).

x~MO(x"M) = O(x™).

f(x) = O(x"t™) = f(x) = O(x"), jos x — 0

Xli_)r’r)(0 O((x —x0)") =0.
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Jos on olemassa astetta n oleva polynomi Q(x) jolle
f(x) = Q(x) + O((x — x0)™"1), kun x — xg, niin Q(x) on funktion
f Taylorin polynomi pisteessa xp.
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Jos on olemassa astetta n oleva polynomi Q(x) jolle
f(x) = Q(x) + O((x — x0)™"1), kun x — xg, niin Q(x) on funktion
f Taylorin polynomi pisteessa xp.

Koska
2 3 4
eX:1+x+%+%+;—4+O(x5), kun x — 0,
on
2 2 (=52 (%P (%) %
= _ 4 2 2 2 ~X'\5
€ >t o Tty TO=3))
X2 X4 X6 X8
= 12 42 2 42 Lok «k 0
>t g T3 TOXT) kunx—
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Ordo-merkinta

Esimerkki
Koska
x2 x2 x4 x0 x8
T2 = 1 _— _— _ 10 k
e 2 2+8 48+384+O(X ), kunx—0,

XZ
on yht&lon oikean puolen polynomi funktion f(x) = e~z Taylorin
polynomi ja siksi esim.
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Ordo-merkinta

-1
(1+x)*= 1+ax+a(a2)x2—|—0(x3), kun x — 0,
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Ordo-merkinta

-1
(1+x)*= 1+ax+a(a2)x2—|—0(x3), kun x — 0,

joten (sij. @ = —3, x = —t?)

1 1 3
— =14+ 2+t +0(t%, kunt—0.
e tott gttt (%), kunt—
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Taylorin polynomit

Funktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Funktion > approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Funktion > approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Funktion > approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Arvio lausekkeelle
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Taylorin polynomit

Arvio lausekkeelle
ITI()C2

1 (2

Esimerkki 5.49
3

. tanx —sinx — %
lim .
x—=0 arctan x — x + %

Etot =

w

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 22 13 of 18



Taylorin polynomit

Arvio lausekkeelle

ITI()C2

1 (2

Esimerkki 5.49
3

tan x —sin x — %

Etot =

lim
x—=0 arctan x — x + %

. 2x% —3x7T —5x8
[im

x=0 e —1—x3

w

N
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Euler-Maclaurinin summakaava

Maaritelma (Lattiafunktio)

|x] =max{n € Z | n< x}.
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Euler-Maclaurinin summakaava

Maaritelma (Lattiafunktio)

|x] =max{n € Z | n< x}.

v

Maaritelma

oo(x) =x—[x] =3
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Euler-Maclaurinin summakaava

Maaritelma (Lattiafunktio)

|x] =max{n € Z | n< x}.

v

Maaritelma
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Euler-Maclaurinin summakaava
Maaritelma (Lattiafunktio)

|x] =max{n € Z | n< x}.
Maaritelma
oo(x) = x — |x] — 3
04 Fi //
02 ; // ///
0> 10 /f)/ 20 e % 30
02 /// ///
_04 t // // )
Huomautus
1
oo(x + 1) = oo(x) ja / oo(x) dx = 0.
0

A\
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Euler-Maclaurinin summakaava

Jos f’ on jatkuva, on

n 1 "
k;f(k)—/ f(t)dt+2(f(l)+f(n))+/1 f'(t)oo(t) dt.

n
1
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Euler-Maclaurinin summakaava

Jos f’ on jatkuva, on

n 1 "
k;f(k)—/ f(t)dt+2(f(l)+f(n))+/1 f'(t)oo(t) dt.

n
1

Kaava patee myos muilla yla- ja alarajan kokonaislukuarvoilla.
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Euler-Maclaurinin summakaava

Jos f’ on jatkuva, on

Zf / t)dt+;(f(1)+f(n))+/1n f'(t)oo(t) dt

Kaava patee myos muilla yla- ja alarajan kokonaislukuarvoilla.

Koska |oo(t)] < %, on

‘/ f'(t)oo(t dt‘ /|f )oo(t)| dt < = /‘f’t)‘dt
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Euler-Maclaurinin summakaava

Huomautus

Jos f on vaheneva, on f/(t) < 0 ja siksi

‘/ f'(t)oo t)dt‘ /\f’ t)oo(t|dt<1/ |F'(¢)| dt

= =5 [ o= 5@ - o).
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Euler-Maclaurinin summakaava

Huomautus

Jos f on vaheneva, on f/(t) < 0 ja siksi

‘/ f'(t)oo t)dt‘ /\f’ t)oo(t|dt<1/ |F'(¢)| dt

= =5 [ o= 5@ - o).

Nain ollen

< f(1).

f(k)— nf(t)dt
-
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Euler-Maclaurinin summakaava

o1(x) :/ oo(t) dt
0
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Euler-Maclaurinin summakaava

o1(x) :/ oo(t) dt
0
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Euler-Maclaurinin summakaava

o1(x) :/ oo(t) dt
0
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Huomautus

1
. 1
~1<oi(x)<0ja /0 or(t) dt =~
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Euler-Maclaurinin summakaava

Lause

Jos ” on jatkuva, on

anf(k) _ /nf()dH— Leay+ e+ [ (e
k=1 1

f” (t)oi(t) d

3‘-ﬁ ET‘~x

_ /nf( )dt + = (f(1)+f n)) —
1
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Euler-Maclaurinin summakaava

Jos ” on jatkuva, on

Zn:f(k) = /nf()dt+ =(f(1) + f(n)) + f’
k=1 L

f” (t)oi(t) d

.\.-\

_ /nf( )dt + = (f(1)+f
1

Huomautus

Jos ”(t) on positiivinen, on

—;/ f”(t)dtg/ f"(t)o1(t) dt <0
1 1

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 22 18 of 18



