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Kertausta

Määritelmä (Lattiafunktio)

bxc = max{n ∈ Z | n ≤ x}.

Määritelmä

σ0(x) = x − bxc − 1
2

Huomautus

σ0(x + 1) = σ0(x) ja

∫ 1

0
σ0(x) dx = 0.
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Määritelmä (Lattiafunktio)

bxc = max{n ∈ Z | n ≤ x}.

Määritelmä
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Kertausta: Euler-Maclaurinin summakaava

Lause

Jos f ′ on jatkuva, on

n∑
k=1

f (k) =

∫ n

1
f (t) dt +

1

2
(f (1) + f (n)) +

∫ n

1
f ′(t)σ0(t) dt.

Huomautus

Kaava pätee myös muilla ylä- ja alarajan kokonaislukuarvoilla.

Huomautus

Koska |σ0(t)| ≤ 1
2 , on∣∣∣∣∫ n

1
f ′(t)σ0(t) dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ n

1

∣∣f ′(t)σ0(t)∣∣ dt ≤ 1

2

∫ n

1

∣∣f ′(t)∣∣ dt.
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Kertausta: Euler-Maclaurinin summakaava

Määritelmä

σ1(x) =

∫ x

0
σ0(t) dt

Huomautus

−1
8 ≤ σ1(x) ≤ 0 ja

∫ 1

0
σ1(t) dt = −

1

12
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Euler-Maclaurinin summakaava

Esimerkki
n∑

k=1

k2

Määritelmä

σ2(x) =

∫ x

0
(σ1(t) +

1

12
) dt

Huomautus

|σ2(x)| ≤ 0.00801875,

∫ 1

0
σ2(t) dt = 0.
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Euler-Maclaurinin summakaava

Lause

Jos f ′′′ on jatkuva, on

n∑
k=1

f (k) =

∫ n

1
f (t) dt +

1

2
(f (1) + f (n)) +

∫ n

1
f ′(t)σ0(t) dt

=

∫ n

1
f (t) dt +

1

2
(f (1) + f (n))−

∫ n

1
f ′′(t)σ1(t) dt

=

∫ n

1
f (t) dt +

1

2
(f (1) + f (n)) +

1

12
(f ′(n)− f ′(1))

+

∫ n

1
f ′′′(n)σ2(t) dt.
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Stirlingin kaava

Lause

n! = nne−n
√
2πn

(
1 + O(

1

n
)
)
,

kun n→∞.
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Stirlingin kaava

Todistus

ln n! =
n∑

k=1

ln k

=

∫ n

1
ln t dt +

1

2
(ln 1 + ln n) +

∫ n

1

1

t2
σ1(t) dt

= n ln n − n + 1 +
1

2
ln n +

∫ ∞
1

1

t2
σ1(t) dt −

∫ ∞
n

1

t2
σ1(t) dt

= n ln n − n +
1

2
ln n + C + g(n),

missä C = 1 +

∫ ∞
1

1

t2
σ1(t) dt ja 0 ≤ g(n) ≤ 1

8n .
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Stirlingin kaava

Todistus

ln n! = n ln n − n +
1

2
ln n + C + g(n),

josta

n! = nne−n
√
neC (1 + O(

1

n
)).

Väite: eC =
√
2π, kun C = 1 +

∫ ∞
1

1

t2
σ1(t) dt.
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Stirlingin kaava

Huomautus

Jos In =

∫ π
2

0
sinn t dt, on In =

n − 1

n
In−2 ja siksi

I2k =
2k − 1

2k
· 2k − 3

2k − 2
. . .

3

4
· 1
2
· π
2

=
2k

2k
· 2k − 1

2k
· 2k − 2

2k − 2
. . .

4

4
· 3
4
· 2
2
· 1
2
· π
2

=
(2k)!

22k(k!)2
π

2
.

Samoin

I2k+1 =
22k(k!)2

(2k + 1)(2k)!
.
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Stirlingin kaava

Huomautus

Kertolaskulla saadaan yhtälöt

I2k I2k+1 =
π

2(2k + 1)

ja

I2k−1I2k =
π

2k
.

Koska In+1 ≤ In, on selvästikin

I2k I2k+1 ≤ I 22k ≤ I2k I2k−1.

Näin ollen (Wallisin epäyhtälö)

π

2(2k + 1)
≤
(π
2

)2( (2k!)

22k(k!)2

)2
≤ π

4k
.
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Stirlingin kaava

Seuraus

Olkoon

C = 1 +

∫ ∞
1

1

t2
σ1(t) dt.

Tällöin eC =
√
2π.
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