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Differentiaaliyhtalot (DY:t)

Maaritelma
Differentiaaliyhtalolla tarkoitetaan yhtaloa

F(tvyvy,7y//7"'7y(n)) :Oa

missa F on lauseke, joka sisaltaa muuttujan t, tuntemattoman
funktion y = y(t) seka taman yhden- tai useammankertaisia
derivaattoja y’, y" ..., y(".
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Differentiaaliyhtalot (DY:t)

Maaritelma
Differentiaaliyhtalolla tarkoitetaan yhtaloa

F(t,y,y,y" ...,y =0,

missa F on lauseke, joka sisaltaa muuttujan t, tuntemattoman
funktion y = y(t) seka taman yhden- tai useammankertaisia
derivaattoja y’, y" ..., y(M. Lukua n kutsutaan
differentiaaliyhtalon kertaluvuksi.
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Differentiaaliyhtalot (DY:t)

Maaritelma

Differentiaaliyhtalon ratkaisun kuvaajaa kutsutaan
integraalikayraksi.
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Differentiaaliyhtalot (DY:t)

Maaritelma

Differentiaaliyhtalon ratkaisun kuvaajaa kutsutaan
integraalikayraksi. Yleensa integraalikayria on aareton maara,
mutta yksikasitteiseen ratkaisuun voidaan paatya reunaehdoilla

¥(0) = co, y'(0) = c1, ..., ¥y{M(0) = cp.
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Differentiaaliyhtalot (DY:t)

Maaritelma

Differentiaaliyhtalon ratkaisun kuvaajaa kutsutaan
integraalikayraksi. Yleensa integraalikayria on aareton maara,
mutta yksikasitteiseen ratkaisuun voidaan paatya reunaehdoilla

¥(0) = co, y'(0) = c1, ..., ¥y{M(0) = cp.

Esimerkki 8.1.

2y/2+xy/_y:O
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Yksinkertaiset DY:t

Maaritelma

Muotoa
y (1) = £(1)

oleva differentiaaliyhtdlo on yksinkertainen.
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Yksinkertaiset DY:t

Maaritelma

Muotoa

y\(t) = ()
oleva differentiaaliyhtalo on yksinkertainen. Yksinkertaisen DY:n
ratkaiseminen on integrointitehtava.
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Yksinkertaiset DY:t

Maaritelma

Muotoa

y\(t) = ()
oleva differentiaaliyhtalo on yksinkertainen. Yksinkertaisen DY:n
ratkaiseminen on integrointitehtava.

y" = 6x
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Yksinkertaiset DY:t
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Yksinkertaiset DY:t

@ Yksiulotteinen liike tarkoittaa kappaleen liiketta yhta
koordinaattiakselia pitkin.
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e Kappaleen nopeus on v(t) = s'(t).
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Yksinkertaiset DY:t

@ Yksiulotteinen liike tarkoittaa kappaleen liiketta yhta
koordinaattiakselia pitkin.

Olkoon paikka ajanhetkelld t s(t).
Kappaleen nopeus on v(t) = s'(t).

Kappaleen kiihtyvyys on a(t) = v/(t).
Tasaisesti kiihtyva litke: a(t) = a (vakio).
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Yksinkertaiset DY:t

@ Yksiulotteinen liike tarkoittaa kappaleen liiketta yhta
koordinaattiakselia pitkin.

Olkoon paikka ajanhetkelld t s(t).

Kappaleen nopeus on v(t) = s'(t).

Kappaleen kiihtyvyys on a(t) = v/(t).
Tasaisesti kiihtyva litke: a(t) = a (vakio).
Tallgin s”(t) = V/(t) = a(t) = a.
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Esimerkki

Hamiltonin mekaniikka

Olkoon kappaleen liike-energia Ey;, = %mv2 ja potentiaalienergia

Epot = Vi(x)=— /X F(s)ds.

0

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 24 6 of 15



Esimerkki

Hamiltonin mekaniikka

Olkoon kappaleen liike-energia Ey;, = %mv2 ja potentiaalienergia
X
Epot = V(x) = —/ F(s) ds. Newtonin liikeyhtdlon mukaan
X0
d

F =ma= mZv = Zp, missa p= mv on kappaleen lilkemaara.
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Esimerkki

Hamiltonin mekaniikka

Olkoon kappaleen liike-energia Eyj, = 1mv ja potentiaalienergia

X
Epot = V(x) = —/ F(s) ds. Newtonin liikeyhtdlon mukaan
X0
F=ma= m%v = %p, missa p = mv on kappaleen liikemaara.

Kappaleen kokonaisenergia on H = mv? + V(x) = r2n + V(x) ja

) , _d
o= V() = ~F(x) = —=p
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Hamiltonin mekaniikka

DY-pari
d a
{2 = 50
P = —axH

tunnetaan nimella Hamiltonin differentiaaliyhtalot.
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Yksinkertaiset DY:t

Radioaktiivisen hajoamisen DY

N'(t) = —AN(t)

ei ole yksinkertainen,
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Yksinkertaiset DY:t

Esimerkki
Radioaktiivisen hajoamisen DY

N'(t) = —AN(t)
ei ole yksinkertainen, mutta sen ekvivalentti muoto

d
—InN(t) = —
il (1) A

on.
”
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Differentiaaliyhtaloiden muodostamisesta
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Differentiaaliyhtaloiden muodostamisesta

Periaatteet

@ Jos f(x) = kx + b on suora, on
f(x)+k=kx+b+k=k(x+1)+b="Ff(x+1).
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Differentiaaliyhtaloiden muodostamisesta

@ Jos f(x) = kx + b on suora, on
f(x)+k=kx+b+k=k(x+1)+b="Ff(x+1).

@ Kulmakerroin k vastaa siis kasvua y-koordinaatin suunnassa
kun x kasvaa 1:n verran.
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kayran hetkellista kasvunopeutta.
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Differentiaaliyhtaloiden muodostamisesta

Periaatteet

@ Jos f(x) = kx + b on suora, on
f(x)+k=kx+b+k=k(x+1)+b="Ff(x+1).

@ Kulmakerroin k vastaa siis kasvua y-koordinaatin suunnassa
kun x kasvaa 1:n verran.

o Yleisesti f/(x) esittad kayran tangentin kulmakerrointa, ts.
kayran hetkellista kasvunopeutta.

@ Ajasta riippuvaa suuretta esittavan funktion f(t) derivaatta
f'(t) esittad suureen muutosnopeutta.
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Differentiaaliyhtaloiden muodostamisesta

Sailididen tilavuus 20 |, alkuehdot x(0) = y(0) = 10 (grammoina)

l 1 1/min, 10 g/I 11/min, 0 g/ll

3 1/min

4 |/min

l 2 |/min
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Differentiaaliyhtaloiden muodostamisesta

Esimerkki 8.4. (Ketjukayra)
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Separoituva DY

Maaritelma

Muotoa y’ = f(x)g(y) oleva differentiaaliyhtild on separoituva.
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Separoituva DY

Maaritelma

Muotoa y’ = f(x)g(y) oleva differentiaaliyhtild on separoituva.

Separoituvan DY:n ratkaisu

Y — 08()
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Separoituva DY

Maaritelma

Muotoa y’ = f(x)g(y) oleva differentiaaliyhtild on separoituva.

Separoituvan DY:n ratkaisu

Y — 08()

1
& mdy: f(x) dx
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Separoituva DY

Maaritelma

Muotoa y’ = f(x)g(y) oleva differentiaaliyhtild on separoituva.

Separoituvan DY:n ratkaisu

¥ —fx)e)
1

g(y)

/g(ly)dy:/f(x)dx—i-C

dy = f(x) dx
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Separoituva DY

Maaritelma
Muotoa y’ = f(x)g(y) oleva differentiaaliyhtild on separoituva.

Separoituvan DY:n ratkaisu

¥ —fx)e)
1

g(y)
/g(ly)dy:/f(x)dx—i-C

dy = f(x) dx

Esimerkkeja

Esimerkit 8.2., 8.3. ja 8.4. (ratkaisu)
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

y'(x) + a(x)y(x) = b(x).
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY
y'(x) + a(x)y(x) = b(x).

Vaihe 1: Homogeeninen DY

Yy +ay=0
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

y'(x) + a(x)y(x) = b(x)-
Vaihe 1: Homogeeninen DY
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

y'(x) + a(x)y(x) = b(x)-
Vaihe 1: Homogeeninen DY

Yy +ay=0
/

e L=oa
y

& —lny=-—
dx " ?
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

y'(x) + a(x)y(x) = b(x)-
Vaihe 1: Homogeeninen DY

Yy +ay=0
/

s Y-,
y

& dln = —a
dx Y=

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 24 13 of 15



Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

y'(x) + a(x)y(x) = b(x)-
Vaihe 1: Homogeeninen DY

Yy +ay=0
/

s Y-,
y

& iIn = —a
dx Y=

& Iny:/a(x)dx+Co
& y= eCo e—fa(x)dx

YH
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

y'(x) + a(x)y(x) = b(x)-
Vaihe 1: Homogeeninen DY

Yy +ay=0
/

s Y-,
y

& iIn = —a
dx Y=

& Iny:/a(x)derCo

& y= eCo e—fa(x)dx = Cyy
YH
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

Vaihe 2: Vakion variointi
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

Vaihe 2: Vakion variointi

o Yrite: y = C(x)yp, josta y' = C'(x)yn + C(x)yj,.
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

Vaihe 2: Vakion variointi
o Yrite: y = C(x)yp, josta y' = C'(x)yn + C(x)yj,.

@ Sijoittamalla alkuperaiseen yhtaloon saadaan

C'yy+ Cypy +aCyy = b
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

Vaihe 2: Vakion variointi
o Yrite: y = C(x)yp, josta y' = C'(x)yn + C(x)yj,.

@ Sijoittamalla alkuperaiseen yhtaloon saadaan

C'yy+ Cypy +aCyy = b
& Cyn+Clyy+ayu)=b
-0
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

Vaihe 2: Vakion variointi
o Yrite: y = C(x)yp, josta y' = C'(x)yn + C(x)yj,.
@ Sijoittamalla alkuperaiseen yhtaloon saadaan
C'yy+ Cyy +aCyy = b
& Cyn+ Clyy+ayn) =b
T

= C'yH:b
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

Vaihe 2: Vakion variointi

o Yrite: y = C(x)yp, josta y' = C'(x)yn + C(x)yj,.

@ Sijoittamalla alkuperaiseen yhtaloon saadaan

C'yy+ Cypy +aCyy = b
& Cyn+Clyy+ayu)=b
-0

b
= C'yH:b<:> c'=—.
YH
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

Vaihe 2: Vakion variointi

o Yrite: y = C(x)yp, josta y' = C'(x)yn + C(x)yj,.

@ Sijoittamalla alkuperaiseen yhtaloon saadaan

C'yy+ Cypy +aCyy = b
& Cyn+Clyy+ayu)=b
-0

b
= C'yH:b<:> ' =—.
YH

o Tisti C(x) = / y’;(g?) dx + C
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Lineaarinen DY

1. kertaluvun lineaarinen DY

Vaihe 2: Vakion variointi
o Yrite: y = C(x)yn, josta y' = C'(x)yn + C(x)yy,

@ Sijoittamalla alkuperaiseen yhtaloon saadaan

C'yy+ Cypy +aCyy = b
& Cyn+Clyy+ayu)=b
-0

b
= C'yH:b<:> ' =—.
YH

e Tastd C(x) = /b( x) dx + C ja
yH(x
(
y/ H(x)
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Esimerkki 8.5.

Y —y=x"+x
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