ALGEBRALLISTEN FUNKTIOKUNTIEN (-FUNKTIOT

KATSAUS RIEMANNIN (-FUNKTIOON

Klassinen Riemannin (-funktio maaritellaan sarjana

— 1
()= - (1)
n=0
Talle voidaan johtaa Eulerin tuloesitys
1
) =T+ &)
pEP p*

Riemannin (-funktion méérittelevét sarja (1) ja tulo (2) suppenevat, kun Res > 1,
mutta (-funktio voidaan jatkaa koko kompleksitasoon meromorfifunktioksi, jolla on
ainoa napa pisteessa s = 1 ja siina residy 1.

Riemannin (-funktiolla on triviaalit nollakohdat pisteissa s = —2,—4,—6, ...,
mutta ei muita nollakohtia puolitasossa Res < 0 eika lainkaan nollakohtia puoli-
tasossa Res > 1. Kuuluisan, yha todistamattoman Riemannin hypoteesin mukaan
vyohykkeessda 0 < Res < 1 olevat nollakohdat sijaitsevat suoralla Res = % Rieman-
nin (-funktion nollakohtien méaaramisella on mittava merkitys alkulukujen jakautu-
misen teoriassa; (-funktion nollakohdat maaraavat taydellisesti alkulukujen jakau-
tumisen.

Riemannin (-funktion valiton yleistys algebralliselle lukukunnalle F' on Dede-
kindin (-funktio, joka mé&aritellaan sarjana

() =Y g

A

Myos talle saadaan tuloesitys

1

¢r(s) =11 P (4)
B N(B)®

Summassa (3) 2 kéy lapi kaikki lukukunnan F' kokonaiset ihanteet ja tulossa (4)

P kay kaikki alkuihanteet. Summassa ja tulossa esiintyy ihanteen normi, joka
maaritellaan seuraavasti:

N() = |O/4]. (5)
Yllaolevassa merkinnéassa O on lukukunnan kokonaislukujen rengas. Kun asetetaan
F = Q, saadaan erikoistapauksena klassinen Riemannin (-funktio. Riemannin

hypoteesi algebrallisten lukukuntien (-funktioille on myo6s edelleen avoin probleema.
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Funktiokunnat yli ddrellisten kuntien.

Olkoon F, kertalukua ¢ oleva #érellinen kunta ja F = F/F, sukua ¢ oleva funk-
tiokunta. Olkoon viela Fq funktiokunnan taysi vakioiden kunta. Jos IF'q # F,, on
kuitenkin seurauksen 1.1.15 mukaan laajennus [Iﬁ‘q : IF,] dérellinen, joten on olemassa
sellainen 7, ettd F, = Fyr. Talloin myos g(F/Fg-) = g(F/F,), joten korvaamalla
pohjakunta [F, tarvittaessa kunnalla [F,~ voidaan ainakin aluksi olettaa, ettd IF, on
taysi vakioiden kunta.

Olkoon P jokin funktiokunnan F'/IF, paikka. Mééritelladn paikan absoluuttinen
normi

N(P) = |Op/P| = ¢** ",

ja yleistetdan tama valittomasti divisoreille
N(4) = g 2.

Madritelldén funktiokunnalle 7 = F/F, (-funktio

Merkitaan
A, =|{A€Dyr|deg A=n, A>0}.

Lemma V.1.1. Jokaiselle luonnolliselle luvulle n on voimassa A,, < 0o.

Todistus. Jokainen astetta n oleva positiivinen divisori voidaan esittaa korkeintaan
n alkudivisorin summana yksikasitteisella tavalla. Nainollen riittaa todistaa etta
joukko

Sp={P €Pr|deg P <n}

on aarellinen. Taman joukon sijasta voidaan tarkastella rationaalisen funktiokun-
nan F,(z)/F, alkudivisoreja. Merkitdan

Sy ={P € Py, | deg P < n}.

Selvisti on P NF,(z) € SO aina kun P € S,,. Toisaalta jokaisen paikan P € S°
ylla on vain aarellisen monta paikkaa P’ € S,. Tamén vuoksi riittad osoittaa,
etti joukko S° on &irellinen. TAmi puolestaan johtuu siitéi etté astetta n olevat
paikat vastaavat bijektiivisesti kunnan F, astetta n olevien jaottomien polynomien
ekvivalenssiluokkia. [J

Nyt (-funktio saa muodon

Crls) =) =

ns
n=0 q

Merkitaan

Zr(t) =Y Ant", (7)

n=0
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jolloin (x(s) = Zx(¢™*°). Jatkossa funktiota Zz(t) kutsutaan funktiokunnan F/F,,
Z-funktioksi.

Palautetaan mieleen seuraavat merkinnét:

(1) Dz on funktiokunnan divisoriryhma,

(2) Pz on péaddivisorien muodostama aliryhmaé,
(3) A ~ B merkitsee, ettd A — B € Pr ja

(4) Cx = Dx/P# on divisoriluokkaryhma.

Tekijaryhméa Cr on algebrallisten lukukuntien ihanneluokkaryhméan analogia al-
gebrallisten funktiokuntien teoriassa.

Kéaytetaan divisoriluokkaryhmén alkiosta A + Pz merkintaa [A], jolloin siis

[A]={B €D | B~ A}.

Divisoreilla, jotka ovat ekvivalentteja modulo paadivisorit, on sama dimensio ja
sama aste. Nainollen voidaan myos divisoriluokille maaritella dimensio ja aste.

dim [A] = dim A
deg [A] = deg A
Merkitaan

DY% = {A € Dz | deg A =0}, astetta 0 olevat divisorit ja

C% = {[A] € Cx | deg [A] = 0}, astetta 0 olevat divisoriluokat.
Maaritelladn myos ihanneluokkaluvun analogia funktiokunnille.

MAARITELMA. Funktiokunnan F/F, luokkaluku h on

h=hz=|Cx|.

Propositio V.1.3. Luokkaluku h on aarellinen.

Todistus. Merkitaan yleisesti astetta n € N olevia divisoriluokkia
Cr = {[A] € Cr | deg [4] = n}.

Valitaan jokin sellainen luku n > g, ettd on olemassa n-asteinen divisori B. Silloin
kuvaus C% — C%, [A] — [A+ B] on selvisti bijektio, joten riittaa osoittaa ettd luku
|C%| on &érellinen. Témén osoittamiseksi viitetddn, etté jokaisessa divisoriluokassa
[C] € C% on positiivinen astetta n oleva divisori. Télléin alkuperdinen viite seuraa,
silla teoreeman V.1.1 mukaan kutakin lukua n kohti on vain aarellinen maara astetta
n olevia positiivisia divisoreja.

Kun merkitdén W = funktiokunnan F/F, kanoninen divisori, on Riemannin-
Rochin lauseen mukaan

dim[C]=dim C=degC+1—g+dim (W -C)>n+1-g>1.
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Télloin, huomautuksen 1.4.5 (b) mukaan, luokassa [C] on positiivinen divisori. [

HuomauTus. Edellisen lauseen todistuksesta ndhdéén, ettéd on aina joko C% = ()
tai [C| = [CY].
MAARITELMA. 0 = min{deg A | A € Dx, deg A > 0}.

Kuvaus deg : Dx +— Z on ryhmdhomomorfismi ja kuva Im(deg ) on luvun 0
generoima. Téalloin 0 jakaa jokaisen divisorin asteen.

Tarkastellaan lukuja

A, ={A€Dr | A>0, deg A=n}|.

Lemma V.1.4.
(1) Jos 0 1n, niin A, =0
(2) Jokaiselle divisoriluokalle [C] € Cx pdtee

1 .
Aelcl] A2 0= (q 1)

(3) Jos d | n jan>2g—2, niin

),

A, =
qg—1

Todistus. Kohta (1) on triviaali. Kohta (2) varten havaitaan, ettd ehdot A € [C] ja
A > 0 ovat yhtépitavid ehtojen A = (x) + C ja (z) > —C Kanssa. Jos taas ndméa
ehdot ovat voimassa, on = € £(C) \ {0}. Toisaalta F,-avaruudessa on ¢4i™ €] — 1
nollasta eroavaa alkiota, ja kahta eri alkiota vastaa sama divisori tarkalleen silloin
kun ne ovat F-riippuvia. Tdma todistaa véitteen (2)

Jos 0 | n, on olemassa astetta n oleva divisori, ja edelldolleen huomautuksen
mukaan astetta n olevia divisoriluokkia on tarkalleen h kappaletta. Olkoot ndma
[C4], [Cq], ..., [Ch]). Kohdan (b) ja Riemannin-Rochin lauseen mukaan

1 im C; 1 net1—
\{AE[Cj]\AZO}y:q__l(qd Cg_l):q_l(q +1 g_l).

Toisaalta, jokainen astetta n oleva divisori on tarkalleen yhdessé luokista [C1], [Co],
..., [Ch], joten

h
h o
An:;|{Ae[Cj]|AZO}|:q__1(q tlog ),

T&ma todistaa kohdan (3). O
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Propositio V.1.6. Potenssisarja Zx(t) = >, A,t"™ suppenee, kun |t| < %.

Talloin on myos voimassa

(1) Jos funktiokunnan F/F, suku g =0, on

1 q 1
2= 5 ()

(2) Josg>1, on Z(t) = F(t) + G(t), esityksessd

1—g 29—2 1 1
6= 1 (0 s - ).

Todistus. Naytetaan aluksi, ettd sukua nolla olevan funktiokunnan luokkaluku h =
1, toisin sanoen naytetdan etta jokainen astetta nolla oleva divisori on paadivisori.
Valitaan jokin nolla-asteinen divisori A. Koska deg A =0 > 2g — 2 on Riemannin-
Rochin lauseen nojalla dim A = deg A+ 1—g =1 ja siis L(A) # {0}. Nyt voidaan
valita nollasta eroava alkio z € L(A), jolle siis pétee (x) > —A. Koska molemmat
divisorit (x) ja A ovat astetta nolla, on tdm& mahdollista vain jos (z) = —A ja siis
A= —(z)=(z7') € Pr. Lemman V.1.4 mukaan

S S 9) 1
Z A" = Z Aantan — Z (qan—l—l _ 1) tan
n=0 n=0 n=0 q= 1
1 - 7] - 7]
_ n n
=1 (qn_ (t) nz;;t )

=0
1 q 1
S qg—1\1—(qt)? 1-t2)°

Viimeisestd muodosta ndhdéén suoraan etté sarja suppenee aina kun |gt| < 1.

Yleisessa tapauksessa

dAptm= ) H{A€[C]|A=0}- il
n=0

deg [C]>0
dim [C
_ Z q []_1_tdeg[C]
aesorzo 171
1 dim [C] deg [C] 1 deg [C]
=1 q t - Z t
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1 dim [C] deg [C]
-— 2
0<deg [C]<2g—2
F (1)
1 deg [C]4+1—g deg [C 1
- pdeg [C] _ _ = deg [C]
o >
deg [C]>2g—2 deg [C]>0
c(t)
Todetaan viela etta
o0 [e e}
(q . 1)G(t> _ Z hqn8+1—g Lo _ Z hon
n=2271 41 n=0

P " 1
:hql g Z (qt)a_hl_ta

n=22-1 41

1—g - nd+2g—2+0 h
=hg'" ) (qt) 1
n=0
1 h

= hq'~9(qt)?9 9 O

1—(qt)? 1—1t2°

Seuraus V.1.7. Funktiolla Z(t) on yksinkertainen napa pisteessi t = 1. Tamd
johtuu siita, etta funktiolla ﬁ on yksinkertainen napa pisteessa t = 1.

arettomista tuloista.

Sanotaan etta tulo
oo

[T +a)

=1

suppenee kohti lukua a € C, jos a # 0 ja

lim [[1+a)=a. (8)

i=1
Liséksi sanotaan, ettd tulo (8) suppenee itseisesti, jos sarja

o0

> lail (9)

=1

suppenee. Tunnetusti itseisestd suppenemisesta seuraa suppeneminen, ja talloin
raja-arvo (8) on riippumaton tekijéiden jérjestyksesté. Lisdksi, jos tulo (8) suppe-

nee itseisesti, niin myos tulo
o0

H(l +a;)

suppenee itseisesti kohti raja-arvoa a=!.
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Propositio V.1.8 (Eulerin tuloesitys). Funktiokunnan F = F/F, Z-funktiolla
on esitys

zt)= ] H%gp (10)

PcPr

Tulo suppenee itseisesti, kun |t| < %.

Todistus. Tulo [] PeP s (1 — tdeg P )_1 suppenee itseisesti, silla

o0
ST jrdes P <3 A, 1" < 00
n=0

PcPr

Proposition V.1.6 mukaan. Tarkastellaan nyt tuloja

H (1_tdegP)_1: H i(tdegP)i.

PePx PePr =0
deg P<n deg P<n

Oikealla puolella olevat sarjat suppenevat itseisesti, joten Cauchyn kertolaskusaan-
non mukaan saadaan

H (1 _ 2fdeg P)_l _ H itideg P _ Z 2fdeg A‘ (11)

PeP g PePr =0

(n)
deg P<n deg P<n AED]—'

A>0

Summassa (11) esiintyva merkinté Dg?) tarkoittaa niiden divisorien joukkoa, joiden

alkudivisoritekijoiden aste ei ylita lukua n. Selvasti on Dg_-oo) = Dg. Antamalla
luvun n lahestya aaretonta saadaan

1 — pdee P)7 = tlee 4 = 3 A" = Z(t).
[T ( )
n=0

pebs e

0

Luovutaan nyt oletuksesta, jonka mukaan vakiokunta IF, on tdysi vakioiden
kunta. Talloin on huomattava, etta edella saadut tulokset eivdt pdde sellaisenaan.
Palautetaan mieleen, ettd Riemannin-Rochin lauseen mukaan Téssa tapauksessa

dim A = deg A+ (1 — g)[F, : F,] + dim (W — A).

Kiinnitetién jokin kunnan F, algebrallinen sulkeuma F, ja tarkastellaan vakiokun-
talaajennusta F = F ?q. Tunnetun tuloksen mukaan kutakin luonnollista lukua r
kohti on olemassa yksikésitteinen r-asteinen laajennus F .- /IFy.jolle pétee Fyr C F.
Maaritellaan kunnat Fj. seuraavasti: F, = FF, C F.
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Lemma V.1.9.

(1) Laajennus F,./F on astetta r oleva Galois'n laajennus jonka Galois’n ryhmd
on syklinen. Ryhmdn Gal(F,./F) generoi Frobenius-automorfismi o, jolle
patee o(a) = o kaikille kunnan Fyr alkioille o.

(2) Kunta Fyr on kunnan F, tdysi vakioden kunta.
(3) Funktiokuntien F,/F, ja F/F, suvut ovat samat.

(4) Olkoon P € Pgx astetta m oleva paikka. Merkitdin d = syt(m,r). Silloin
Cong, /p(P) = Py + Py + ... Py. Esityksessi on P; # P; aina kun i # j ja
deg P; = 1.

Todistus. Kohta (1). Tunnetusti laajennus F,-/F, on syklinen astetta r oleva Ga-
lois’n laajennus, jonka Galois'n ryhméan generoi Frobenius-automorfismi. Lemman
II1.6.2 nojalla on voimassa [F, : F] = [F,r : F,|. Esityksestd F, = FF, seuraa
tunnetusti, ettd kukin ryhmén Gal(F,-/F,) automorfismi voidaan nostaa Laajen-
nuksen F,./F automorfismeiksi. Kyseisid automorfismeja saadaan siis r kappaletta,
mika on mahdollista vain silloin kun kysymyksessa on Galois’n laajennus. Suoravi-
ivaisesti voidaan todeta ettd Frobenius-automorfismi Generoi ryhmén Gal(F,./F).

Kohdat (2) ja (3) seuraavat suoraan Propositiosta II1.6.1 ja Teoreemasta I11.6.3.

Kohta (4). Teoreeman II1.6.3 mukaan vakiokuntalaajennuksessa F,./F kaikki
paikat P sailyviat haaroittumattomina. Olkoon nyt P’ jokin paikan P ylla oleva
paikka. Edelleen lauseen II1.6.3 (g) mukaan paikan P’ jadnnosluokkakunta on kun-
tien Fp = Op/P ja Fyr kompositum. Merkitédén | = pyj(m,r). Koska Fp = Fym,
on kyseinen kompositum

]quIqu — Fql .
Taman vuoksi l ( )
pyjim,r m
degP/:[Fql:]qu]:;:f:E.
Toisaalta deg (Cong, ;r(P)) = deg P = m (Teoreema I11.6.3. (c)). Télléin on

oltava
COHFT/F(P) :P1 —|—P2 —|—...Pd,

ja jokaisen paikan P; aste on ‘7. [

Jatkossa tarvitaan seuraava yksinkertainen polynomi-identiteetti: Olkoot m ja
r luonnollisia lukuja ja d = syt(m,r). Kéytetdén r:nsien ykkdsenjuurien joukosta
merkintaa U,.. Silloin
- d m
(xi-1)"=J] x-¢m. (12)
¢elr
Identiteetti (12) on helppo havaita oikeaksi: Koska |U,| = r, on yhtélén kumpikin
puoli astetta r oleva paapolynomi. Lisaksi kyseisilla polynomeilla on tarkalleen
samat nollakohdat; kertalukua & olevat ykkosenjuuret ovat kummankin polynomin
d-kertaisia nollakohtia.

Sijoitetaan yhtéloon (12) X = t~™ ja kerrotaan puolittain luvulla ¢™", jolloin

saadaan
(1-t%)" = [ a—com). (13)

CeU,
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Propositio V.1.10. Olkoot Z(t) funktiokunnan F = F/F, ja Z.(t) funktiokunnan
Fr = F,/Fyr Z-funktiot. Silloin

=[] 2.

Todistus. Tunnetun funktioteorian tuloksen mukaan riittda todistaa vaitetty funk-
tionaaliyhtdld oikeaksi ympyraalueessa |t| < %. Tassa alueessa on voimassa Eulerin
tuloesitys

Z,(17) = H (1 _ yredeg P’>_1 _ H H (1 _ yredeg P’)_l‘ (14)

PIGPFT PcPr P’|P

Kiinteélld m-asteisella paikalla P € Pz saa sisemman tulon kdanteisluku (Lemman
V.1.9 mukaan) muodon

[T (1o ™) = (1 - o)

P’'|P
=[] a-@oym™ =] (1—@ty*=").
¢el, C€eU,,

Sijoittamalla tdmé esitykseen (14) saadaan

H H — (¢t)dee Py Hzgt

Cel, PePr ¢el,

U
Seuraus V.1.11 (F.K. Schmidt). 0 =1.

Todistus. Olkoon ¢ € Ug, jolloin siis (? = 1. Koska O jakaa jokaisen divisorin
asteen, on voimassa

z(cty= T[ (1—(cnle?) " = [[ (1t = z().

PePr PePr

Proposition V.1.10 mukaan on

=[] z(ct) = z1)®. (15)

¢€Us

Seurauksen V.1.7 mukaan rationaalifunktiolla Zp(t?) on yksinkertainen napa pis-
teessi t = 1, toisaalta taas funktiolla Z(t)? on kertalukua O oleva napa téissi pis-
teessd. Viite seuraa nyt laskemalla yhtdlostd (15) napojen kertaluvut pisteessé
t=1. 0O
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Seuraus V.1.12.

(1) Sukua O oleva funktiokunta F/F, on rationaalinen ja sen Z-funktio on

1
(1—=t)(1 —qt)

Z(t) =

(2) Jos funktiokunnan F/F, suku g > 1 ja tdysi vakioiden kunta on F,, voidaan
sen Z-funktio kirjoittaa muodossa Z(t) = F(t)+G(t). Tdssa esityksessd on

1 .
F(t) — Z qdlm [C]tdeg [C] ja
0<deg [C]<2g—2

h 1 1
t)=——(got?! — :
G(t) q—l(q 1—qt 1—t)

Todistus. Luvut A,, merkitsevat astetta n olevien positiivisten divisorien m&araa.
Sijoitetaan Lemmaan V.1.4 (c) n = 1, jolloin saadaan A; = #(QQ—I) = h(q+1) >
3, josta ndhdéén, ettd funktiokunnalla F'//F, on astetta 1 oleva divisori. Proposi-
tiosta 1.6.3 seuraa nyt, ettd funktiokunta F'/IF, on rationaalinen. Viitteen loppuosa
saadaan Propositiosta V.1.6 sijoittamalla 0 = 1.

Propositio V.1.13 (Z-funktion funktionaaliyht&ld). Olkoon F, funktiokun-
nan F/F, tiysi vakioiden kunta. Funktiokunnan Z-funktio toteuttaa tdlléin funk-
tionaaliyhtdalon

1
Z(t) = ¢9 2972 7(—).
(t) =4 ()

Todistus. Sukua 0 olevalle funktiokunnalle yhtalo saadaan suoraan seurauksesta
V.1.12:

1 1
Z(—) =

a” (1= )(1—q- )
qt? qt?

T @t-DE-1) (Q-dl-gqt) qt*>Z(2).

Tapauksessa g > 1 esitetddn Z-funktio seurauksen V.1.12 (2) muodossa Z(t) =
F(t) + G(t). Olkoon W funktiokunnan F/F, kanoninen divisori. T&amé&n aste
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deg [W] = 2g — 2. Saadaan

(@-VF) = S g (Cleslc
0<deg [C]<2g—2
_ Z g8 [C1+1—g-+dim [W—C]ydeg [C]
0<deg [C]<2g—2
_ 914202 3 g8 [C1=(2g—1) +dim [W—Clydes [C]—(20-2)
0<deg [C]<2g—2
= 014292 Z e85 [C]—deg [W]tdim [W—C] _ ydeg [O] —deg [W]

0<deg [C]<2g—2

oo Z dim (W—C 1 deg [W—C]
0<deg [W—-C]<2g—2 qt

1
— 92972 (g — 1V F(=).
q (¢g—1) (qt)

Funktiolle G(t) saadaan suoralla laskulla

1
g—1t29—2G -
q (qt)

2g—1
S A (qg <i) 1 T~ : 1 )
q—1 qt 1-— A5z 1— m

ho1 1 qIt291
t

1_% qt( —é)
= G(t).

Vaite saadaan yhdistamalla tulokset. [J

MAARITELMA. Polynomia L(t) = Lz(t) = (1 —t)(1 — qt)Zr(t) Kutsutaan
funktiokunnan F = F/IF, L-polynomiksi.

Seurauksen V.1.12 mukaan polynomi L(¢) on enintdén astetta 2¢g. Liséksi havaitaan,
etta

L{t)=(1—t)(1—qt) Y Ant". (16)
n=0

Esityksesta (16) ndhdédén L-polynomin avulla voidaan saada informaatiota luvuista
A,
Teoreema V.1.15.

(1) L(t)-polynomi on kokonaiskertoiminen ja sen aste deg L(t) = 2g.

(2) On voimassa funktionaaliyhtilé L(t) = qthQL(é).
(3) Jos h on funktiokunnan F/F, luokkaluku, on voimassa L(1) = h
(4)

4) Jos kaytetadan astetta 1 olevien paitkkojen maarasta merkintad N ja merkitaan

L(t) = ag + art + ... + azyt?9, niin
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(a) ap =1 ja asg = 7,

(b) asg—i = ¢ ‘a; aina kun i € {0,1,...,g}, ja

(¢c)ar=N—(q+1)
(5) Polynomilla L(t) on renkaassa Clt] hajotelma

29
L(t) = [J(1 - ait). (17)

i=1
Kompleksiluvut oy, ao, ..., azg ovat algebrallisia kokonaislukuja. Lisdksi
ne voidaan numeroida siten ettd a;og1; = q pdtee aina kuni € {1,2,...,g}.

(6) Jos L.(t) = (1 —t)(1 — q"t)Z,(t) on vakiokuntalaajennuksen F, = FFg»
L-polynomi, niin
29

Lo(t) = [J(1 = ajt).

=1

Luvut a; ovat samat kuin yhtdlossd (17).

Todistus. Jos funktiokunnan suku on nolla, on L(t) = 1 ja kaikki véittdmé&t ovat
triviaaleja. Oletetaan siksi ettd g > 1.

Kohta (1). L-polynomin maé#ritelmén mukaan on selvé, ettd deg (L) < 2g.
Asteen alarajaa koskeva viittdma tulee todistettua kohdassa (4). Vaittama L(t) €
Z[t] seuraa nyt esityksestéd (16).

Kohta (2) seuraa suoraan Z-funktion funktionaaliyht&losta.

Seurauksen V.1.12 (b) mukaan on

L(t) = (1 —t)(1—qt)F(t) + q—h1 (2?11 —t)— (1—qt)).

Sijoittamalla tdhén ¢ = 1 ndhdaén ettd L(1) = h.

Kohtaa (4) varten merkitdén
L(t) = ag + alt + ...+ agthg.

Kohdan (2) funktionaaliyhtélosté saadaan nyt

1 as a9 1
_ 9429 _ g 9g— g 2g
L(t) = ¢t L(_qt)_q9+q9 —t+ ...+ q%apt™.

Tisté seuraa (b), sillid vertailemalla kertoimia nihdiin ettd a2g — 1 = ¢9 %a; aina
kun ¢ € {0,1,...,g}. Esityksestd (16) ndhddén ettd L-polynomin vakiokerroin
ap = Ap ja ensimmadistd astetta olevan termin kerroin a; = (=1 — q)Ag + Ay
= A; — (¢ + 1)Ag. Astetta 0 olevia positiivisia divisoreja on vain yksi, joten Ay =
1. Helposti todetaan myds ettd A3 = N, joten saadaan kohta (c) ja (a)-kohdan
ensimméinen véittdmé. Toinen vaittdméa saadaan asettamalla kohdassa (b) i = 0.
Téstéd saadaan myds kohta (1), silld astetta 2g olevan termin kerroin on g9 # 0.
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Kohtaa (5) varten tarkastellaan polynomin L resiprookkipolynomia
1
LE(t) = tQQL(z) =apgt? + a1t + . dag, =t at? T+ gt (18)

Polynomi L (t) on Z-kertoiminen p##polynomi, joten sen nollakohdan ozl, ag, ...,

Lt (t) = H(t — o).
Talloin )
L(t) = t?QLL(%) =T[a - at).

i=1
Vilittomisti havaitaan ettd polynomin L*(¢) juuret «; ovat polynomin L(t) ju-
urien kéénteislukuja. Kohdan (2) funktionaaliyhtalostd saadaan L+ (L) = ¢ L(é),
joten L*(a) = 0 tarkalleen silloin kun L+ () = 0. Jérjestetdén polynomin L*(t)
nollakohdat jonoon seuraavalla tavalla:

q q 1 1 1 1
aq, y ooy Ok, 5 G2y ,q2,—q%, ..., —(q2%.
O{l ak ~" - ~" -

m kpl n kpl

Polynomi L*(t) on parillista astetta, joten sen vakiotermi ¢ on yhtisuuri kuin
juurten tulo. Saadaan yhtalo

m n
al.i....aki.<q%) .(—g%) :qg.
aq ap
Tasta nahdaan etta n on parillinen. Toisaalta n +m + 2k = 2g, josta ndhdaan etta
my6s m on parillinen. N&in on todistettu vaite (5).
Proposition V.1.10 mukaan

Lp(t") = (L =#")(1 = ¢"t") Z.(t")
= (1=t -qt") [ 2(ct)

CeU,
L(ct
=(1-t")(1—4q"t") L(Ct)
LIJT (1-¢t)(1 th LIJ
2g 29
=II I] @ cact) =[]0 = ajt)
i=1¢eU, =1

Tastd nahdéan, etti Lo(t) = [[22,(1 — aft). O

Edellaolevan teoreeman todistuksesta nahdaan, etta luku
N(F)=N=|{Pe€Pxr|degP=1} = A

voidaan laskea, jos kunnan F'/F, L-polynomi tunnetaan. Merkitdén F, = FF, ja
tarkastellaan myos lukuja

N, = N(F,) = |{P € P | deg P = 1}|.

Néaiden lukujen arviointi on oleellisessa asemassa Hassen-Weilin teoreeman todis-
tuksessa.
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Seuraus V.1.16. Olkoot a1, oo, ..., aag polynomin L(t) nollakohtien kddnteis-
luvut. Jokaiselle luonnolliselle luvulle r on voimassa

29
NT:qr—l—l—Za;.
i=1

Erityisesti tapauksessa r = 1 saadaan
29
N(F)=q+1 —Zai.
i=1

Todistus. Teoreeman V.1.15 (d) mukaan N, — (¢" + 1) on kunnan F, L-polynomin
ensimmaisen asteen termin kerroin. Toisaalta

29
Lo =1 - o),
i=1
josta nahdaan suoraan etta tama kerroin on — 29 e

Mikali luvut N, tunnetaan kyllin monella arvolla r, voidaan L-polynomin ker-
toimet laskea.

Seuraus V.1.17. Olkoon L(t) = Z?io a;t" funktiokunnan F/F, L-polynomi ja
Sy = (q + ) Silloin on voimassa

t) = ; S .t

(2) ap =1 ja
ia; = S;ag + Si—1a1 + ...+ S1a;_1 (19)
aina kun i € {1,2,...,g}.
Jos sits luvut N1, Na, ..., Ny ovat tunnetut, voidaan kertoimet ai, az, ..., aq4
madrdtd yhtalostd (19) ja muut kertoimet yhtdlostd asq—; = 9 'a; Teoreeman

V.1.15 (d) mukaisesti.
Todistus. Kun merkitian L(t) = [[72, (1 — ast), on
29 29

= Z H(—O@)(l — Oéjt).

i=1 i=1
i

Seurauksen V.1.16 ja lukujen S, méaaritelmien mukaan saadaan

L' (t 29 —ay 2g 0o i
L((t)> Z 1—ait) Z(—Oéi) : Z(ait)

=1 =1 r=0
o) 2

_ Z (Zg ) 7 1 ZS 1 1
r=1 \i=1

Lauseen V.1.15 mukaan ag = 1. Kohdasta (1) seuraa suoraan etta

oo
ay + 2ast + . 29(1292&29 V= (ap+ait+...+ agthQ) . Z St (20)
r=1
Viite (2) saadaan nyt vertailemalla puolittain kertoimia yhtélossa (20). O



