LUKUTEORIAN SEMINAARI, SYKSY 1996
I1.1. Lokaalikompakteista ryhmista

Husain:
INTRODUCTION TO
TOPOLOGICAL GROUPS

Olkoon G ryhmé ja 7 ryhmén G alkiojoukon topologia. Pari (G, T) on topologinen
ryhmd, jos kuvaus (g1,92) — g¢1g2 on jatkuva tulotopologian suhteen ja kuvaus
g — ¢! on jatkuva. Topologia on lokaalikompakti, mikéli jokaisella pisteelld on
kompakti ymparist. Oletetaan jatkossa, ettd 7 on Hausdorffin topologia. Joukko
V C G on symmetrinen, mikili V =V~ = {v=! |v e V}.

Funktio f : G — R on testifunktio, mikali f on jatkuva ja havida jonkin kompak-
tin osajoukon ulkopuolella. Testifunktioiden joukosta kaytetddn merkintd Co(G).
Ei-negatiivisten testifunktioiden joukosta kaytdmme merkintaa C’Sr (G). Jatkuvien
(jatkuvien ja rajoitettujen) funktioiden G — R joukosta kdytetdén merkintdd C'(G)
(B(Q)). Selvasti Cy(G) C C(X) C B(G), ja kyseiset joukot muodostavat reaalisen
vektoriavaruuden. Kuvauksia vektoriavaruudelta reaalilukujen kunnalle kutsutaan
funktionaaleiksi.

Olkoot f,g € B(G). Maaritellaan funktiot f V g ja f A g ehdoilla

(fVg)(x) = max{f(z),g(x)} ja (f Ag)(z)=min{f(z),g(x)}.

Télloin rajoitetut funktiot muodostavat hilan. Olkoon L jokin avaruuden B(G) ali-
avaruus joka on suljettu hilaoperaatioiden V ja A suhteen. Lineaarinen funktionaali
I: L — R on (Daniellin) integraali, mikéli I toteuttaa seuraavat ehdot:

(i) Jos f,g € Lja f > g, niin I(f) > I(g).

(ii) Jos {fn} C L on pisteittdin nollaa kohti suppeneva funktiojono, niin myds jono
{I(fn)} suppenee kohti nollaa.

Lemma A. Lokaalikompaktissa ryhmdassa pisteella 1 on kompakti symmetrinen
Yymparisto.

Todistus. Maaritelman mukaan ykkosalkiolla on sellainen avoin ymparisto V', etta
V on kompakti. Kisnteiskuvauksen jatkuvuudesta seuraa, ettd myos V ~1 on ykkos-
alkion avoin ympérist6 ja V1 on kompakti. Nyt U = V N V! on vaadittu kom-
pakti ymparisto. ([l

Lemma B. Testifunktio f on tasaisesti jatkuva.

Todistus. Joukko C' = {z € G| f(z) # 0} C G on kompakti, silld f hévidad jonkin
kompaktin joukon ulkopuolella. Olkoon U pisteen 1 symmetrinen kompakti ymparisto
ja € kiintea positiiviluku. Merkitaan

W={yeG||flyx) - f(x)| <excUC}
9
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ja osoitetaan, ettd W on pisteen 1 ymparisto. Selvastikin 1 € W. Koska f on
jatkuva, on olemassa pisteiden x ja 1 avoimet ymparistot U, ja V., jotka toteuttavat
ehdon

Vy e VuVz e Uy |f(yz) — f(z)| < e.

Kun z kéy lapi kaikki (kompaktin) joukon UC' pisteet, muodostavat vastaavat
joukot U, joukon UC peitteen, joka voidaan redusoida darelliseksi peitteeksi {Uy, }.
Olkoot {V,, } niita vastaavat pisteen 1 avoimet ympéaristot. Nyt

on pisteen 1 avoin ymparisto ja jokaiselle parille y € V', x € UC' on siis voimassa

[f(yx) — f(z)] <e.

Joukon W maéritelman mukaan 1 € V. C W, joten W on todella pisteen 1
ymparisto.

Joukon C' mééritelmén mukaan f(x) = 0 aina, kun x € G\ UC. Jos y € U ja
r € G\UC on f(yx) = 0, silli muutoin yx € C, josta seuraa, etti x € u=1C C UC,
miké on ristiriidassa valinnan x € G\ UC' kanssa. Johtop#étds on, ettd aina, kun
y € UNW, on voimassa

[flzy) = f(@)] <e,

mika merkitsee sitéd, ettd f on vasemmalta tasaisesti jatkuva. Samoin osoitetaan,
ettd f on oikealta tasaisesti jatkuva. U

Integraali I maarittelee mitan p ryhmalla G, kun asetetaan

p(A) = I(xa),

missd x4 on joukon A karakteristinen funktio.

Merkitddn f,(z) = f(ax) ja f*(z) = f(za). Integraali I on vasemmalta invari-
antti, jos I(fa) = I(f) ja oikealta invariantti, jos I(f*) = I(f).

Lause (Haar). Lokaalikompaktissa Hausdorffin ryhmdssd on olemassa vasemmal-
ta ja otkealta invarintit integraalit. Kyseiset integraalit ovat vakiokerrointa vaille
yksikasitteisesti maaratyt. Invariantteja integraaleja kutsutaan Haarin integraaleiksi
ja naiden indusoimia mittoja haarin mitoiksi.

Olkoon g ryhmén G vasemmalta invariantti Haarin mitta. T&lldin p(A) on
méaritelty ainakin kaikilla kompakteilla osajoukoilla A C G, ja siis myds u(Ag) on
olemassa aina, kun g € G. Todetaan, ettd pu(g1Ag) = u(Ag) aina, kun g; € G.
Néin ollen ehdolla p14(A) = p(Ag) maaritelty joukkofunktio on myds vasemmalta
invariantti mitta, joten

1(Ag) = 6(g)pu(A),

missd d(g) € RT riippuu ainoastaan alkiosta g. Todetaan myos, etté

6(9192) = 6(91)0(92),

siis § on morfismi G — RT.



11
Lemma C. Kuvaus § on jatkuva.

Todistus. Riittaé osoittaa, ettd § on jatkuva pisteessi 1, silld § on morfismi. Olkoon
U sellainen 1 ympiristd, ettd U on kompakti. Valitaan f € Cf (G), f #0ja A =
{z € G| f(x) > 0}. Joukko A on myds kompakti, silli f hiviiii jonkin kompaktin
joukon ulkopuolella. T&llin myés B = AU on kompakti, joten voidaan valita
sellainen g € C’J (G), ettéd g saa arvon 1 joukossa B. Valitaan jokin positiiviluku e.
Lemman B nojalla f on tasaisesti jatkuva, joten on olemassa sellainen joukkoon U
sisiltyvi pisteen 1 ympéristo V, ettd aina kun =y € V, on voimassa,

I(f)
|f(x) = f(y)| < 5@-
Jos myos ¢ € V', on
o) = £)] < 7 a0)

aina kun y € G ja z7 1y € V. Integraalin ominaisuudesta (1) seuraa, etti

M= 1)] < 2 xg) = cr(p)

L 1(g)

Tissé f*  merkitsee funktiota fx_l(y) = f(yx~!). Niin ollen
-1

I
I(f)

)

-1

<e

1 Sz~ HI
- |

aina, kun = € V. Joukon V symmetrisyyden vuoksi ! voidaan korvata alkiolla
T, mista vaite seuraa [
Jatkuvaa morfismia § : G — R kutsutaan modulaarifunktioksi.

Olkoon j vasemmalta invariantti mitta. Selviisti kaavalla fi(A) = pu(A~1) médi-
ritelty joukkofunktio on oikealta invariantti mitta. Edelleen,

filgA) = p((gA) ) = w(A™g™") = d(g™Hu(A™) = d(g)~A(A).
Mikéli 6(g) = 1 kaikille g € G, sanotaan, ettd G on unimodulaarinen.

Seuraus. kompakti ryhmd on unimodulaarinen.

Todistus. Jatkuvuuden nojalla §(G) < R* on kompakti, joten 6(G) = {1}. O]

I1.2 Tasosta H

Olkoon g € G = SLs(R) sellainen kuvaus, ettd gi = x + iy. Talldin g on
tekijad k € K = Stab(i) vailla muotoa g = n(x)a(y). Selvisti ndmé tekijat ovat
yksikésitteisesti maaratyt. Koko ryhmaélle G saadaan niin hajotelma G = NAK,
ja tason H pisteet voidaan yksikasitteisella tavalla samaistaa ryhmén P = NA
alkioiden kanssa. Valitaan ryhmaélle VA topologia, joka indusoituu hyberbolisen
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tason H topologiasta edellamainitun samaistuksen kautta. Todetaan viela ettd P
on topologinen ryhma. Tata varten naytetaan ensin, etta kaanteisalkion laskeminen
on jatkuva kuvaus.

H —2 ., NA
zwfll lwna):(na)—l

H <%  NA

Suora lasku osoittaa, ettd o lp(x + iy) = -2+ z%, joten selvasti 1) on jatkuva.

HxH 22, NAx NA

(Zl,zz)Hzlzzl l¢(n1a1,n2a2):n1a1n2a2

—1

H <2 NA
Havaitaan, etta vastaava yhdistetty kuvaus on muotoa
(21 +iy1, w2 + iy2) — (21 + T2y1) + iY1Y2,
mika on selvasti jatkuva kuvaus tulotopologiassa.

Nain ollen tasolle H voidaan konstruoida Haarin mitat konstruoimalla sellaiset
ryhmalle NA. Itse asiassa, aliryhmét N, A, ja K ovat unimodulaarisia ja niiden
invariantit mitat saadaan seuraavasti:

dn =dz, kun n =n(x) = (1 x)

0 1
da = y_ldy kun a = a(y) — ?J% 01
0 y 2
dk = (2r)7tdf, kun k = k(0) = cosf sinf
7 —sinf® cos0

Ylla dx, dy ja df merkitsevat tavanomaisia Lebesguen mittoja. Ryhméan K mitta
df voidaan normalisoida vaatimuksella [  dk =1, silla K on kompakti. Ryhmalle
N A ja siis my0s tasolle H saadaan vasemmalta ja oikealta invariantit integraalit
kun maéaaritelldan

I(f)=[ [Fflg)dgja J(f)= [ [f(g)dy,

NA NA
xdy

misséd dg = ja dg %. Modulifunktion méaérittdmiseksi merkitdan

h=n(v)aly) € NA, g =n(z)a(y)

/. ftan) dg—/ / Fln(ala(yn(o)au) 5"
// F(n(e +yv)a <yu>>d”“°dy
_u/ / fn )dﬁdn
=u/NAf<g)dg,

ja lasketaan
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mistd ndhdadn ettd §(z + iy) = v.
ITI. Geodeesiset napakoordinaatit

Usein kasitellaan tason H funktioita, jotka riippuvat vain hyperbolisesta etai-
syydesta, joten on luontevaa siirtda tarkastelu napakoordinaatistoon. Geodeesiset
napakoordinaatit saadaan Cartanin hajotelmasta

G =KAK.

Z) € (G seka merkitaan

Hajotelma saadaan seuraavasti: Valitaan g = <CCL

cosf sinf
fa =k (0) = (—sin9 COSH) € K.

Ensiksi etsitaan sellainen k; € K, ettd k1g on symmetrinen. Mikali g ei ole sym-
metrinen, on b # ¢ ja

g — acosf + csin 6 bcosO 4+ dsin
19 = —asinf® 4+ ccosf —bsinf + dcosf |-

Matriisi k1¢g on symmetrinen tarkalleen silloin kun
bcosh + dsinf = —asinf + ccosf = 0,

miki on ekvivalentti ehdon cot§ = — 9% kanssa. Vililld (0,7) on tarkalleen yksi

b—c
taman ehdon toteuttava kulma.

_ (o B . [ cosbp sinf;
g1—k1g—<ﬁ 7) Jak_(—sinﬁl cos@l)'

Mikali k1g ei ole diagonaalimatriisi, on 3 # 0 ja konjugoidussa matriisissa kgk ~*
on seké vasemmassa alakulmassa etta oikeassa ylakulmassa alkio

Merkitaan

Bcos? b, — B sin® 0, + ~ cos 01 sin 61 — « cos 0 sin 01,
joten kg1k~! on diagonaalinen tarkalleen silloin kun
(v — a) cos by sin b, + B(cos? §; — sin® 0;) = 0,

mikéa on ekvivalentti ehdon
o —7

20
kanssa. Jilleen voidaan 16ytad tillainen kulma ;. Saatu matriisi a = kk;gk~' on
siis diagonaalinen, joten deteminanttiehdon nojalla a € A. koska myos —I € K,
voidaan olettaa ettd matriisin a alkiot ovat positiivisia. Néin ollen, aina kun g € G,
voidaan kirjoittaa g = k(p)a(e™")k(0), missd 0 < o < m, r > 0 ja

- (7 &)

cot 20, =
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Palautetaan mieleen, etta kuvaus k(p) on kierto pisteen i ympéri kulman 2¢p verran
ja lasketaan seuraavaksi etaisyys pisteesté i pisteeseen gi:

plgi,i) = (k(cﬁ)a( ")k(0)i,17)
)

= p(k(p)e™"i,1)
— p(e™"i, i)
o [ 1+ ler 1
le=" + 1| —|e=" — 1]
:loge_’"+1+1—e_r—1
eT"T+1l—-—(1—e")
= log Py =,

siis r on hyperbolinen etaisyys pisteesta ¢ pisteeseen gi = z = = + iy.

Tarkastellaan vield hajotelmaa g = kyaks. Jos yhtalo

k(p1)a(ri)k(th) = k(p2)a(r2)k(02),

olisi voimassa, niin kuvaamalla pistetta i saataisiin

k(p1)e™ i = k(p2)e™ "1,

ja laskemalla etaisyydet pisteesta ¢ saadaan ry = 7o, joten r on yksikasitteisesti
maaratty, joten myos ¢ maaraytyy yksikasitteisesti, mikali rajoitetaan 0 < ¢ < 7.

Paria (7, ) kutsutaan pisteen gi geodeettisiksi napakoordinaateiksi. Esitykset
muodossa = + iy saadaan suoraan laskemalla:

k()e"i e "icosp +sinp (" —e ") sing cosp i
e 1= . - )
14 —e Tisinp+cosp  ercos?p4eTsin’p e cos? p4 e Tsin? @
josta
~1
:<e —sin? p(e” — e T))
1 7" 1 r —r r —r\ .2 -1
:<—e +e” —(e"—e ") —(e"—e ")sin cp)
2 2
—1
:<coshr—|— e’ —e” )(1—231n2<,p)>
= (coshr + sinh r cos 2p) ~*
ja

x = ysinhrsin 2¢p.
vastaavat differentiaalit saadaan seuraavasti:
ds* = dr® 4 (2sinhr)?dp?,
dw = (2sinhr) dr dep.
Jos merkitdén coshr = 1 4 2u, missé r = p(gi,7) ja u kuten aiemmin, saadaan

dw = 4du dep.
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IV. Bruhatin hajotelma

Iwasawan (G = NAK) ja Cartanin hajotelman (G = KAK) lisdksi esitetdin
viela Bruhat’'n hajotelma

G = +NAN U +NwAN,

missd w = (1) _01 ) Hajotelmassa osa NAN = AN = N A koostuu selvastikin

ylakolmiomatriiseista. Toinen osa koostuu sellaisista matriiseista, joissa vasem-
massa alakulmassa oleva alkio on nollasta poikkeava, talloin

=G D)6 D)

Nahdaén, etta hajotelmassa

1 1 1
2 oY +x1Yy” 2
enatynte) = (¥ )

ensinnakin y maaraytyy yksikasitteisesti, joten myos xs ja siis 1 maaraytyvat
yksikésitteisesti. Samoin voidaan paatella hajotelman toisesta osasta.

V. Tason H kuvausten luokittelusta

Affiinilla tasokuvauksella tarkoitetaan translaatiota, venytystd tai kiertoa tai
naiden kompositiota. Tasossa H tallaisia liikkeitd ovat MoObius-transformaatiot.
Koska konjugaattio sailyttaa kuvauksen jonakin edellamainituista, on kuvausten
luokittelu oltava invariantti konjugoinnin suhteen. Kun g € PSLo(R), merkitdan

[g] = {rg7 ' | T € PSLy(R)}.

Olkoon

Mikali ¢ = 0, on kuvauksella yksi kiintopiste joukossa R, nimittdin a,?_a. Jos

¢ # 0, saadaan kiintopisteet muodossa

a—d+x+/(a+d)?—4
2¢ ’

joten luokittelu jakautuu kiintopisteiden mukaan kolmeen tapaukseen:
(1) Kuvauksella g on yksi kiintopiste joukossa R (parabolinen).
(2) Kuvauksella g on kaksi eri kiintopistetta joukossa R (hyperbolinen).

(3) Kuvauksen g kiintopisteet ovat kompleksisia, toinen joukossa H ja toinen joukossa

H (elliptinen).

Mikali ¢ # 0, voidaan luokittelu suorittaa kuvausta g esittdvan matriisin jaljen
itseisarvon avulla:
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Kuvaus on parabolinen tarkalleen silloin kun |a + d| = 2, hyperbolinen kun
la+b] > 2 ja elliptinen kun |a +b| < 2. Jilki sdilyy konjugoinnissa, joten lu-
okittelu on invariantti.

Aliryhmien N, A ja K alkiot ja (ndiden vasta-alkiot yhteenlaskun suhteen) ovat
parabolisia, hyperbolisia ja elliptisia kuvauksia. Niiden valittaméat kuvaukset ovat
translaatio (kiintopiste o), venytys (kiintopisteet 0 ja oo) ja kierto (kiintopiste 7).
Pisteen radat parabolisessa kuvauksessa ovat horosyklejd ja hyperbolisessa hyper-
sykleja. Kun g hajoitetaan translaation, venytyksen ja rotataation kompositioksi,
venytyksessd z +— pz kerrointa p kutsutaan kuvauksen g normiksi ja |logp| on
pisteiden z ja gz hyperbolinen etaisyys.

V1. Laplacen operaattori

Olkoon CH kuvausten H — C joukko. Kun f : H — C on jokin funktio,
maaritellaan lineaarinen operaattori

Tg:CHH(CH

ehdolla
(Tyf)(2) = f(g2).

Lineaarinen operaattori L : C® — CH on invariantti, jos LT, = T,L aina, kun
g € G, toisin sanoen

L(f(gz)) = (Lf)(gz) aina kun f € C% ja g € G.

Laplace-Beltramin operaattori A karakterisoidaan siten, etté diffeomorfismi on isome-
tria silloin ja vain silloin kun A on invariantti. Tasossa H on

0? 0? 5 0 0
A= yQ(@ + a—yg) =—(z— 2)2557

missa
(9_18 .0 0 1 0 .0

2: 3o oy oz = 2las Ty

Merkitéén f(z) = u(z,y) + iv(z,y). Silloin

7 1o

%u(x,y) — (%v(l‘,y) + i(é%v(x,y) + %“(5’;79)))

Mikali f on holomorfinen jossakin alueessa, annihiloi operaattori 8% funktion f
Cauhcy-Riemannin differentiaaliyhtéloiden nojalla tassa alueessa. Toisaalta A an-
nihiloi harmoniset funktiot.

Geodeesisissa napakoordinaateissa Laplacen operaattori saa muodon

A = 8_2 + #2 + 1 62
~ Or2  tanhr Or = (2sinhr)2 9p?

tai 52 5 92
1
gz Tt D ) 9

A=u(u+1)
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Jokainen G-invariantti differentiaalioperaattori tasossa H voidaan esittaa operaat-
torin A vakiokertoimisena polynomina.

VII. Operaattorin A ominaisfunktiot

Funktio f : H — C on operaattorin A ominaisarvoon A\ € C liittyva ominais-
funktio jos
(A+XN)f=0.

Ominaisarvoon A = 0 liittyvat ominaisfunktiot ovat harmoniset funktiot, joihin
sisaltyvat holomorfiset funktiot.

Ominaisarvoon A liittyvid ominaisfunktioita voidaan pyrkia selvittamaan es-
imerkiksi muuttujien erottamisella. Lisdksi voidaan annetusta ominaisfunktiosta
f siirtya funktioon T, f seka integroida jonkin ryhman G osajoukon yli. Taten
voidaan 10ytda ominaisfunktio, joka toteuttaa haluttuja transformaatiosaantoja.

Mikali ominaisfunktio ei riipu muuttujasta x, saa ominaisarvoyht#lé muodon

, d?
— +AN)f=0,
gz TN/
mika ratkeaa sijoituksella y = e*. Riippumattomiksi ratkaisuiksi saadaan es-
imerkiksi 1 1
(a8 1—sy s . 1-s
SW Yy ) Ja o= -y ),

missé s valitaan siten, ettd s(1 —s) = A. Kutakin arvoa \ # % vastaa kaksi arvoa.

Kun \ = i saadaan riippumattomiksi ratkaisuiksi y% ja y% logy.

Tarkastellaan seuraavaksi ratkaisuja, jotka ovat muuttujan x suhteen jaksoa
1. Merkitain e(z) = *™* ja separoidaan muuttujat: f(z) = e(z)F(2my). Kun
merkitddn z = 27y, osoittaa suora lasku, ettd F'(z) toteuttaa differentiaaliyhtalon

2Z2F"(2) + (A= 22)F(2) =0, (6-1)
joka muistuttaa Besselin yhtaloa
P2F"(2) + 2F'(2) — (22 + V) F(z) = 0.
Yhtélon (6-1) ratkaisut on taulukoitu: Riippumattomat ratkaisut ovat
(2 )2 K, 1 (y)

ja
1
(2my)2 1,1 (y),

missa
o0

1 2\ v+2k .
L(z) = kz:% KID(k+ 1+ v) (5) i

K,(2) = g(sinm/)_l(f_y(z) —1,(2))
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ovat Besselin funktioita. Ensimmainen ratkaisu kayttaytyy asymptoottisesti kuten
e~ Y ja toinen kuten eY. Jos
f(z) = o(e™),

on ratkaisun oltava Whittakerin funktion
Wi(2) = 2y7 K, _1 (2my)e(x)

monikerta. Funktio W, voidaan jatkaa alemmalle puolitasolle H symmetrialla
Ws(z) = Ws(Z). Besselin funktioille voidaan johtaa lukuisia esityksid ja néiden
valilla on monenlaisia yhteyksia. Eras jatkossa kaytettava esitys on

1 — oo
K, () =7 0w +3) (g) / (2 + 1) % cos(tz) dt. (6-2)
0

Kaytetaan nyt edellamainittua menetelméaa lahtien liikkeelle ominaisfunktiosta y —*.
Vaaditaan, ettd transformaatiosééntd f(z + z) = e(z)f(z) toteutuu. Merkitdan
x(n) = e(z), kun n = (é T), jolloin x on ryhmén N karakteri ja kyseinen
transformaatioséénto voidaan antaa muodossa f(nz) = x(n)f(z). Jotta integraali
suppenisi ehdottomasti, ldhdetdén funktiosta Y (n(x))(Imwn(x)z)® ja integroidaan
yli ryhman N:

xT

josta sijoitus t = % antaa

o= [ (w4 ty)y (2 4+ 1)yt

— 00

=e(x) /00 (14 t2) "5y ~Se(ty) dt.

— o0

Integraalilauseketta voidaan kasitella edelleen:

/oo (1+ %) %e(ty) dt
- /oo(t2 + 1) Fe(ty) dt + /m(t2 + 1) Pe(—ty) dt
0 0

o0
:2/ (t* +1)7* cos 2ty dt
0

=2K,_1 (2my)m3T(s) "} (wy)* "2

1
kaavan (6-1) mukaan. Néin ollen

f(z) =T (s) " Wi(2).



