HECKEN OPERAATTORIT

Kutakin lukua n € N kohti méaaritellaan

az+b
M("):{ZH lz+h

jolloin erityisesti M(1) on modulaariryhm& I'. Samoin kuin I', voidaan M(n) samais-
taa monoidin GL(2,7Z)/ + I osajoukon kanssa.

a,b,z,hez,ah—bl:n},

Tarkastellaan muunnosta
f(M(z)), M €M(n), (1)
missd f on mielivaltainen T-automorfinen funktio. Jos v/ = yM € TM C M(n),

on f(v'(2)) = f(vM(z)) = f(M(z)), joten joukon M(n) alkion M sijasta voidaan
tarkastella luokkaa I'M. Olkoon {M, | v € I} jokin edustajisto, jolloin

M(n) = | JTM,

on joukon M(n) hajotelma erillisten sivuluokkien unioniksi. Jos v € ', on {M,~}
selvisti edustajiston permutaatio (mod I'), joten

S F(M,(2) (2)

on I'-automorfinen, mikali kyseinen summa on maéritelty.

Lemma. FEdustajistoksi voidaan valita kuvausten

b
{ZH“Z; jad=n, a,d>0,0<b<d (3)

joukko. Erityisesti summa (2) on ddrellinen ja siis hyvin mddritelty.

Todistus. Olkoon M € M(n) matriisin

a b
[ h
médrdama kuvaus. Valitsemalla I” = —1/syt(a,l) ja b’ = a/syt(a,l) ndhd&én ettd
on olemassa sellainen matriisi
a v
fy = ( l/ h/) € F

Typeset by ApS-TEX
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ettd tdmén indusoimassa kuvauksessa lausekkeen yM (z) nimittédjd on vakio. Ku-
vausta Yoo : 2 +— 2z + 1 soveltamalla 16ydetédén joukkoon (3) kuuluva luokan I'M
alkio. Kyseiset kuvaukset ovat epakongruentteja modulo I, silla jos olisi

aaq Oébl + ﬁdl . « B aq b1 . a9 bQ
yar ybi+ddy ) \y ¢ 0 do) \0 dg)’

er EI\ZIEn) ekﬁzn)

pitaisi olla v = 0. Talloin olisi ad = 1, ja voidaan olettaa, ettd o« = § = 1. Nain
ollen ay = aq, di = ds, josta myos by = bs. O

Edellisesta lemmasta saadaan suoraan, etta kuvaus

(T(n)f) —n__ Z Zf ((az +b)/d)

ad=nb (d)

on [-automorfinen. I'-automorfisten funktioiden avaruudessa maariteltya kuvausta
T'(n) kutsutaan Hecken operaattoriksi. Erityisesti havaitaan, etta

(T( =) > flaz+b)/d) = f(2),

ad=1b (d)

joten T'(1) on identiteettikuvaus
Lemma. Hecken operaattorit kommutoivat keskendan. Tarkemmin,

T(m)T(n)= Y T(%).

d|(m,n)

Todistus. Olkoon ensin (m,n) = 1. Sillon I'-automorfinen f toteuttaa
(T(m)T(n)f)(Z)
EYNNTON f(adz + a'b+ b d)/(dd))

ad=m b (d) a’d'=n b’ (d')

=(mn)~? Z Z Z f((aa’z+ h)/(dd"))

ad=m a’d'=n h (dd’)

=(T(mn) f)(2).

Viimeinen rivi seuraa siité, ettd aina (a’,d) = 1. Niin ollen

kun (m,n) = 1.

Oletetaan nyt, ettd m = p“ ja n = p” ovat saman alkuluvun potensseja. Talloin

vaite saa muodon
min{u,v}

T(p)TE') = > TE“*?).
=0
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Mikali p € P on alkuluku, saadaan

(T()f(2)=p~2 Y Y fl(az+h)/d)

ad=p h (d)
p—1
= 4 (F2)+ D F((z + 1) /p)
h=0
Edelleen, suora lasku antaa
(T(")T(p)f)(z)
+bp, +b+dh
IR OIDIE p+ZZZfM )
ad=p" b (d) h=0 ad=p™ b (d)
r p'—1 ru—!—l —|—b A Tty 4 b4 hpt
(N ey S e
u=0 b=0 u=0 b=0 h=0

Toisaalta luvut b+ hp“ ovat epikongruentteja modulo p“*! ja
(T 1)(2)

:p_r-zu Z Zf(az;—b)

ad=pr+1 b (d)

1p“—1
r+lp P u+12+b

NARDIDIFIC

—)

u=0 b=0
r4+1p“—1 7‘ u+1
_rtl _r Z-I—b
=p~ 7 () S ()
u=1 b=0
u+1 -1

oy ’I”LL +b
=p~ T [ 2) +p HZ Z /(" u—Z|—1 ),
u=0 =

joten

Koska
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on -
P~ p Uz 4 b
; f( pu—l )
_ P b
=p o ( pu—l )
Naéin ollen
T(")T(p)f)(2)
I S pruTlz b
=T ™MHE +p 7 > > f(p—u)
u=0 b=0

=T M=)+ (TE 1)),
mista saadaan vaittaman erikoistapaus
T(p")T(p)=TE ") +TE ), (4)
kun r > 1. Talloin rekursion
T(p")=TE TP -T2 r=>2

mukaan T'(p") on T'(p)m polynomi. Esimerkiksi T'(p?) = T'(p)T(p) —1 = T(p)* — 1,
T(p®) = T(p)® — 2T(p), T(p*) = T(p)* — 3T(p)? + 1, jne. Yhdistamilld tdma
havainto ja tapaus (m,n) = 1 saadaan kommutatiivisuus.

Olkoon
U\ p)=TENT@") — T HT " ).

Kayttadmalld kaavaa (4) tapauksissa 7 = A+ 1 ja r = u sekd hyddyntdmélld kom-
mutatiivisuutta saadaan

U i) = UG —1,u— 1),
kun A > 1 ja g > 2. Néin ollen
Uu+v—1L0=U(u+v—2+1,1) =T (p 2T (p) — T(pvv—2+2)
—T(p"tv2H2) | T(u v — 20) — T(ph+o=2v-2)
—T(pvtv=21),

kun 1 <[ <u <w. Nyt

Z T<pu+v—2l)
=1
:iU(u—i—v—l,Z)
=1
=3 (T — T TR )
=1

=Y TEhTEh) - > TE TR
=1

ZT_(p“>T (p") —T(p"™"),
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mista vaite seuraa. ]

Seuraavaa Hecken operaattoreita koskevaa tulosta todistetaan aputulos. Maari-
tellidn kongruenssialiryhmd I'g(N) aina, kun N on positiivinen kokonaisluku:

az+b
lz+h

To(N) = {Z'—> a,b,l,heZ, ah—bl=1,1=0 (mod N)}.

On suoraviivaista todeta, ettd I'og(N) on modulaariryhmén aliryhma.

Olkoon p € P alkuluku. Luvuille h =0, 1, ..., p maaritelladn kuvaukset v, € T’
seuraavasti: y,(z) = —H%h, kun 0 < h < p, sekd v,(z) = z.

Lemma. Olkoon p alkuluku sekd T'o(p) tdhdan liittyvd kongruenssialiryhmd. Talloin
joukko {vn | 0 < h < p} on sivuluokkien edustajisto modulo I'g(p) ja siis I' voidaan
esittaa erillisend unionina:

p
= {J To(p)m-
h=0

Todistus. Kun 0 < h; < he < p, maaraa alkion Vhlfy};l matriisi

(V)" o) = (it V) e,

Nain ollen alkiot v ovat epdkongruentteja modulo I'g(p). On vield osoitettava, etta
jokaista sivuluokkaa edustaa jokin v;. Valitaan tata varten

a b
V= (c d) € SL(2,7Z), ac — bd = 1.

Jos p | ¢, onyeTy(p)yy. Jostaas p{c, on (¢,pa) = 1, silld determinanttiechdon
perusteella (¢,a) = 1. Néin ollen on sellaiset luvut « ja 3, ettd ¢f + apa = 1.

Télloin
c —a
el

Edelleen,

1 0 c —a a b\ [0 —1

pr 1 poa B c d) \1 bpa+dB—pr)’
Valitsemalla r sopivasti saadaan vaite. Il

Joukko

P = U Vh(f)v
h=0

on selvasti erillisten joukkojen unioni. Edellisesta lemmasta seuraa, ettd P ryhméan
I'o(p) perusalue. Maaritelldén ¢)(2) = —piz. Huomaa, ettd kuvaus ¢, on involuutio,
toisin sanoen ¢y,(i,(2)) = 2. Fricken identiteetin mukaan

tplo(p) = Lo(p)tp.
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Kyseinen identiteetti seuraa yhtalosta

G o) a)=(5 )6 o)

Télléin myo6s ¢, (P) on kongruenssialiryhmén I'g(p) perusalue.

Lemma. Hecken operaattorit T'(n) ovat Hermiten operaattoreita vektoriavaruudessa
L2(F,du).

Todistus. Aiempien lemmojen perusteella riittda osoittaa, ettd yhtalo

(T'(p)f1, f2) = (f1,T(p)f2)

on voimassa aina, kun f1, fo € L?(F,du). Esitetddn (T'(p)f)(z) seuraavasti:

p—1
(TP () =p 2 (f(p2) + > f((z+h)/p))
- h=0
=p 2> flpm(z
h=0
Edelld on huomattava, ettd f(pz) = f(—zi), silld peilaus z — —< on modu-

laariryhmén alkio. Seuraava paattelyketju on suoraviivainen:

(T'(p) f1, f2) = (f1, T(p) f2)

— /f p‘%};fl(bp%(Z))h—(Z)dM: /f fl(Z)p‘%hZ:sz(bp%(Z))dn
— ; /f £ (i (2) T2 duzz / £1(2) Falimin () dp
— g / PRACCNACETE Z / o T dn

— /P F1(p(2)) T2 (=) dp = /P £1(2) (i (2)) dp

<

/f1(bp(2))md,u=/ f1(1p(2)) f2(2) dp.
P tp(P)

Fricken identiteetistd seuraa, ettd funktio f1(¢p(2)) on I'g(p)-automorfinen. Nain
ollen viite seuraa siita etté kaikille I'g(p)-automorfisille funktioille f pétee

/P F(2) dp = /W) £(2) d.

Palautetaan mieleen tulos (Motohashi, lemma 1.4)
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Lemma. Mikili f € C? N L*(F,dp) toteuttaa Af = (3 + k?)f, missi Imk > 0,
K # %i, niin

F(2) =92 p(n)Kin(27 [n|y)e(na).
n#0

Kehitelma suppenee itseisesti.

Operaattorit A ja T'(n) kommutoivat, joten tunnetusti voidaan valita sellainen
ortonormaali joukko {9, | j € N},

Vi(2) =y> > p(n) K, (27 In| y)e(na), (5)
n#0
etta
T(n)p; = tj(n);.
Edelleen,

ti(n)(hy,bs) = (tj(n)y, v5) = (T(n)Yy;, ;)
=(0j, T(n)y;) = (T(n)abj,b5) = t;(n) (s, b)),

josta tj(n) = t;(n), siis t;(n) on reaalinen. Sivun 2 lemmasta seuraa, ettd luvuille
t;j(n) pétee

() = Y (), (6)

d|(n,m)

Selvésti Hecken operaattorit kommutoivat involuution I : f(z) — f(—2%) kanssa.
Nain ollen

Ui (=2) = b (2) = €51;(2),
missd €; € {—1,1}.
Lemma. Kaikille j > 1, m,n # 0 pdtee
mn

timps(m) = > pi(—5). (7)

d|(m,n)

Todistus. Lasketaan lauseke (T'(n)v;)(z) eksplisiittiseesti:

(T(n);)(2)
:% S S w((az + b)/d)

ad=n1b (d)

-—=2 Y \/% S p3(m) K, (2 ] “Lye( 1 ye( ")

ad=nb (d) m#0

:\/% D Va/d Y pi(m) K, (2 m] S)e(=57) Y e(b%).

ad=n
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Viimeinen summalauseke on nolla, mikali m ei ole d:n monikerta. Talloin

(T'(n)h;)(2)
:\/% Z Vad Z pi(dm) K., (2ma |m| y)e(amz)

ad=n m##0

=y Z Z pi(dm) K., (2ma |m| y)e(amz)

ad=n m7#0

—VIY Y Y pyldm) K, (2 ml y)e(ma)

m#0 ad=n am’=

Y Y Y pj<d7m>f<mj<2mm|y>e<mx>

m#0 ad=n a,’=m

i S o(ER K, (2 ] y)e(ma)

m#0 a|(m,n)

Toisaalta myos

(T'(n)ih)(2) = tj(n)i(2)
=Vy Y ti(n)p;j(m)Kig, (27 |m| y)e(maz).

m##0

Viite saadaan nyt kertoimia vertailemalla. O

Sijoittamalla lemman yhtaloon m = 1 saadaan erityisesti

tj(n)p;(1) = p;(n). (8)
Kaavasta (8) seuraa, ettd p;(1) # 0

Lemma. Kaikille j > 1 ja m # 0 pdtee

pj(m) = €;jpj(—m). 9)

Todistus. Vaite saadaan vertailemalla seuraavien lausekkeiden kertoimias:

I¢j \/_ij m 27T|m|y)( mx)

m#0

= Vi Y 0y(~m) K, (27 | y)e(ma)

m##0

ja
I;(z) =€j(2)
=i Y €pi(m) Ky, (2 |m| y)e(ma).

m##0
Tuloksesta (Motohashi, lemma 2.4)

S lpim)P ™ < K2 + ds(m)m? log(2m)
K<r;<K
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seuraa, etta aina kun o > %, on

|pj(m)| < Tm?,

1

missa 7 on riippumaton luvun « valinnasta. Jos nimittédin olisi sellainen o > %,

etta kaikille positiiviluvuille C' olisi voimassa
pj(m) > Cm*

kun n on kyllin suuri, saataisiin

S pmPe s Cte Y e

K K
T <r;<K K k<K

Lemma. Kaikille 5 > 1 on voimassa
[t(n)] < it

missa 0 on mielivaltainen posititviluku. Merkintadn sisaltyvd vakio rigppuu vain
luvun & valinnasta.

Todistus. On voimassa
s (D] |t5(n)] < 7,
kun a > 1. Sijoittamalla kaavaan (6) m = n saadaan

(15 = S 45((5)). (10)

d|n

Talloin on

15 (V)] [t5(n Zlﬂy ) [t5((n/d)?)]
SZTHQad_Qa
d|n

:TnQO‘a_ga(n),

josta seuraa epayhtalo

[N

(][5 (0)] < 750 |p;(1)]* €20 (n)][* (11)

missa

a(m) = [ == = o-aln)
pln

peP

Todistetaan induktiolla, ettd on voimassa

;W] 1t;(n)] <727 pj(D&2a(m)]' > n®
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aina, kun r € N. Antamalla r:n kasvaa téssé rajatta saadaan

|t (n)] < &aa(n)n®,

ja véite seuraa, kun néytetddn, ettd {g(n) < n° kaikille positiiviluvuille € ja ki-
intealle luvulle 5 > %

Induktion l&htokohta saadaan kaavasta (11). Kaavan (10) ja induktio-oletuksen
mukaan

lpi(n)|[t;(n Z 1p;(1)] ‘t n/d)Z)‘
< ZT ‘pg §2a ((n/d) )‘1—2"" n20 g2
d|n

=2 02 (Y (Gaa((n/@)?) P Ta

d|n

Lopullisen arvion saamiseksi tarkastellaan viimeisimmassé lausekkeessa esiintyvaa

suminaa: Lo
Y &(fd)?) — de
d|n

1-27"
YT ()
din p|(n/d)?
1-27"
Y ()
din p|(n/d)
1-27"
< Zd ll_[ ( p_‘7>
p|ln
) 1 1-27"
<[[a+q°+q "+...)H<1_p_g>
aln pln
:SU(TL)Q_QiT-

Yhdistamalla edelliset tulokset saadaan

2 -r 2 o—r
;i (DIt ()" <72 |p; (D] €2a(n)? 2 02,
mistd induktiovéiite seuraa.

Arvioidaan lopuksi lauseketta

missa 3 > % Saadaan
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Tulossa esiintyva lauseke on selvasti vaheneva p:n funktiona, ja koska luvulla n on
korkeintaan log, n alkutekijaa, saadaan arvio

[logy n
VPi
&)< ] T
i1 VPiT

missa p; on suuruusjarjestyksessa ¢:s alkuluku. Téasta saadaan

[logy m ]
gon) <er [ Mi <M ™ = cynlos2 Mr,
i=k

Luvuille, joilla on vihemmaéan kuin k alkutekijaa, saadaan triviaali ylaraja-arvio.
Muille luvuille vaite seuraa siita etta log, M), saadaan mielivaltaisen pieneksi. [J

Siirrytaan tarkastelemaan painoa 2k olevien holomorfisten karkimuotojen avaru-
utta Ci(I'). Néille méaritelldén Hecken operaattori T (n) ehdolla

Osoitetaan, ettd nidin saadaan myos painoa 2k oleva kédrkimuoto. Tata varten
valitaan v € T" ja kirjoitetaan

G £)72) =n~t 3 10, (02) (0, (12)

Y ) (A (0)() 20

=0t Y H( M) (M) o, 2)

o d

S0 1)

=(Ti(n) f)(2)3(7, 2)*".

Selvasti Ty (n) f havida darettomyydessa.

Kuten painoa nolla oleville kidrkimuodoille, voidaan myos yleisemmin johtaa tu-

lokset
mn

Te(m)Ti(n) = > Tk(d—z)

d|(m,n)
ja
(Tr(n) fr, fo)r = (f1, Te(n) fo)r  f1, f2 € Ci(T).

Samoin saadaan ominaisvektorit

Yin(z) = piw(n)nt"re(nz), 1<j<9(k),
n=1
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jotka muodostavat avaruuden Ci(I') ortonormaalin kannan. Palautetaan mieleen,
ettd ¥(k) = dim Ci(I") on &érellinen,

0 jos k=1,
J(k) =< [k/6] —1 jos k=1 (mod6), k#1
|k/6] jos k£ 1 (mod 6).

Merkitaan
Tk (n)Yjk = tjk(n)Yj k-

Ominaisarvot t; ;,(n) ovat reaalisia ja niitd kutsutaan Hecken ominaisarvoiksi. Samoin
kuin edelléd, voidaan johtaa tulos

pik(n) = pj (1)t k(n).

. . 1 :
Myés arvio t; 1 (n) < n1H? on voimassa.



