Insinoorimatematiikka 1

Demonstraatio 2, 14.9.2021

Katso luennon 8.9. korvaava taltiointi ja lue monisteen luku 2.2. Seuraavissa teh-
tdvissd voi kiyttdd taltioinnissa ja monisteessa esitettyd lausetta, jonka mukaan
(Vx € R)(x-0=0).

1. Selvitd miten kunta-aksioomista seuraa ettd (—1)a = —a, siis ettd a:n vasta-
luku saadaan luvun 1 vastaluvulla (—1) kertomalla. Ohje: Selvitd aksioomien
perusteella mitd on a + (—1)a ja nojaudu taltioinnissa esitettyyn vastaluvun
vksikisitteisyyteen.

Vastaus:
a+(-l)ja=a-14+a-(-1)=a-(1+(-1))=a-0=0.
Néin ollen (—1)a on a:n vastaluku —a.

Huomautus: Téssd ja seuraavissa mallivastauksissa ei ole aina mainittu mita
aksioomaa missidkin kohdassa on kiytetty, tdméa jad lukijan tehtavéksi tarkis-
taa. Lisdksi saatetaan sivuuttaa joitakin aksioomista helposti seuraavia asioita,
kuten esimerkiksi distributiivilain muoto (a+b)-c =a-c+b-c sekd —(—a) = a
(mieti hetki miksi vastaluvun vastaluku on luku itse). Myoskaan sulkeiden kiy-
tossé ei olla turhan tarkkoja.

2. Selvitd miten reaalilukujen aksioomista seuraa, ettd 1 > 0. Ohje: Viite mer-
kitsee sité, ettd 1 € Ry. Sen vastakohta merkitsisi sitd, ettd —1 € R,. Valitse
jokin @ € Ry ja mieti mitd seuraisi ehdoista —1 € Ry ja a € Ry edellisen
tehtdavan valossa.

Vastaus: Tehddan vastaoletus, jonka mukaan véite ei pida paikkansa, jolloin
—1 € R,. Valitaan sitten jokin a € Ry, jolloin toisen jérjestysaksiooman pe-
rusteella (—1)a € R,. Toisaalta edellisen tehtévin perusteella (—1)a = —a,
mikd tarkoittaisi sitd ettd sekd a € Ry ettd —a € Ry. Tami on vastoin ensim-
maéisté jirjestysaksioomaa.

3. Selvitd miten aksioomista seuraa, ettd (—1)(—1) = 1. Ohje: Voit aloittaa yh-

talosta
I1=1+14+(-1)1+(-1))
(miksi?)
Vastaus:
1 = 140=140-0=1+ 1+ (-1)(1+(-1))

= 1+1-14+1-(-1)+(-1)-14+(-1)(-1)

= 114 (=) + (=) + (~1)(=1) = (~1)(=1).
Toinen tapa: Ominaisuuden —(—a) = a ja edellisten tehtdvien perusteella

(D) =—=(-1) =1L

4. Olkoon x > y ja z < 0. Selvitéd, miten aksioomista seuraa xz < yz.
Vastaus: Vastaus: x > y tarkoittaa, ettd « —y € Ry ja z < 0 ettd —z € R,.
T&ll6in toisen jérjestysaksiooman perusteella —z(x — y) € Ry ja aiempien
tehtdvien perusteella yz — xz = —z(x — y) € Ry. Tamé merkitsee sita, ettd

Yz > Tz.

Huomautus: Tehtévissa on ndytetty aksiomatiikasta lahtoisin ettad kerrottaessa
epayhtalo negatiivisella luvulla pitdd epdyhtalomerkin suunta vaihtaa.



5. Miten tehtivistd 1-3 seuraa, etti yhtilolld 22 = —1 ei voi olla ratkaisua jou-
kossa R? Ohje: Osoita, ettd reaaliluvun nelié ei voi olla negatiivinen.

Vastaus: Jos z € R, on 22 = x-2 € R, toisen jirjestysaksiooman perusteella.

Luennon korvaavassa taltioinnissa esitetyn lauseen perusteella taas 02 = 0-0 =
0. Jos taas —z € Ry, on (—x)% = (—x)(—z) € Ry, mutta (—z)? = (—z)(—2) =
(-Dz(-Dz = (-1)(-1)z? = 1-2? = 22. Niin ollen kaikissa tapauksissa
22 > 0. Koska —1 ¢ R, ei yhtilolld 22 = —1 ole ratkaisua joukossa R.

6. Luennolla todettiin, ettd funktio f : [0,00) — (0,1], f(z) = ﬁ on bijektio.
Minkélainen lauseke on kiifinteisfunktiolla f=1 : (0,1] — [0, 00)? Ohje: Merkitse
y= ﬁ ja ratkaise téstid x. Tarkista lopuksi laskemalla mit# ovat (fo f~1)(x)

ja (f~ho f)(=).

Vastaus:
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josta x = 4/ I_Ty (Mieti miksi plus-merkki).

Niin ollen f~!(z) = /=% on kiifinteisfunktion lauseke.

Tarkistus:
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ja

(Mieti misté viimeisin yhtdsuuruus johtuu).

7. Olkoon f: R — R, f(x) = 1+ 2z + 22. Selvitd onko f injektio tai surjektio.
Etsi sellaiset mahdollisimman laajat joukot A ja B C R, ettd f : A — B on
bijektio. M&#ritd myos lauseke funktiolle f=!: B — A.

Vastaus: f(z) = 1+ 22 + 22 = (1 + 2)? > 0, mistii voidaan huomata ett
f : R — R ei ole surjektio, koska f ei saa negatiivisia arvoja. Funktio f ei
myoskdan ole injektio, koska esimerkiksi f(0) =1 = f(—2).

Bijektiivisyys voidaan saavuttaa esimerkiksi asettamalla 1&ht6joukoksi A =
[—1,00) ja maalijoukoksi B = [0, 00).

Jos merkitiin y = f(x), saadaan yhtilostd y = 14 2z + 22 = (1 +)? ja tistd
saadaan r = ,/y — 1. Néin ollen ki&nteisfunktiolla f —1 . B — A on lauseke

Fl @) = VE - L.

8. Madritellidn funktio f : R\ {1} = R, f(z) = {X£. Etsi sellaiset mahdolli-
simman laajat joukot A ja B, ettd f : A — B on bijektio. Etsi my6s lauseke

funktiolle f~1: B — A.
Vastaus: Kun merkitaan f(z) = y, yhtélosta

1+=x y—1
Y= S
1—2 y+1



saadaan funktiolle f~! lauseke (vaihtamalla y:n ja z:m roolit)

r—1
x+1

i) =

Edelld mainitun perusteella voidaan todeta, ettd f saa kaikki reaaliarvot lu-
kuunottamatta lukua y = —1. Muilla arvoilla taas voidaan kiinnittas yksiké-
sitteinen alkukuva.

Néin ollen mahdollisimman suuret joukot ovat A =R\ {1} ja B=R\ {-1}.
. Ravinneliuoksessa eldvien bakteerien méira kaksinkertaistuu joka 4. tunti. Ajan-
hetkelld ¢ = 0 bakteerit tayttavit yhden mikrolitran tilavuuden. Kuinka kauan

kestdd ettd bakteerit tidyttdvit yhden litran tilavuuden? Entd kahden litran
tilavuuden?

Vastaus: Mallin mukaisesti bakteerien tilavuus voidaan esittdd muodossa
t
Vi = 241),

missd Vo = 1 pul on alkutilavuus kun ¢ = 0 ja V4 tilavuus ajanhetkelld ¢ (ai-
ka mitattuna tunneissa). Ensimmaéista kysymystd varten pitad selvittdd millé
ajanhetkelld ¢ on

, t
11:2%111(:)106:23<:>Z:10g2106<:)t:4-610g210:79,726...

Toista kysymystd varten voidaan todeta, ettd koska bakteerien ma#rd kak-
sinkertaistuu joka 4. tunti, on madradn 2 1 vaadittava aika 4 + 79,726... =
83,726... h.

Sama tulos saadaan ratkaisemalla yht&lo
t
2] =21l & 2:10° = 21 & 7 =108,2:10° & ¢ = 4-(6 log, 10-+l0g, 2) = 83,726 ....

Mieti lopuksi mikd on bakteerimassan tilavuus, kun aikaa kuluu edelleen 4
tuntia ja saavutetaan ajanhetki t = 87,726... h.



