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1. Seuraavassa piittelyketjussa osoitetaan, ettd polynomin 2z° — 10x* — 32 + 2
arvo tulee miten suureksi hyvinsi (suuremmaksi kuin mikd tahansa M > 0),
kunhan z valitaan riittavan suureksi. Oletetaan ettd x > 13 > 1. Talloin

225 — 102* — 32 + 2 > 22° — 102* — 32* = 22° — 132*

13 1
= 251 —-)>22° —=a">M
A I
kunhan x > max{13, v/M}. Selviti tarkoin mistd jokainen arvio villivaiheissa
johtuu ja esiti vastaava piittely polynomille 325 — 2025 — 102% + 23 — 1522 —
6z —1

2 3 2 2

Vastaus: Kun aluksi oletetaan, ettd x >1onz* =z -2 >, 2° =2° -2 > x°,

jne, jolloin
325 — 202® — 102* + 2% — 1522 — 62 — 1
> 328 —202° — 102° — 152° — 62° — 2°

= 325 —524°
. 52
= 3251 - =
> 3966%:96621\4,

kunhan z > max{+v/M,26}. Ensimmiinen epiyhtilo johtuu siitd, etti vihen-
tavid on itseisarvoltaan suurennettu ja positiiviset poistettu. Toinen epayht&lo
johtuu siité, etta x valitaan sitten ettd x > 26. Viimeisin epdyhtaloé puolestaan
on perua valinnasta x > /M.

4
2. Valitaan M > 0. Selvitd mille x:n arvoille pétee 3 > M. Entd mille z:n

4
arvoille patee 3 <=M
4
Vastaus: Jos x > 3, on 3 >M & i >x—3=d(x,3). Jos taas z < 3, on
1‘ —_—
4 4
<-M& —=>3—-—x=d(z,3).
Huomautus: Tehtavissd on muodollisesti osoitettu, ettd lim = o0 ja
=3+ 1 — 3
ettd lim = —00.
z—=3—x — 3
. z+1 .. . I .
3. Miten lauseke 3 kiyttaytyy, kun x — 37 Vaikuttaako siltd, ettd raja-arvo
T —
x

lim olisi olemassa?

=3 T —

Vastaus: Kun z ~ 3, on x + 1 ~ 4 ja osoittaja pysyy rajoitettuna kun x

on luvun 3 l&histolla. Talloin arvoilla z > 3 on ;—J_ril,) > (0, mutta lauseke on

itseisarvoltaan sitd suurempi mitd ldhempénd x on lukua 3. Toisaalta arvoilla

x+1

r < 3 on 755 <0, mutta myos itseisarvoltaan sitd suurempi mitd ldhempéna
x on lukua 3. Niin ollen raja-arvoa ei vaikuta olevan olemassa pisteessi © = 3.



1
. Selvitéd voiko raja-arvoa liII(l) sin — olla olemassa. Ohje: Tarkastele pisteitd x =
r— x

1
+% +2mn
Vastaus: Pisteissd x,, = ﬁ on sinﬁ = 1 ja pisteissa y, = % taas
sin - = —1. Koska molempia pisteiti, x, ja y, 16ytyy miten tahansa ldheltd

Yn
. N S
nollaa, ei raja-arvoa lim sin — voi olla olemassa.
x—0 x
. Selvita raja-arvo hn% xsin —, mikéli se on olemassa. Ohje: [sin¢| < 1 aina kun
xT—r X
teR

Vastaus: Raja-arvo on olemassa ja yhtédsuuri kuin nolla. Téma ndhdéén seu-
raavasti:

1
d(xsin —,0) =

T

1
T sin — —0’ =
T

1
a:sin' <|z| =d(z,0) <e,
x

kunhan 0 < d(z,0) <.

. Perustele oikeaksi seuraava viittdma: Valilld [a,b] méaritelty jatkuva funk-
tio f, joka toteuttaa ehdon f(a) < f(b) saa arvoikseen ainakin kaikki lu-
vut valilla [f(a), f(b)]. Ohje: Valitse ¢ € (f(a), f(b)) ja tarkastele funktiota
g(z) = f(x) — c. Totea funktion g jatkuvuus ja turvaudu luennolla esitettyyn
Bolzanon lauseeseen.

Vastaus: Funktio g on kahden jatkuvan funktion summana jatkuva ja g(a) =
f(a) — ¢ < 0, mutta g(b) = f(b) — ¢ > 0. Talloin Bolzanon lauseen perusteella
on olemassa sellainen luku & € (a,b), ettd g(§) =0« f(§) =c.

. Médritd derivaattafunktio f/(z), kun f(x) = (4o + 3)8.

Vastaus: Ketjusddnnon avulla saadaan
fl(x) =84 +3)7 -4 = 32(4x + 3)7
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. M&&rita derivaattafunktio f/(x), kun f(z) =e
Vastaus: Ketjusddnnon perusteella

2

M

fl(x) = e~ T (—z) = —ge T,
e o o 1

. Madrita derivaattafunktio f’'(z), kun f(z) = xsin —.
x

Vastaus: Kun = # 0, saadaan tulon derivointisddnnén ja ketjusdinnodn perus-
teella

1 1 1 1 1 1
f(x) = sin = + x cos —(——) = sin — — — cos —.
x ' w xr T
Kun x = 0, el funktio ole mééritelty. Jos halutaan tehtdvin 5 perusteella
madaritelld f(0) = 0, pitdé tarkastella erotusosamairai
04+ h)— f(O 1 1 1
f< + f)L f( ):h-hsinhzsinh,

jolle ei tehtavin 4 mukaan ole raja-arvoa kun h — 0. Néin ollen derivaattaa ei
pisteessd « = 0 voi olla olemassa.



