Insin6orimatematiikka 1
Demonstraatio 6, 12.10.2021

1. Olkoon f derivoituva funktio, joka toteuttaa ehdon f(0) = 100 ja differentiaa-
liyhtalon f/(z) = —4f(z). Etsi funktiolle f(z) eksplisiittinen lauseke.

Vastaus: Yhtalo voidaan kirjoittaa muodossa

f'(x) d
=—4 —1 =—4
o | f(@)] = —4
josta In|f(z)] = —4a + C. Niin ollen |f(x)] = e~4%eC. Sijoittamalla z = 0
saadaan e“ = 100. Funktio f on derivoituvana funktiona jatkuva, eiki jatkuva

—4x

funktio voi vaihtaa merkkidan ilman nollakohtaa, jota funktiolla e ei ole.

Niin ollen (Vz) f(x) > 0 ja siksi f(x) = 100e=4*.

2. Olkoon f(x) = z° + 3x + 5. Etsi funktion f nollakohdalle jokin likiarvo va-
listuneella arvauksella ja kidytd Newtonin menetelmid tarkentaaksesi likiarvoa
siten ettd kahdeksan desimaalia nayttiisi olevan oikein.

Vastaus: Helposti todetaan, ettd f(—1) = 1, jolloin xg = —1 vaikuttaisi olevan
hyvé lahtdarvo nollakohdan likiarvolle. Iteroitava funktio on

73:5+3a:—|—5

9(w) = 504 + 3

ja 1 = g(xg) = —1.125, x5 = g(x1) = —1.10891934447 ..., z3 = g(x2) =
—1.10857566066 . . ., x4 = g(x3) = —1.10857550806 . . ., x5 = g(x4) = —1.10857550806 . . .,
joten nayttdd siltd ettd kahdeksan desimaalia on oikein jo neljinnessé iteraa-

tiossa x4.

3. Etsi funktiolle f(x) = 2° + 3z + 5 astetta 5 oleva Taylorin polynomi pisteessi
x = 1 esitysmuodossa

f@)=co+er(x—1)+ea(x—1) 4+ e3(z — 1)+ ca(z — D + e5(z — 1)5.
Minka huomion voit tehdé, kun samalla tavalla etsit funktiolle f Taylorin po-

lynomin pisteessd x = 07

Vastaus: f'(z) = bzt + 3, f"(z) = 202, fO)(x) = 6022, f® = 120z ja
O (z) = 120. Tallsin f(1) =9, /(1) =8, f(1) =20, f3(1) =60, fH(1) =
120 ja f©®)(1) = 120. Néin ollen

f(x)
9 8 20 5, 60 5, 120 4, 120 5
= &+ﬁ(x—1)+§(x—1) +§(x—1) +](9€—1) +j( -1

= 948x—1)+10(x — 1) +10(x — 1)> + 5(z — D)* + (z — 1)%.

Laskemalla derivaatat pisteessd 0 havaitaan, ettd f(0) =5, f/(0) =3, f”(0) =
0, f7(0) = 0, f®(0) = 0 ja f©) = 120. Niin ollen Taylorin polynomi pisteessé
0on 5 3 0, 0.4 0, 120

2 3 4 5 _ 5

Taylorin polynomi pisteessd x = 0 on tavanomaisin polynomin esitysmuoto.



1
4. Etsi funktiolle f(x) = 12 5. asteen Taylorin kehitelmd pisteessd x = 0.
x

1
Ohje: Ota nimittdjésta 2 yhteiseksi tekijiksi ja kiytd funktion 1 tunnettua
—x
Taylorin polynomia.
Vastaus:
1 1 1 r 22 23 2t 2P
- B — (14 _Z 4= 2 6
/(@) rr2 21— 2Tt T w T oW
1z 22 23 2t 2P 6
“ 27178 12 a0
kun z — 0.

1
. Etsi funktiolle f(z) = S 5. asteen Taylorin kehitelmd pisteessd x = 3.
T

Ohje: x +2 =5+ (z — 3) ja edellisen tehtévin ohje.

Vastaus:
1 1 1 1
@) = z+2 5+x-3 51— (-3

1 CU—S $—32 x—33 x_34 $_35 6
= ~(1-— — — —

-T2 B P (T 2 o -9y
N Tty L I VUPY S S VI a5 _ a6
= 5 @I T 3 s 3 g (P 8) - s =87+ O - 3))

kun x — 3.
2z + 3

. Etsi funktiolle f(z) = m 5. asteen Taylorin kehitelmé pisteessé
x x

x = 0. Ohje: Demo 5/teht. 7 ja edelliset tehtévét.
Vastaus:
2 + 3 1 1 1
Gt D)@+2) 24l 242 1-(-a)
= l—a+42? -3 42t — 25+ 0

1 x a2 e
T O €
tol -5t T o T O
3 5 9 17 33
- _ = +72_7‘r3 $4—f.135—|-0(336)

2 4778 T 16" T3 6
. Madrité raja-arvo
. sin(z?) — e +1
lim
@0 2 cos(z2) — 2 + x?

kayttamalla Taylorin kehitelmié.

Vastaus: Tunnettujen kehitelmien perusteella saadaan sin(z?) = 2 — $2'2 +
1

0(z20), e = 1+at4+ 128+ 1212+ O(21°) ja cos(2?) = 1— 2t 4+ 5284+ 0(a'?).



Niistd arvioista saadaan
sin(z?) — e +1
2cos(x?) — 2+ x?
$4 o %xw 4 O(:L"QO) _ (1 + x4 + %xB + O(x12)) +1
2(1 — %:1:4 + ixg +O0(z12)) —2 — 2
—%xs + O(x12)
1—12568 + O(z12)
_% +O(354) z—0 _%

- 2
%2 + O(z4) 1—12

8. Seuraavat joukot A ja B liittyvéit erféin integroituvan funktion yli- ja alasum-
miin valilla [0, 1].

3 1
é%;+-§ﬁ§’TL€IN}

Selvitd ovatko max A tai min A olemassa. Mitkd ovat sup A ja inf A?

A={1+

3n—1

B={1-
{ 2n

| n € N}

Selvitd ovatko max B tai min B olemassa. Mitka ovat sup B ja inf B?

Ohje: Tarkastele minkélaisia arvoja joukoissa A ja B esiintyy, kunn € {1,2,3,4,...}.

Mieti arvoja, joissa n € N kasvaa rajatta suuremmaksi.

Vastaus a): On erittiin helposti todettavissa, ettd = + 51

55 T 3,2 saadaan mielival-
taisen pieneksi kun n kasvaa (miksi?) Niin ollen joukon A alkiot ovat kaikki
suurempia kuin 1, mutta riittdvin suurella n:n arvolla on mahdollista paasta

miten tahansa ldhelle lukua 1.

Maksimiarvo 3 saavutetaan kun n = 1. T&ll6in myds sup A = max A. Joukossa
A ei ole olemassa minimid, mutta arvo 1 on mahdollista saavuttaa mielivaltai-
sen lahelta.

3n—1

Vastaus b) On my6s mahdollista todeta, ettd <> on vdhenevi, kun n > 1
Jos kuitenkin valitaan n liittdvan suureksi, on mahdollista saada 1 — 3;;21 niin
ldhelle lukua 1 kuin halutaan. Maksimiarvoa ei siis ole, mutta sup B = 1.

Minimiarvo (sama kuin infimum) saavutetaan kun n = 1.




