Insinoorimatematiikka 1

Demonstraatio 7, 2021

Huom: Niistd demoista ei saa suorituspisteitd, mutta tehtdvid on silti syyté harjoi-
tella itsendisesti.

1. Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat kiyrit y = &/ ja y = 22,

Vastaus:

2. Laske pinta-ala 1. neljinneksen alueelle, jota rajoittavat kiyrit y = 2% ja y =
V.

Vastaus:

3. Laske sen alueen pinta-ala, jota rajoittavat suora y = x ja kiyrd y = a*.

Vastaus:
L V1,1 1 1 3
A:/(x—x4)dx:/(x2—x5):—:,
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4. Laske tilavuus kappaleelle, joka syntyy, kun vélille z € [0, 4] rajoitettu kiyra
y = v/x pyorahtdd z-akselin ympéri.

Vastaus: A
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5. Laske tilavuus kappaleelle, joka syntyy kun vilille y € [0, 4] rajoitettu kiyra
y = 2 pyorahtis y-akselin ympéri.

Vastaus:

6. Laske kiyrdn y = 1% + 23 vilille 1 < x < 3 jddvin osan pituus.

Vastaus: Kysytty pituus voidaan esittdd integraalina
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7. Oletetaan tunnetuksi, ettd R-sdteisen ympyrin kehén pituus on 2w R. Selvitd
mikd on R-sdteisen ympyrin pinta-ala. Ohje: Sovella Newtonin ja Leibnizin in-
tuitiota R-séiteisen ympyran pinta-alan mairittdmiseksi. Ajattele ympyri jaet-
tavaksi darettoman moneen adrettomén kapeaan renkaaseen, joiden kaikkien
keskipisteend on alkuperdisen ympyrdan keskipiste. Jos kunkin renkaan leveys
on dr, miki on “4arettomén kapean” renkaan pinta-ala?

Vastaus: r-séteisen ympyran kehén pituus on 27r, ja siihen liittyvin adretto-
mén kapean renkaan ala dA = 27r dr, joten koko ympyrin ala on

R R R
A:/ dA:/ 2mrdr = /7rr2 = 1R
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8. Suppenevatko seuraavat integraalit?

00 1 00 8 00
a) / dx D) / gxid:c c) / 352\/5 dx
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Vastaus: a) Suurilla z:n arvoilla integradi on likimain ﬁ, joten valitaan vertai-

lufunktioksi -, jolle vastaava integraali hajaantuu. Osaméirien raja-arvoksi
2
saadaan
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1+\/5'\/§_1+\/§_1+%

joten my6s alkuperéinen integraali hajaantuu.

L,

b) Suurilla z:n arvoilla integrandi on likimain %, joten valitaan tdmé vertailu-
funktioksi. Sille vastaava integraali hajaantuu ja
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—: = =14+ ——1
z 29+1 9 +x9 ’

joten my6s alkuperéinen integraali hajaantuu.
Tz

c) Suurilla z:n arvoilla integrandi on likimain kuten =%~ = L joten valitaan
2

x
tama vertailufunktioksi (jolle vastaava integraali hajaantuu). Laskemalla raja-

arvo )
T/ T 1 T 2300
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nihdiin, ettd alkuperiinen integraali hajaantuu.
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Jos suppenee, yritd selvittdéd sen arvo.

9. Supppeneeko integraali

Vastaus: Suurilla x:n arvoilla integrandi kiyttaytyy kuten #, joten vertai-
2x)3

lufunktioksi voidaan valita esimerkiksi —, jolle integraali hajaantuu.
x3
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joten my6s alkuperéinen integraali hajaantuu.
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Suppeneeko integraali

> 1
/ de?
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Jos suppenee, yritd selvittdéd sen arvo.

00 1 0 1 00 1
dr = d ——d
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Ensimmaéinen integraali tarkoittaa raja-arvoa

Vastaus:

O 0
1
lim ———dr= lim arctanz = lim (— arctan(—M)) = f’
M—oo J_y 14z M—o00 o M—o00 2

miké osoittaa, ettd ensimméinen integraali suppenee ja sen arvo on 7. Samalla

tavoin voidaan laskea toisen integraalin arvoksi 7, joten

e 1
/ 2dx:7r.
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Suppeneeko integraali
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1
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Vastaus: Integraali on epdoleellinen sekd yla- ettd alarajan vuoksi joten sitéd
tulee tarkastella kahtena osana:

/1 L g [7 1 d+/1 L4
———dx = ——dx ——dx
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Ensimmaisen integraalin integrandi muistuttaa nollan 1&histolla funktiota %,
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jolle integraali
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hajaantuu. Koska
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merkitsee tamé ettd integraali / dx hajaantuu myds. Téten tehta-

1
0o rvV1—=x
vén integraali hajaantuu.
Suppenevatko seuraavat integraalit?
ey 1

< 1
——~ _dz b dz.
2) /0 iyt b /0 z+1 ™

Vastaus: a) Integraali on epéoleellinen seké yla- ettd alarajan vuoksi ja talloin
tulee tarkastella erikseen osia

/Ooldx—/lldzz:+/oolda:
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Ensimmaisen integraalin integrandi muistuttaa pisteen 0 l&helld funktiota %,
jolle integraali suppenee. Raja-arvon

;.L: 1 220+
NCEN RV

perusteella my6s ensimmadinen integaali suppenee.

Suurilla z:n arvoilla taas integrandi muistuttaa funktiota x—g, jolle integraali
suppenee. Raja-arvon
1 . 1 o -732 T—00 1
Vz+a? i z?2 22+ z
perusteella my6s toinen integraali suppenee. Molempien yhtdaikainen suppe-
neminen merkitsee sitd, ettd tehtévin integraali suppenee.

b) Integraali on epéoleellinen seki yla- ettd ajarajan vuoksi (termi e+ kasvaa
rajatta z:n lihestyessa nollaa). Tarkastellaan ensin integraalia

1 1
er — 1
/ dx
0o Z +1
ja koska er kasvaa yli kaikkien rajojen kun x — 0+, voidaan todeta, ettd

er —1> 1, kun z on riittdvén 1dhelld nollaa. Valitaan siis vertailufunktioksi %
(jolle integraali hajaantuu) ja todetaan, etti

1 1
ez —1 1 er —1 z0+
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Taten siis

-1
on ldhelld nollaa suurempi kuin %, joten alkuperdinenkin

x
integraali hajaantuu.

Esité integraali

o0
/ e dx
0

I’-funktion arvona sopivan sijoituksen kautta ja laske integraalin arvo.

Vastaus: Sijoitetaan t = 5z jolloin integrointirajat pysyvit ennallaan ja inte-
graali muuttuu muotoon

/ 3¢ " dr = / ()le o dt = —— o le t at
0 o 5 5 3125 J,

1 24
= —— .I(5) = —.
3195 1) = 3195

Esita integraali

1
/ z/|lnz|dx
0

I'-funktion arvona sijoituksen x = e~! kautta ja laske integraalin arvo.

Vastaus: Sijoitettaessa x = e~! on t = — Inz ja integraali saa muodon

1 0 o0
/ zy/|lnz|dx = / e Wit(—e ) dt = / Vite 2 dt.
0 0 0



Sijoittamalla téhén edelleen t = § saadaan

/x/e2tdt /\/> du—/
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