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Reaalifunktiot

Funktiota f : A — B sanotaan reaalifunktioksi, jos f on maaritelty
jossakin joukossa A C R ja saa arvonsa jossakin joukossa B C R.
Jos f(x) = y, sanotaan, ettd x on y:n alkukuva, ja y on x:n kuva.

Maaritelma

Olkoon f : A — B (reaali)funktio
e Funktio on injektiivinen, jos f(x1) = f(x2) = x1 = xo.
e Funktio on surjektiivinen, jos (Vy € B)(3x € A)(f(x) = y).

o Funktio on bijektiivinen, jos se on seka injektiivinen etta
surjektiivinen.

Injektiivisen funktion kuvaajan jokainen vaakasuora leikkaa
korkeintaan kerran. Surjektiivisen funktion kuvaajan jokainen
vaakasuora leikkaa ainakin kerran.
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Reaalifunktiot

Maaritelma
@ Reaalifunktio on (aidosti) kasvava, jos
X1 < Xp = f(Xl) < f(XQ) (f(Xl) < f(Xg))
o Reaalifunktio on (aidosti) vaheneva, jos
x1 < xo = f(x1) > f(x2) (f(x1) > f(x2)).
@ Reaalifunktio on (aidosti) monotoninen, jos se on joko
(aidosti) kasvava tai (aidosti) vaheneva.

v

Aidosti monotoninen reaalifunktio on injektiivinen.
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Reaalifunktiot

Olkoot f : A— B ja g : B — C (reaali)funktioita. Talloin
gof:A— C on yhdistetty funktio, joka maaritellaan

(g o F)(x) = g(f(x))-

Tassa merkinnassa funktiota g kutsutaan ulkofunktioksi ja
funktiota f sisafunktioksi.

Jos £(x) = —x2 ja g(x) =

2

(g0 F)(x) = g(f(x)) = ') = =,
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Reaalifunktiot

Olkoon f : A — B (reaali)funktio. Jos on olemassa sellainen
(reaali)funktio g : B — A, ettd (Vx € B)(f(g(x)) = x) ja

(Vx € A)(g(f(x)) = x), sanotaan etta g on f:n kaanteisfunktio ja
merkitain g = L.

@ Funktiolla f : A — B on olemassa kaanteisfunktio
f~1: B — A tarkalleen silloin kun f on bijektiivinen.

@ Jos funktio on (aidosti) kasvava/vaheneva, niin myds sen
kaanteisfunktio on.
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Reaalifunktiot

Funktio f : [0,00) — [0,00), f(x) = x? on bijektio. Sen

Jx.

kaanteisfunktio on f~1(x

Funktio f : R — R, f(x) = 2x on bijektio. Sen kdanteisfunktio on

f1(x) = 3x.

Funktio f : R — R, f(x) = 1+ —=— ei ole injektio, eika surjektio.

Nain ollen silla ei ole kaanteisfunktiota.
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Reaalifunktiot

Polynomifunktiot

p(x) = ap + a1x + axx® + ... apx",

missa a; € R.

Rationaalifunktiot

missa p ja g ovat polynomeja. Rationaalifunktio ei ole maaritelty
sellaisille reaaliluvuille, joille g(x) = 0.

\,

Esimerkkeja

o p(x) =1+ 2x + 3x? esittaa polynomifunktiota

e r(x) = esittaa rationaalifunktiota, joka on maaritelty
kun x # 1.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 7 of 17



Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot
Kun a € Ry ja n € N, maaritellaan

a"=a-a-...-a
—_————
n kpl
Selvasti
am—i—n — am . an ja (am)n — amn.

Tisti seuraa, ettd a% = 1.
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktiot

Miten pitaa maaritella a=”, kun n € N7
0 — —
=& = & " = g e,
josta
1
- -1
a"=(a")y"" = =
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Reaalifunktiot
Eksponenttifunktiot

Miten pitad maaritella a”", kun r = 7 € Q7
Pitaisi olla
oen m

(a")"=an"=a2a

v
Maaritelma

Olkoon b > 0. Luvun b n:s juuri on positiivinen reaaliluku 3, joka
toteuttaa yhtalén 3" = b. Tata merkitain symbolilla 8 = V/b.
Edellamainitun perusteella pitaa maaritella

=vam = (v/a)™.

(Mieti mista viimeisin yhtasuuruus johtuu)

iy
n

a
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Reaalifunktiot

Eksponenttifunktio

Jos x € R\ Q, miten a* pitdad maaritella? On mahdollista valita
rationaalilukujono rn < < r3 < ... jolle x =sup{r,rn,r,...} ja
maaritella a* = sup{a™,a,a",...}

Eksponenttifunktio

Edella kuvatulla menettelylla voidaan maaritella funktio
f:R— Ry, f(x)=a"
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Reaalifunktiot

Ominaisuuksia

0 XY = 3¥a¥

@ Jos 0 < a< 1, on f aidosti vaheneva ja f:n arvot lahestyvat
nollaa kun x kasvaa rajatta mutta kasvavat rajatta kun x
pienenee rajatta

@ Arvoilla a > 1 f on aidosti kasvava ja f:n arvot lahestyvat
nollaa kun x pienenee rajatta ja f:n arvot kasvavat rajatta kun
x kasvaa rajatta

@ Molemmissa tapauksissa bijektio.

@ Jos b= a on b* = (&) = a=
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Reaalifunktiot
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Reaalifunktiot

Logaritmi

Logaritmifunktio log, R4+ — R maaritellaan eksponenttifunktion
kaanteisfunktiona:
log,y =x<a"=y
Logaritmifuntio toteuttaa ehdot
o log,(xy) = log, x +log, y
@ log,x¥ = ylog, x.
@ Jos b= a% on b* = (&) = a ja siis

log, x

@ logyx = =
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Reaalifunktiot

y =Inx = log, x, e = 2,71828182845904523536 . . .
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Reaalifunktiot

Kuinka suureksi x pitaa valita, ettd 2X > 10°?

Koska eksponenttifunktio f(x) = 2* on aidosti kasvava ja log,
taman kaanteisfunktiona niinikaan aidosti kasvava, voidaan
epayhtalostd paatelld log,(2X) > log,(10°), miki voidaan kirjoittaa
muotoon

x > 9log,(10) = 29.897 ...
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Trigonometriset funktiot

"Maaritelma"

Ympyrasektorin kulman suuruus on sektorin kaaren pituus jaettuna
sateen pituudella. Talldin kulma x (asteissa) voidaan muuntaa
kulmaksi y (radiaaneissa) seuraavasti: y = qg5x. Suoran kulman
suuruus on siis 5, oikokulman 7 ja tayden ympyran 27.
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