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Raja-arvo

ei ole olemassa.

Raja-arvoa )!an -

Jos nimittain x > 2, voidaan kirjoittaa x =2 + € ja X% = % >0,

ja mita pienemmaksi € > 0 valitaan, sita suurempi on %

Toisaalta, jos x < 2 voidaan kirjoittaa x =2 — € ja xl2 1: —% <0
c

ja mita pienemmaksi € > 0 valitaan, sita pienempi on —
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

Olkoon reaalifunktio f maaritelty jossakin pisteen xo ymparistossa
mahdollisesti pistetta xp lukuunottamatta.

lim f(x) = o0

X—rX0

< (VM > 0)(3om > 0)(0 < d(x,x0) < om — f(x) > M)

Talloin sanotaan, etta funktion f raja-arvo pisteessa xo on aareton.

Raja-arvot

lim f(x) =—o00, lim f(x)=y ja lim f(x) =00

X—rX0 X—00 X—00

seka vastaavat symbolin —oo sisaltavat raja-arvot maaritellaan
analogisesti.
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

lim — =
XinO x2 S
silla & > M, kun |x| < ﬁ
Jos siis d(0,x) = [x — 0] = |x| < LM =d0pm,on L >M

m
x—2 X — 2
ei ole olemassa myoskaan aarettomana.

Jos olisi (00), pitéisi olla L5 > 100 aina, kun d(x,2) < d100. Nain
1

ei voi olla, silla arvoilla x <2 on = < 0.
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

Maaritelma
Olkoon reaalifunktio f maaritelty jollakin avoimella valilla (xo, b).

lim f(x)=y

X—X0+
< (Ve > 0)(3de > 0)((0 < d(x,x0) < ) A (x> xo)
— d(f(x),y) < e).

Talloin sanotaan, etta funktion f oikeanpuoleinen raja-arvo

pisteessa xg on y € R. Tatd merkitddan myos symbolilla f(xp+)

Vasemmanpuoleinen raja-arvo lim f(x) = y maaritelldan
X—>X0—

analogisesti ja merkitaan f(xp—). Oikean- ja vasemmanpuoleiset
aarettomat raja-arvot maaritellaan ilmeisella tavalla.
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Raja-arvokasitteen laajennuksia

lim
Xx—=24 X — 2

=00 ja lim

= —0
x—2— X — 2
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Maaritelma

Olkoon reaalifunktio f maaritelty jossakin pisteen xg ymparistossa.
f on jatkuva pisteessa xp, jos lim f(x) = f(xp).
X—Xp

F(x) = {

on koko R:ssa maaritelty reaalifunktio, ei jatkuva pisteessa x = 2.

i, jos x # 2
0, Josx=2.
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on jatkuva pisteessa x = 1.

Maaritelma

Funktio f on jatkuva valilla | = [a, b], jos f on jatkuva jokaisessa
I:n pisteessa.

Olkoon f : R — {0,1} maaritelty seuraavasti:

F(x) :{ 1, jos x €Q,

0 muulloin

Funktio f ei ole jatkuva missaan pisteessa x € Q.
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Jatkuvuus

Maaritelma

@ Olkoon f maaritelty jollakin valilld [xo, b) ja

lim f(x) = f(xop). Talldin sanotaan, etta f on oikealta
X—Xo+

Jjatkuva pisteessa xg.

@ Olkoon f maaritelty jollakin valilla (a, xo] ja
lim f(x) = f(xop). Talldin sanotaan, ettd f on vasemmalta
X—X0—

Jjatkuva pisteessa xp.
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jos x < 0,
jos x > 0.

Pisteessa x = 0 oikealta jatkuva, vasemmalta epajatkuva.

Maaritelldaan f(x) seuraavasti:
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Olkoot f(x) ja g(x) jatkuvia joukossa /. Talloin myos f + g, ja fg
ovat jatkuvia joukossa / ja é on jatkuva joukossa
I'\ {x | g(x) =0}. Lisdksi f o g on jatkuva maarittelyjoukossaan.

Alkeisfunktioita ovat seka algebralliset funktiot, etta eksponentti-
ja logaritmifunktiot, seka trigonometriset funktiot ja naiden
kaanteisfunktiot, seka edella mainituista yhdistamalla ja
rationaalisin operaatioin saadut funktiot.

Kaikki alkeisfunktiot ovat jatkuvia maarittelyjoukossaan.
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Derivaatta

Lineaarinen approksimaatio monimutkaisemmalle funktiolle
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Lineaarinen approksimaatio monimutkaisemmalle funktiolle

f(x)~ kx+ b
ja lisaksi

f(Xo) =kxg+ b

Koordinaatiston siirto

Merkitaan x = xg + h, jolloin

f(xo+ h) = k(xo + h) + b = kh+ kxo + b = kh + f(xo),
siis

f(xo+ h) — f(x0) = kh
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Derivaatta

Reaalifunktio f on derivoituva pisteessa x, jos on olemassa k € R
ja funktio e(h), jolle i|7im0 €(h) = €(0) = 0 siten, ettd
_)

f(x+ h) — f(x) = k- h+ he(h).

Lukua k sanotaan funktion f derivaataksi pisteessa x ja merkitaan
k = f’(x). Funktio f on siis derivoituva pisteessa x, jos sitd
voidaan x:n ymparistossa approksimoida "riittavan hyvin”
lineaarisella funktiolla.

Lahelld nollaa olevilla h:n arvoilla on ns. jadnnostermi he(h)
pienempi kuin kh. Huomaa lisksi, ettd jos |h| < 1, on |h?| < |h,
’h3’ < |h2’, ... jne.
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Derivaatta

Jos f(x) = x3, on

f(x+h) —f(x) = (x+h)3=x>=x34+3x%h+3xh> + h°* -
3x%h + h (3xh + h?)
(h)

lim e(h) = €(0) = 0, joten f'(x) = 3x2.
h—0
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F(x+ h) — F(x) = kh+ he(h) & LT hz =0 _ 4 (),

josta nahdaan, etta

K — f/(X):},iL“O f(x+h/)7—f(x)

Maaritelma 2
Funktio f on derivoituva pisteessa x, jos raja-arvo

i f(x+ h) —f(x)
h—0

on olemassa (darellisend).
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Derivaatta

Funktion keskimaarainen kasvunopeus k valilla [x, x 4+ h] on
funktion arvon muutos suhteessa x:n muutokseen h:

f(x+ h) —f(x)
h

— k= f(x+ h) — f(x) = kh

v

Jos f(x) = kx + b, on

f(x+ h) — f(x) = k(x+ h) + b — (kx + b) = kh
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Maaritelma

Jos funktio f on derivoituva pisteessa x, on
f(x + h) — f(x) = kh + he(h)

ja siksi funktion f kasvunopeus pisteessd x maaritellaan k = f/(x).
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