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Derivaatta

Lineaarinen approksimaatio monimutkaisemmalle funktiolle
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Derivaatta

Reaalifunktio f on derivoituva pisteessa x, jos on olemassa k € R
ja funktio e(h), jolle i|7im0 €(h) = €(0) = 0 siten, ettd
_)

f(x+ h) — f(x) = k- h+ he(h).

Lukua k sanotaan funktion f derivaataksi pisteessa x ja merkitaan
k = f’(x). Funktio f on siis derivoituva pisteessa x, jos sitd
voidaan x:n ymparistossa approksimoida "riittavan hyvin”
lineaarisella funktiolla.

Lahelld nollaa olevilla h:n arvoilla on ns. jadnnostermi he(h)
pienempi kuin kh. Huomaa lisksi, ettd jos |h| < 1, on |h?| < |h,
’h3’ < |h2’, ... jne.
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F(x+ h) — F(x) = kh+ he(h) & LT hz =0 _ 4 (),

josta nahdaan, etta

K — f/(X):},iL“O f(x+h/)7—f(x)

Maaritelma 2
Funktio f on derivoituva pisteessa x, jos raja-arvo

i f(x+ h) —f(x)
h—0

on olemassa (darellisend).
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Maaritelma

Jos funktio f on derivoituva pisteessa x, on
f(x + h) — f(x) = kh + he(h)

ja siksi funktion f kasvunopeus pisteessd x maaritellaan k = f/(x).
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Jos f on derivoituva pisteessa xp, on se myos jatkuva pisteessa xp.

Maaritelma

Jos f on derivoituva (avoimen) valin | jokaisessa pisteessa,
sanotaan, ettd f on derivoituva valilla /. Funktiota x — f/(x)
sanotaan f:n derivaattafunktioksi.

Derivaattafunktiosta kdytetaan f’(x):n lisdksi merkintgja Df (x),
Dyf(x), Lf(x), 9 ja mikali merkitddn y = f(x), myds merkinnit
% ja y’ ovat tavallisia. Jos tuntemattomia on useita ja ainoastaan

x:n muutosta tarkastellaan, kaytetaan osittaisderivaattamerkintaa
% tai Dyf(x).
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Derivaatta

Leibnitzin merkinta

dy  f(x+dx)—f(x)
dx dx

sisaltaa differentiaalilaskennan varhaisvaiheissa vallineen ajatuksen
"aarettoman pienten” suureiden dy ja dx osamaarasta, dx ja

dy = f(x + dx) — f(x) ovat darettoman pienia (infinitesimaalisia)
lisayksia x:lle ja y:lle.

Nykyisessa (standardimuotoisessa) differentiaalilaskennassa
merkinta % ei ole osamaara, vaan ainoastaan derivaatan
merkintatapa.
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Derivaatta

Merkintdjen < dX ja aX ero, kun f(x,y) = x*> 4+ y? jay = 3x?

d

d
dx( +y )—2x+a9x4:2x+36x3
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Derivointisaantoja

Lause: Vakiofunktion derivaatta

Jos f(x) = c on vakio vililla /, niin f'(x) = 0 valilla /.

f(x+h)—f(x)=c—c=0-h.

Lause: Summan ja tulon derivointi

o D(af(x) + bg(x)) = af’(x) + bg'(x)
o D(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
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Derivointisaantoja

Lause: Ketjusaanto

Olkoon f(x) derivoituva valilla / ja g(x) derivoituva valilla f(/).
Talloin g o f on derivoituva valilla / ja

7 g(£(9) = £(F () ().

.

Jos merkitadn y = f(x) ja z = g(y) = g(f(x)), voidaan
ketjusaanto esittaa Leibnitzin merkinnoilla seuraavasti:
dz_dr dy
dx dy dx’

€
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Derivointisaantoja

Koska
d1 1

dx x x2’
on
d 1 1 ‘ '(x)

a 700~ FGor 00T TR
kunhan f(x) # 0.
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Derivointisaantoja

Lause: Osamaaran derivaatta

d f(x) _ d Sy - d
g0) — e = Fgl)™ + 1) (™!
. f’(x) O — 1 o (x
— 28 )( o ))
_ FI(8(x) — f(x)g'(x)
g(x)? ' )
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Derivointisaantoja

Lause: Potenssifunktion derivaatta

kun k € Z.
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Derivointisaantoja

Jos k =0, on x% = 1 ja viite seuraa suoraan.

Jos k>0, on
(x+h)k—xk = xk+ (f)xk_lh + (§>xk_2h2 + .. 4 Ak — XK
k
= k<! h4 <2>xk_2h2 + ...+ h

k
= kx*"Th+ h(< >xk2h1 + ...+ Y.

2

e(h)

Jos k < 0, merkitadn xk = (%)_k ja kaytetdan aiempia tuloksia.

v
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Derivointisaantoja

Lause: Kaanteisfunktio

Jos f on injektiivinen jossakin pisteen x ymparistossa /, derivoituva
pisteessd x ja f’(x) # 0, on kainteisfunktio f~! on derivoituva
pisteessd y = f(x) ja

1y =

Koska

FF() =

saadaan ketjusaannolla

Df ~Y(f(x))f'(x) = 1.
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Derivointisaantoja

Sinifunktion derivaatta

1, . :
E(sm(x + h) — sinx)

1 h h
= Z-2cos(x+§)sin§
_ cos(x + g) sin g h—s0

= COSs X.

NS
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Derivointisaantoja

Muita derivointisaantoja

d o _
@ 4. sinx = cosXx,
d o
@ 4. Cosx = —sinx,
d x _ .x
o e =¢"
d -1
o Slnx=<
Yleinen potenssifunktio
d ar
dx
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