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Antiderivaatta

Sijoitus maaraamattomaan integraaliin

Jos F on f:n antiderivaatta, on

< Fg(1) = f(a(1)g (1),

josta

/ﬂdmﬂﬂw—ﬂdm-
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Antiderivaatta

Laskettaessa antiderivaattaa

/ f(x) dx

voidaan sijoittaa x = g(t), jolloin % = g'(t) ja siis

/ F(x) dx = / Flg(£)e'(¢) dt.

1
——dx, x=1/5sint.
(5 — x?)3
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Antiderivaatta

Rationaalifunktio

/Zg;dx?

Derivointisaantoja

d 1  nf'(x)
S )T T F(x)m
o Linjri)=

dx - f(x)

d
o — t = ==
I Aretanx 21 ]
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Antiderivaatta

4x +3
dx = C
/(2x2—|—3x—1) 2X2—|—E‘.X—1+

3 2x
,| 1 C
/x2—|—1d 2/x2+1d n’x+‘+
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Valiarvolause

Rollen lause

Jos f on valilla [a, b] derivoituva ja f(a) = f(b), on maksimi- tai
minimikohdassa valilld [a, b] voimassa f/(£) = 0.

4
Differentiaalilaskennan valiarvolause

Jos f on jatkuva vilillad [a, b] ja derivoituva vililla (a, b), niin
talléin on ainakin yksi piste £ € (a, b), jossa

FI(E)(b — a) = f(b) — f(a).
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Valiarvolause

Integraalilaskennan (antiderivaatojen) peruslause

Jos valilla / on f'(x) = 0, niin f on vakio valilla /.

Jos a, x € [, niin

joten f(x) = f(a).

Jos f'(x) = g'(x) valilla I, niin f(x) = g(x) + C valilla /

Funktio h(x) = f(x) — g(x) toteuttaa h'(x) = f'(x) — g'(x)
joten se on vakio C valilla /.
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Valiarvolause

Jos f/(x) > 0 vililla I = (a, b), niin f on kasvava valilla [a, b]

Valitaan x; < xo valilta [a, b]. Talloin

fx2) — f(x1) = @(XZ —x1) > 0.
>0 >0

Jos vililla (a, b) on f'(x) > 0, f'(x) <0, tai f(x) <0, voidaan
vastaavasti todistaa, etta funktio f on aidosti kasvava, vaheneva,
tai aidosti vaheneva vililla [a, b].
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Valiarvolause
Yleistetty valiarvolause

Jos f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja derivoituvia sen sisélld, on
olemassa piste £ € (a, b), jossa

f'(€)(g(b) — g(a)) = &g'(§)(F(b) — f(a)). )

(Todistws ...
Apufunktio

h(x) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a))

toteuttaa Rollen lauseen ehdot, joten on olemassa &, jolle

W (€) = 0. Koska h'(x) = f'(x)(g(b) — g(a)) — &'(x)(f(b) — f(a)),
seuraa vaite suoraan tasta. L]

v

Tavallinen viliarvolause saadaan yleistetystd valitsemalla g(x) = x.
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I"'Hospitalin saanto

Lause (I'Hospital)

Olkoon )I(T;'a f(x)=0ja )I(lnag(x) = 0 ja raja-arvo

lim e
x—a g'(x)

olemassa aarellisena tai aarettomana. Silloin

lim m = lim f/(X).
x—ag(x) x—ag/(x)
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I"'Hospitalin saanto
Todistuksen idea

Yleistetyn valiarvolauseen perusteella
') _ f(x)=f(a) _ f(x)
g€ &lx)-gla) &)

)
missa £ € (a, x) (Jos f(
maarltellaan ne nollaksi
joten & 20,

9

a) tai g(a) ei ole alemmin maaritelty,
). Koko ajan joka tapauksessa [¢| < |x],

Esimerkkeja

i In x
o lim
x—1 X2 -1

sinx — x

o lim 3
x—0 X
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Kayran tangentti

Esimerkkeja

o Kiayrin y = f(x) = x> tangentti pisteessi

o Yksikkdympyrille x? + y? = 1 pisteeseen (
tangentin yhtalo.

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 10 12 of 17



Muutoksen arviointi

Lineaarinen approksimaatio

f(x+ h) — f(x) = f'(x)h
Merkitdan Ax = h ja Ay = f(x + Ax) — f(x), jolloin

f(x+ Ax) — f(x) =~ f'(x) - Ax

Ay

o

Pallon sadetta kasvatetaan prosentin verran. Paljonko kasvaa
tilavuus?
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Funktion kulku

Maaritelma

Piste xp on reaalifunktion f lokaali maksimi, jos on olemassa
sellainen pisteen xo ymparisto /, ettd f(x) < f(xo) aina, kun x € /.
Vastaavasti maaritellaan lokaali minimi. Lokaaleja maksimeja ja
minimeja kutsutaan yhteisella nimella aariarvopisteet.

Jos f on derivoituva, on Rollen lauseen todistuksen perusteella
adriarvopisteissa xg on valttamatta f'(xp) = 0.
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Funktion kulku

Voidaan todistaa: Jos f'(xg) = 0 ja f”(xp) < 0, on xq lokaali
maksimi. Jos taas f”(xg) > 0, on xg lokaali minimi. Jos taas

f"(x0) = 0, ei xp valttamaitta ole dariarvopiste, vaan voi olla ns.
satulapiste.
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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Maaritelma
Differentiaaliyhtalé (DY) on muotoa

Fx,y,y',y",...,..)=0

oleva yhtalo. DY:n kertaluku on korkein DY:ssa esiintyvan
derivaatan kertaluku.

Muotoa y’ = f(x) olevan differentiaaliyhtalon ratkaiseminen on
periaatteessa yksinkertaista:

y:/f(x)dx—i- .

Vakio C maaraytyy ns. alkuehdon (reunaehdon) y(0) = yo
perusteella.
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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Suoraviivainen tasaisesti kiihtyva liike
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