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Taylorin polynomit

Jos funktio f on n+ 1 kertaa derivoituva pisteessa x, on

X "(x (n)(x (n+1)

Pn(h)

n+1
h™=,

missa £ € (x,x + h) (tai £ € (x + h,x) jos h < 0). Termia

(n+1)
En(h) _ f(n+ ]F)g') n+1

sanotaan jaannostermiksi tai virhetermiksi. Yllaolevaa esitysta
sanotaan funktion f Taylorin kehitelmaksi pisteessa x. Jos x = 0,
sanotaan kehitelmaa Maclaurinin kehitelmaksi.
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Taylorin polynomit

Merkitsemalla x:n paikalle xg ja h:n paikalle x — xg saadaan
Taylorin kehitelma muotoon

f(x) = f(OX!O) 4 f’(1>|<0) (x — xo) + fﬁg)!(o) (x—x0)*+...
£(n)(x ., Frt1)(g ;
s+ T e )

missa & € (x,xp) tai £ € (xp, x).
Jos xg = 0, sanotaan kehitelmaa Maclaurinin kehitelmaksi.

Esimerkkeja

@ Eksponenttifunktion Taylorin polynomit pisteessa x = 0
o Esimerkit: sinx, (1 + x).
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Taylorin polynomeista

@ Derivaattojen f/, f”, f”, ... maarittaminen yleensa tyolasta,
eika selkeaa systemaattista muotoa valttamatta loydy helposti.

@ Poikkeuksia: €%, sin x, cos x, ﬁ

o Useimmiten kannattaa turvautua tunnettuihin Taylorin
polynomeihin, niiden yhdistamisiin ja sijoituksiin.
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Ordo-merkinta

Maaritelma

Jos on olemassa vakio K > 0 ja pisteen xg avoin ymparisto, jossa
1F(x)] < Klg(x)|,

merkitdan f(x) = O(g(x)), kun x — xp tai f(x) = O(g(x), xo).
Tapauksessa xg = oo avoin ymparisto tarkoittaa valia (M, co).
Merkinta f(x) = g(x) + O(h(x)) tarkoittaa

f(x) — g(x) = O(h(x)).
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Jos f(”+1)(x) on jatkuva jossain pisteen x avoimessa ymparistossa
ja Pn(h) f:n Taylorin polynomi, niin

f(x + h) = Py(h) + O(h™), kun h—0
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Ordo-merkinta

+ x" 4+ O(x™*1), kun x — 0,

o L =1+x+x2+x3+...

0 In(l4x) =x =5 +% .+ (~1)"5 + O(x"), kun
x — 0,

o & =1+x+%+%+...+5+0(x"1), kun x — 0.
o sinx =x =5 + 5 — o+ (21) Gy + O6),
ocosx:l—x—?—kx—f— +(—1)"X7.+O(x2"+2),

o tan"Ix=x— %+ —..+(-1)"5 + 0(*"™3), kun
x—0
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Ordo-merkintojen laskusaantoja

Olkoot m ja n (n < m) positiivisia reaalilukuja. Tallin
e O(x") £ O(x™) = O(x"), jos x — 0
e O(x") £ O(x™) = O(x™), jos x — o0
o cO(f(x)) = O(f(x)), kun c € R\ {0}.
e x"O(x™) = O(x"*t™M).
o O(x")O(x™) = O(x™™).
e x MO(x"™) = O(x").
o f(x) = O(x"™) = f(x) = O(x"), jos x = 0
° XIi_}r’r)](0 O((x —x0)") =0.
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Taylorin polynomit

Jos on olemassa astetta n oleva polynomi Q(h) jolle
f(x + h) = Q(h) + O(h™*1), kun h — 0, niin Q(h) on funktion f
Taylorin polynomi pisteessa x.

Koska
2 3 4
eX:1+x+%+%+;—4+O(x5), kun x — 0,
on
2 2 (=52 (%2, (%) %
5 T 2 2 2 _X\E
€’ >t o Tty TO=3))
X2 X4 X6 X8
- 12 A A 10 k
> % "2 T3 TOT) kunx=0
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Taylorin polynomit

-1
(1+x)*= l—i—ax—i—sz—i—O(x?’), kun x — 0,

2
joten (sij. a = —3, x = —t?)
1 1 3
=142+ Zt* + 0(t%, kunt—O.
-l gttt (¢°), kun
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Taylorin polynomit

Funktion
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Taylorin polynomit

Funktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Funktion —2— approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Funktion —2— approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Relativistinen kokonaisenergia

2 2 4
_ mocs 5 lv 3 v
Etot = 7‘/2—moc (1+§?+§?+)
T2
2, 1 2+3V4+
= mgcC —mqVv —— 4+ ...
0 T 8 ¢
= Emass+Ekina

b

Missd Emass = Moc? ja Eyin = %mov2 + %% + ... (Einstein)
Newton: Eyn = %movz.
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Taylorin polynomit

. 3
tanx —sinx — %

lim 57

x—=0 grctan x — x +

w

tan x — sin x — %
3
arctanx—x—i—%

x+ 33 + £x° + O(x7) — (x — §x° + 13p%° + O(x 7))_)(7
X—E+2+0(x)—x+%

_ X%+ 0(x7)
L1 o(x7)
. %""O(XZ) x—0 é_E
1+ 0(x?) 178
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Integraalilaskenta

Varhaisvaiheet

o Eudoksos Knidoslainen (410 tai 408 eKr—355 tai 347 eKr)
o Arkhimedes Syrakusalainen (n.287 eKr—n.212 eKr)

o
o Isaac Newton (1642-1727)
o Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Linkki differentiaalilaskentaan

Newtonin-Leibnizin kaava
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Integraalilaskenta

Nykyaikainen muotoilu

@ Bernhard Riemann (1826-1866)
@ Jean Gaston Darboux (1842-1917)

@ Johtavat samaan integraalikasitteeseen, Darboux'n esitys
yksinkertaisempi

Yleistyksia (ei kuulu kurssiin)

o Stieltjesin integraali

@ Lebesguen integraali

@ Haarin integraali
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Darboux'n integraali

Ay Ay Ay A, B
— »
a=xp x| X2 Xp—1 Xk Xn—1  Xp =D
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Darboux'n integraali

Taustaoletus

Olkoon f vililla [a, b] m&aritelty rajoitettu funktio.

Merkintoja

e Valin [a, b] jako on &arellinen joukko D = {xp, x1,...,Xn},
missa xo = a, Xp = b ja X; < Xj41.

Aj = [xj_1,x;] on jaon i:s vali

Ajx = x; — x;_1 on i:nnen valin pituus

M; = sup{f(x) | x € A;}

m; = inf{f(x) | x € A;}

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 12 17 of 23



Darboux'n integraali

Vilin [a, b] jakoon D liittyva funktion f Darboux'n yldsumma on
n
Sp=)_ MAix
i=1
ja alasumma
n
Sp = Z m;A;x
i=1

Jokaiselle jaolle D patee

§D < gD-
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Jos D; ja D, ovat molemmat valin [a, b] jakoja, sanotaan, etta D,
on Ds:n tihennys, jos D; C D;.

Koska jaot ovat aarellisia joukkoja, saadaan D, joukosta D
lisaamalla aarellinen maara pisteita.

Jos D, on jaon Dy tihennys, niin Sp, < Sp, ja Sp, > Sp,.

Mikaan alasumma ei voi ylittaa mitaan ylasummaa, siis Sp < Sp,
kaikille jaoille Dy ja Ds.
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Darboux'n integraali

Vilin [a, b] jako Dy = {a, b} tuottaa yla- ja alasummat
Sp, = M(b—a) ja Sp, = m(b— a), missa M ja m ovat funktion f
supremum- ja infimum koko valilla [a, b].

Alasummien joukko on on ylhaalta rajoitettu ja ylasummien
alhaalta rajoitettu.
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Funktion f yldintegraali valilla [a, b] on
/ f =inf{Sp | D on vilin [a, b] jako}
a

ja alaintegraali

b
/ f =sup{Sp | D on vilin [a, b] jako}
=
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Vililla [a, b] rajoitettu funktio on Darboux-integroituva (ja samalla
Riemann-integroituva), mikali

b

/fjf.

a

Talloin yla- ja alaintegraalin yhteista arvoa kutsutaan funktion f
(Darboux- tai Riemann-) integraaliksi valilla [a, b] ja siita
kaytetaan merkintoja

/abf ja /abf(x)dx.

Lukuja a ja b kutsutaan integrointivalin tai integraalin ala- ja
ylarajoiksi ja funktiota f integrandiksi.
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Darboux'n integraali

@ Esimerkki: Vakiofunktio

@ Esimerkki: Joukon Q karakteristinen funktio.
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