Insinoorimatematiikka 3

Demonstraatio 1, 18.1.2022

1. Olkoot by = i+ j ja by = © — j. Oletetaan tunnetuksi, ettd B = {by, ba}
on avaruuden R? kanta. M&iritelliéin lineaarikuvaus f ehdoilla f(b1) = 2b; ja
f(b2) = —3by. Mikd on kuvauksen f matriisi kannan B suhteen?

Vastaus: Matriisin sarakkeet voidaan méérittad kantavektorien kuvista. f(by) =
2b; +0- by ja f(b2) =0 by — 3by, joten kysytty matriisi on

2 0
0 -3 )
2. Madritéa edellisen tehtdvin kuvaukselle f matriisi luonnollisten kantojen suh-
teen.

Vastaus: Koska ¢ = (b1 + by) ja j = 3(by — by), saadaan kuviksi f(i) =
L7 (b1)+3 (o) = 3-2bi+1-(=3)b2 = —Li+3j seki F(j) = 261 —3-(~3)by
gi — %j. Naista saadaan matriisi

1/ -1 5
2 5 -1/
3. Merkintd C*° tarkoittaa koko reaaliakselilla méériteltyjen funktioiden joukkoa,
joilla on kaikkien kertalukujen derivaatat olemassa. Méarittelemalld funktioi-
den yhteen- ja skalaarikertolasku tavalliseen tapaan joukosta C*° muodostuu

vektoriavaruus. Oletetaan tunnetuksi, ettd funktiojoukko B = {1, %, 2%, &3}
on avaruudessa C™ lineaarisesti riippumaton.

a) Kuinka moniulotteinen on avaruuden C* aliavaruus V = (B) 7

Vastaus: Koska joukon B alkioita on 4 ja ne ovat lineaarisesti riippumattomat,
on aliavaruuden V' dimensio 4.

b) Osoita, ettd D : V — V, missd D f(x) = f'(x) (derivointi) on lineaarikuvaus
ja etsi D:n matriisi kannan B suhteen.

Vastaus: Derivoinnin ominaisuuksien perusteella D(af + 89) = aDf + Dy,
joten D on lineaarinen. Matriisi saadaan selvittdmaélld kanta-alkioiden kuvat:
D1 =0,De* =e*=0-14+1-¢*40-e2*+0-€37, De®* =2e?* =0-1+0 €% +
22" 4 0-e3 ja De3* =3e3 =0-140-e* +0-e2* + 3 -3, Niistd saadaan
kysytty matriisi:

0 0 0 O
01 00
00 2 0
0 0 0 3
4. M&&ritd matriisin A = < 5 9 ) kadnteismatriisi.

Vastaus: Gaussin-Jordanin menetelmalld saadaan
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joten kysytty kidnteismatriisi on

(5 5)

. Perustele mahdollisimman yksinkertaisesti, ettd matriisi

1 2 -3 0 -1
5 2 11 -3 -2
2 4 -6 0 =2
-1 0 4 2 2
2 1 0 3 1

on singulaarinen.

Vastaus: Matriisin 3. rivi saadaan 1. rivistd luvulla 2 kertomalla. Téaten rivit
ovat lineaarisesti riippuvat ja matriisi on singulaarinen.

[ a b . [Ty
A—<0d> ja X—<zw>‘

Laske tulomatriisi AX ja osoita sen perusteella, ettd yhtdlo AX = I ei voi
toteutua millekdidn matriisille X.

. Olkoon ad — bec = 0,

Vastaus: Tulomatriisi on

axr + bz ay+ bw
cx+dz cy+dw )’

Mikali tdmé on identiteettimatriisi, on

ax +bz =
ay +bw =
cx +dz =
cy +dw =

_ o O =

Kertomalla 1. yhtéld luvulla d ja 3. yhtalo luvulla —b ja laskemalla ndmé& yhteen
saadaan (ad — be)x = d, misté seuraa d = 0.

Kertomalla 2. yht&lo luvulla d ja 4. yhtalo luvulla —b ja laskemalla ndmé yhteen

saadaan (ad — bc)y = —b, mistd seuraa b = 0. Téaten yhtaloryhmé kutistuu
muotoon
ax =1
ay = 0
cx = 0
cy = 1

1. yhtélén mukaan a # 0, joten 2. yhtélon mukaan y = 0. T&llin 4. yht&l6 on
mahdoton.

. Etsi vektorille (z,y) € R? esitys kannan C = {%(1, 1), %(1, —1)} avulla. Mika
on kannanvaihdon matriisi B — C matriisi M, kun B tarkoittaa luonnollista
kantaa? Ents miki on M 1?7

Vastaus: Esityksen



kertoimet a ja b saadaan siis ratkaisemalla yhtélopari

a+b = 2z
a—b = 2y

jonka ratkaisu on

(3)=5C5) =50 4)0)

ja kysytty kannanvaihdon matriisi on

v (04

Matriisin M kiinteismatriisi M~! voidaan 16ytdi Gaussin-Jordanin mene-

telmad kayttamaélla, mutta ainakin kisin laskemalla lienee helpompaa unoh-
1

1 1 ) kdanteismatriisi, joka on

taa kerroin % ja etsid ensin matriisin (

(11
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1 1 1
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Tésté seuraa (miksi?), ettd matriisin 7 ( 1 1 > kadnteismatriisi on 7 ( 1
siis matriisi M itse.

. Mitd ovat determinanttien
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arvot, kun asteriskit (x) esittdvit mitd hyvinsd lukuja? Ohje: Kehitd 3- ja
4-riviset determinantit ensimmaéisen sarakkeen suhteen.

Vastaus: 2 X 2-determinantin arvo on

c x
0 d =cd—0 % =cd.

3 x 3-determinantin arvo saadaan kehittdmalld 1. sarakkeen suhteen:

b x x
0 ¢c x|=0b 8 :l = bed.
0 0 d

4 x 4-determinantin arvo saadaan niinikdan kehittdmalld 1. sarakkeen suhteen:

a k k k b « %
0 b s =a| 0 ¢ * |=abcd.
0 0 ¢ =« 00 d
0 0 0 d
. Laske seuraavat determinantit kisin:
-2 -1 4 1 2 -1
1 2 -1 ja -2 -3 3

-3 -4 4 -3 -4 5

)



Vastaus:

-2 -1 4 0 3 2 3 9
1 2 —-1|=|1 2 -1 |=-1 ‘2 1’:—(3—4):1 ja
-3 —4 4 0 2 1
1 2 -1 1 2 -1 11
-2 -3 3 |=/01 1 |=1 5 9 =0
-3 —4 5 0o 2 2
10. Laske seuraavat determinantit kisin:
3-N -4 | |PA 2
9 3\ ja -1 2-X 1
2 -3 =
Vastaus:
3—X —4 _ 2
‘ 9 _3_)\’—(3—)\)(—3—/\)—2(—4)—)\—1
ja
2—X =2 0
-1 2-x 1 :(2—)\)‘2__3)\ _1)\’—(—2)‘_21
2 -3  —=A

= 2-M(E2-N=N+3)+20-2)=2-N)A\—21+1)
= 2-MNA\-1)72%



