Insinoorimatematiikka 3

Demonstraatio 2, 25.1.2022

1. Etsi matriisin
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Vastaus: Demotehtévin 18.1./10 perusteella matriisin ominaisarvoyhtdlo on
A2 — 1 =0, jonka ratkaisut ovat A\ = %1.

ominaisarvot ja -vektorit.

Ominaisvektorit saadaan Gaussin-Jordanin menetelmaéllad. Ominaisarvoon 1 liit-
tyvit ominaisvektorit ovat yhtélon
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ratkaisut. Kerroinmatriisin redusoitu porrasmuoto on 0 o ) josta y =
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Y =y ) Samoin ominaisarvoon —1 liittyvét ominaisvektorit ovat
yhtélon
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ratkaisut, ja tdmaéan kerroinmatriisin redusoitu porrasmuoto on ,
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2. Olkoon A kuten edellisessé tehtavissa. Etsi sellainen matriisi P (jos olemassa),
etti P~'AP on diagonaalinen.

Vastaus: Matriisi P voidaan muodostaa valitsemalla sen sarakkeiksi matriisin
A ominaisvektorit, esim.
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Koska témin sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat (miksi?), P~! on

olemassa ja
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3. Etsi matriisin
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ominaisarvot ja -vektorit

Vastaus: Demotehtéavin 18.1./10 perusteella matriisin A ominaisarvoyht&ls on
(2—X)(A—1)2 =0, jonka ratkaisut ovat A = 2 (yksinkertainen juuri) ja A = 1
(kaksinkertainen juuri).

Ominaisarvoon A = 2 liittyvit ominaisvektorit saadaan yhtélon
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ratkaisuina, ja ndmé ovat
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Vastaavasti ominaisarvoon A = 1 liittyvat ominaisvektorit saadaan yhtalon
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ratkaisuina, ja namé ovat
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. Olkoon A kuten edellisessé tehtivissi. Etsi sellainen matriisi P (jos olemassa),
etti P~'AP on diagonaalinen.

Vastaus: Edellisen tehtdvin perusteella matriisin A ominaisvektorit generoivat
vain kaksiulotteisin avaruuden, joten kysyttyd matriisia P ei voi olla olemassa.

. Olkoot A ja B siannéllisid n x n -matriiseja. Osoita, ettd (AB)~! = B~1A~1.
Ohje: Mieti milld matriisilla AB pitéisi kertoa, jotta saataisiin identiteettimat-
riisi.

Vastaus: B~'A"Y(AB) = B~Y(A™'A)B = B™'B = I, joten B~'A~! on mat-
riisin AB kid#inteismatriisi, siis (AB)™! = B~1A~!
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Vastaus: Ominaisarvoyhtédlé on

. Selvitd matriisin F' = ( > ominaisarvot ja -vektorit.
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Tamén yhtdlon ratkaisut ovat A = 112\/5_

Ominaisarvoon 1+72\/5 kuuluvat ominaisvektorit saadaan yhtalon
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Tastd voidaan suoraan maarittaa ominaisvektorit:

Ominaisarvoon 1_—2‘/5 kuuluvat ominaisvektorit
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voidaan selvittdd analogisella tavalla.
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7. Etsi tehtdvin 3 matriisille similaarinen matriisi, joka koostuu Jordan-lohkoista.

Vastaus: Ominaisarvon A = 2 algebrallinen kertaluku on 1 ja sithen liittyvi
ominaisvektorien avaruus on yksiulotteinen. Tédhén ei siis tarvita tdydennys-
td yleistettyjen ominaisvektoreiden avulla. Sen sijaan ominaisarvon A = 1 al-
gebrallinen kertaluku on kaksi, mutta siihen liittyvd ominaisvektoreiden muo-
dostama avaruus on vain yksiulotteinen, joten tdhén tarvitaan tdydennykseksi
2. kertaluvun ominaisvektori.

Matriisin A ominaisarvoon A = 1 liittyvét toisen kertaluvun ominaisvektorit
saadaan yhtalosta
(A—1-1)%x =0,

mika voidaan kirjoittaa muotoon
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Tehtdvin 3 perusteella tiedetddn, ettd 1. kertaluvun ominaisvektoreiden ava-
2
ruuden E' generoi ainoastaan vektori 1 ja jos valitaan 2. kertaluvun
1
4
ominaisvektoriksi | 3 |, on selvdd (miksi?) ettd tdmé ei kuulu 1. kertaluvun
0

ominaisvektorin maarittimaan avaruuteen EL.

Similaarisuuden valittadvaa matriisia varten on kuitenkin muodostettava Jorda-
nin ketju, ja sitd varten valittava vektori
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similaarisuuden vélittdvan matriisin sarakkeeksi. Jordanin ketjuun kuuluvat
vektorit on valittava oikealta vasemmalle kertaluvun kasvaessa. Néin ollen esim.
matriisi
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Téssd matriisissa vasen yldkulma 2 muodostaa 1 x 1-suuruisen Jordan-lohkon
ja oikea alakulma 2 x 2-suuruisen Jordan-lohkon.

8. Laske e, missii A on tehtiiviin 1 matriisi. Laske liséiksi 4e'/.



Vastaus: Tehtédvien 1 ja 2 perusteella on
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Suoralla laskulla voidaan todeta ettd tdmi on sama kuin Aet4.

. Laske sin A, missd A on tehtévin 1 matriisi. Ohje: Eulerin kaavan perusteel-
la sinifunktio on mahdollista esittdd kompleksisen eksponenttifunktion avulla.
Toinen tapa on soveltaa luennolla esitettyd tapaa suoraan sinifunktiolle.

Vastaus: Diagonaaliesityksen

perusteella saadaan
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