Insinoorimatematiikka 3

Demonstraatio 3, 1.2.2022

1. Totea ettii avaruuden R3 vektorijoukko B = {(1,2,1),(2,—1,0),(1,2,—5)} on
ortogonaali tavallisen pistetulon suhteen. Esitd vektori (3,2,1) joukon B line-
aarikombinaationa.

Vastaus: Suoraan laskemalla voidaan todeta, ettd (1,2,1) - (2,—1,0) = 0,
(1,2,1)- (1,2, -5) = 0 ja (2,—1,0) - (1,2, —5) = 0.

Haluttaessa esittdd (3,2,1) joukon B lineaarikombinaationa

(37 2, 1) = Cl(]-v 2, 1) + 62(27 -1, 0) + 63(17 2, _5)

voidaan kertoimet ci, c2 ja c3 méarittda laskemalla pistetulot ortogonaalisuu-
den perusteella:

(3,2,1)-(1,2,1) = 1(1,2,1) - (1,2,1),

josta ¢; = % = %. Samoin
(3,2,1)-(2,—1,0) = c2(2,—-1,0) - (2,—-1,0),
josta co = %. Edelleen samoin

(3,2,1)-(1,2,-5) = ¢3(1,2,-5) - (1,2, —5),

josta cg = % = % Niista saadaan esitys
4 4 1
3,2,1)=-(1,2,1) + =(2,-1,0) + — (1,2, -5
( r ) 3( » )+5( ? ? )+15( 15 )

2. Olkoon (zx,y) reaalisen avaruuden sisitulo ja {x1, a2, 3} jokin lineaarisesti
riippumaton vektorijoukko. Médritellddn y; = x; ja y9 = T2 — ay; miten «
pitéisi valita, ettd joukko {y,yy} on ortogonaali?

Vastaus: Yhtalosta

0= (y17y2) = (ylva - ayl) = <y17:172) - a(ylayl)

(y17x2) — (ylva)

seuraa o« =ty iy T Ty, 1P

3. Olkoot merkinnét kuten edellisessd tehtdvissd ja y3 = x3 — fy; — Yy,. Miten
kertoimet [ ja v pitdd valita jotta joukko {y;, ¥y, ys} olisi ortogonaali? Huo-
maa, ettd edellisen tehtavissd méadrdtyn vakion o perusteella y; ja y5 ovat jo
kohtisuorassa.

Vastaus: Yhtilosta

0= (y1,93) = (Y1, T3 — BYy1 — 7Y2) = (Y1, ®3) — B(Y1,¥1),

. . (yl,wg) . (yl,mg) . weqee e
Josta = (ylyy = Ty, Ja yhtalostd
0= (y2,Y3) = (Y2, 3 — By — 7Y2) = (Y2, 23) — 7(Y2,Y2).
- C (YeTy) _ (YyTs)
Josta Y = G,y = Ty, P



4. Selvitd méadritteleekd ||| = |z1]| + ... + |zn| normin luennolla esitetyn mukai-
sesti, kun @ = (x1,z2,...,2y)

Vastaus: Kun © = (z1,...,2,), on ||z|| = |z1| + ...+ |z,] > 0, ja yhtdsuuruus
||z|| = 0 voidaan saavuttaa vain kun z; = ... =z, = 0.

Liséiksi voidaan helposti todeta, etta
lox|| = |ozi| + ... + |azn| = |of (Jz1] + ... + [2n]) = [af [[z]]
seké

e +yll = |zr+yl -+ F|zn+ Yl <|z|+[yi] + .o+ |z6] + |yal
lz1] + 22| 4+ .o+ yn—1| + lyal = ||| + [yl

5. Olkoon (z,y) jokin sisitulo ja ||z|| = v/(=, z). Osoita suoraan laskemalla, etti
2 +yl? + [l —yl* = 2|2 + 2||y[|*.

Selitd miksi tatd yhtdlod kutsutaan suunnikassdannoksi.

Vastaus:

|z +yl” + |z — yl|?
= (zty.z+y)+(z-y.z—y)
= (z,2)+ (z,9) + (y,2) + (y,y) + (z,z) — (z,9) — (¥,2) + (¥, y)
= 2w, ) +2(y,y) = 2||=|* + 2|jy[|*.

S&adntd on geometrisesti tulkittavissa asettamalla @ ja y suunnikkaan sivuiksi,
jolloin @ 4+ y ja * — y muodostavat suunnikkaan l&vistajat. Sdannén mukaan
suunnikkaan ldvistédjien nelididen summa on sama kuin suunnikkaan sivujen
nelididen summa.

Mikili @ ja y ovat kohtisuorassa, on ||z + y||? = || — y||> = ||z||*> + ||y||? ja
talldin kyseessd on Pythagoraan lause (kuviossa esiintyy kaksi suorakulmaista
kolmioita joilla on samanpituiset hypotenuusat ja kateetit).

Huomautus: Edellisen tehtdvin perusteella sisdtulon indusoima normi toteut-
taa suunnikassdannon, mutta myos pdinvastainen on mahdollista todistaa: Jos
normi toteuttaa suunnikassddnnon, on olemassa sisitulo joka indusoi normin.
Niin ollen suunnikassddnto toimii kriteerind avaruuden Eukliidisuudelle.

6. Olkoon ||z|| = |z1| + ... + |zn|. Etsi tapauksessa n = 2 jokin esimerkki, jossa
edellisessé tehtévissad mainittu suunnikassdanto e: pdde.

Vastaus: Valitaan esimerkiksi = (1,0) ja y = (0, 1). Talloin
Iz +ylP? + llz -yl = |1, DI +[|(1, -1 =4 +4 =8,

mutta
2/[(1,0)[* +2/[(0,1)|* =2+2=4.

7. Polynomit {1, z, 22} generoivat kolmiulotteisen vektoriavaruuden. Midritelldin
téssd avaruudessa sisdtulo seuraavasti:

1
(pq) = /0 p(z)q(z) dx



Laske (1,z), (1,2%) ja (z,2?).

Vastaus:
L b1, 1
(l,x):/ l‘wdx:/fﬁ:f,
) 20 T2

1 1
1 1
(1,:c2):/ 1-x2d$:/7m3:f,
0 37 73
0
ja

1 1
1 1
(m,azz):/ x~x2dx:/fa:4:f.
o (1t T

. Olkoon sisdtulo sama kuin edellisessé tehtdvissa. Etsi jokin 1. asteen polynomi,
joka on kohtisuorassa vakiopolynomia 1 vastaan.

Vastaus: Jos esimerkiksi valitaan p(z) = x4+ b, niin ehto (p, 1) = 0 saavutetaan

kun
1 1 1 1
O—/(:n—&—b)-ldm—/ iL'd:E+/ bdx = - + b,
0 0 0 2

miki toteutuu kun b = f%.

. Madritelldan jatkuville reaalifunktioille sisdtulo ehdolla

2

(f,9) = fg.
0

Selvita ovatko funktiot sin x ja cos x ortogonaalit tdmén sisdtulon suhteen. Enta
ovatko funktiot sinz ja sin 2z ortogonaalit saman sisdtulon suhteen?

Vastaus:

27 27 1 2m 1
/ sinxcoszdr = / fsin2:cdx:/—fcos2x
0 0 2 : 4

1 1
= —Z(COS2 21 — cos0) = _Z(l —-1)=0.

Tulokaavan perusteella saadaan
2m

2m 2m 1 1 1
/ sin 2z sin x dx :/ 7<cosa:—cos3m> dr = - /sinx— —sindz | =0,
0 0o 2 2 3

joten myos sin 2z ja sinx ovat ortogonaalit.



