Insinoorimatematiikka 3

Demonstraatio 6, 22.2.2022

1. Pankki kirjaa keskimiirin 35 yritystd maksukyvyttomiksi joka vuosi. Kayta
Poissonin jakaumaa arvioidaksesi milld todenn&koisyydelld pankki kirjaa jonkin
kuukauden aikana vihintédn 4 yritystd maksukyvyttomaksi.

Vastaus: Odotusarvo A = 35/12 = 2.9166. .. ja jos merkitddn maksukyvytto-
mien yritysten lukuméérad satunnaismuuttujalla X, on
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P(X >4)=1-P(X <4) =1 e M+ + 5 + 57) = 03341

2. Kaivovettd pidetédn juomakelpoisena, mikali kolibakteereja esiintyy korkein-
taan 100 pmy/100 mL.! Jos 5 ml niytteestsi 16ytyy 8 pmy kolibakteeria, miki
on todenndkdisyys sille, etté kaivovesi on juomakelpoista? Kéytd Poissonin ja-
kaumaa arviointiin.

Vastaus: b ml ndytteestd juomakelpoista vetta 10ytyy odotusarvona korkeintaan

A = 5 pmy kolibakteeria. Todennikdisyys sille, ettd niitd 16ytyy 8 pmy on

8

)
-5 _
e N 0.06527 . ..

3. Yrityksen asiakaspalveluun saapuu puhelu keskimé&irin joka kymmenes minuut-
ti, ja puhelujen viliajat noudattavat eksponenttijakaumaa.

a) Miiritd parametri v tiheysfunktiolle f(t) = ve™?t. Ajan yksikkond kilytetiéin
minuuttia.

b) Miké on todenn#koisyys sille, ettéd dsken saapuneen puhelun jilkeen seuraava
saapuu aikaisintaan 15 minuutin paésta?

¢) Jos aiempi puhelu saapui 5 minuuttia sitten, miké on todennakoisyys sille,
ettd seuraava saapuu aikaisintaan 10 minuutin péasta?

Vastaus: a) Eksponenttijakauman odotusarvo on parametrin v kiédnteisluku,
siis v =

b)

sl

P(T>15)=1-P(T <15)=1— (1 —e ") =¢ 10 =0.22313...
¢) Samoin kuin ylld saadaan
10
P(T > 10) = e~ 10 = 0.36787....

ja muistittomuusominaisuuden perusteella

P(T>5+10|T > 5) = P(T > 10) = 0.36787. ..

Huomautus: Jatkuvalle jakaumalle P(T" < a) = P(T' < a) (mniksi?)

! pmy=pesikettd muodostava yksikkd



4. Yritys valmistaa Led-lamppuja, joiden kestoikd on likimain normaalisti jakau-
tunut, odotusarvon ollessa u = 25000 ja keskihajonnan o = 3000 (aikayksik-
kéna tunti).

a) Milld todennékoisyydelld lamppu kestda yli 30000 tuntia?
b) Milld todennékdsisyydelld lamppu kestéd alle 15000 tuntia?
¢) Mikd on kestoaika, jonka ylittaéd vain 1% lampuista?

Ohje: Matlabissa standardoidun normaalijakauman kertyméafuntion kdfnteis-
funktio saadaan muodossa

norminv(p) .

Vastaus: a)

30000 — 25000

F(T > 30000) = 1 — F(T' < 30000) = 1 — &(——-

) = 0.047790.. ..
b)
15000 — 25000

P(T < 15000) = (—5-0

) = 0.0004290 . ..

¢) Merkitaan kysyttyd kestoaikaa 7:1la. Talloin

P(T>7)=001 & 1-P(T<7)=001<PT<7)=0.99

T — 25000

T — 25000

®1(0.99) = 2.3263.. ..
2000 (0.99) 3263

Tastd saadaan 7 ~ 31979.

5. Hyllyissé on tilaa kirjoille yhteensd 100 m. Yhden kirjan paksuus on keskim&a-
rin g = 3 ¢cm ja paksuuden keskihajonta ¢ = 0,5 cm. Arvioi milli todenn#kdi-
syydelld 3200 kirjaa ei mahdu hyllyihin.

Ohje: Jos X; on kirjan ¢ paksuus, on yhteispaksuus X; + ... + X3900. Kéyta
keskeisté raja-arvolausetta.

Vastaus: On arvioitava, milld todennikdisyydelld satunnaismuuttujan
P=X1+4...+ X300

arvo on suurempi kuin 10000 cm. Satunnaismuuttujan P odotusarvo on 3200 -
3 = 9600 ja sen varianssi 3200 -0.52 = 800. Keskeisen raja-arvolauseen mukaan
P on likimain normaalisti jakautunut, joten kysytty todennikéisyys on

10000 — 9600

P(P > 10000) = 1 — P(P < 10000) ~ 1 — &(
V300

) ~
6. Kun heitetdsn noppaa 1000 kertaa, saadaan yli 200 kertaa silméluku 6. Arvioi
tallaisen tapahtuman todennakdéisyytté, mikili noppa on tasapainottamaton.

Ohje: Voit maéritelld satunnaismuuttujan X joka saa kaksi arvoa: 0, jos silmé-
luku on <5 ja 1, jos silméluku on 6 ja soveltaa keskeistd raja-arvolausetta.

Vaihtoehtoisesti todennikdisyyttd voi arvioida binomijakaumaa kiyttéen.



Vastaus: Oletetaan, ettd noppa on tasapainoitettu ja miiéiritellfiiin satunnais-
muuttuja ylla olevan ohjeen mukaisesti. Talloin P(X = 0) = 6 jaP(X=1)=
& Silloin E(X) = 2-0+§-1=¢jaE(X?) =202+ 1% = ¢, joten
Var(X) =E(X?) —E(X)’=% - (3)? = 3.
Merkitdén heiton 4 silmélukua satunnaismuuttujalla S; ja S = S1+. ..+ S1000-

On siis arvioitava, milla todenndkéisyydelld S > 200.

Edellémainitun perusteells E(S) = 1000-# = 166.66 . .. ja Var(S) = 1000- 2 =
@ = 138.88.... Keskeisen raja-arvolauseen mukaan satunnaismuuttujan S
jakaumaa voidaan approksimoida normaalijakaumalla, joten

200 — 1000
1250
9

. Olkoot = (1,2,4,3,1) jay = (3,3,1,2,4). Laske Corr(x, y) luennolla esite-
tyn tavan mukaisesti.

P(S > 200) = 1 — P(S < 200) ~ 1 — &( 6_) = 0.0023388...

Vastaus: Keskiarvot ovat pg = 1—51 ja py = % Télloin siirretyt vektorit ovat
' =x—pxl=13(-6,-1,9,4,-6)jay =y —puyl =1(2,2,-8,-3,7).

Korrelaatiokerroin saadaan vektoreiden x’ ja gy’ vilisen kulman kosinina: Koska

-y = 28:13:1: 5JaLyy 26on

Corr(zx,y) = —0.94174 .

Hw’HHyH f\f \/7

. Olkoot x ja y kuten edelld. Laske kovarianssimatriisi

1 .z x. y/
Y=_ I ’oad
S\Yy T Y-y
numeerisesti, kiyttden esim. Matlabia.

Vastaus: Matriisi on
$ 1 34 28\ 1.36 —1.12
52\ -28 26 )\ —-112 1.04 )°
. Maarita edellisen tehtavian kovarianssimatriisille similaarinen diagonaalimat-

riisi A = B7'YB seki similaarisuuden vilittdvi matriisi B kiyttamalld esim.
Matlabia.

Vastaus: Esim. Matlabilla voidaan laskea seuraavasti:

>> §=[1.36,-1.12;-1.12,1.04]

1.3600 -1.1200
-1.1200 1.0400

>> [B,L]=eig(S)

B =



-0.6562  -0.75565
-0.7555 0.6552

0.0686 0
0 2.3314

Tama merkitsee sitéd, ettd matriisille ¥ (jota Matlabissa merkittiin symbolilla
S) 16ytyy similaarinen diagonaalimatriisi A (Matlabissa L), approksimatiivi-

sesti esitettyné
A 0.0686 0
B 0 23314

C e e e o —0.6552 —0.7555
Similaarisuuden vélittadva matriisi B = ( 07555 0.6552 >
Huom. Muodosta uudet vektorit 1 = —0.65522" — 0.7555y" ja y; = —0.7555x" +
0.6552y" (kertoimet ovat siis matriisista B). Mitd huomaat vektoreiden @1 ja y,
pistetulosta?



