Insinoorimatematiikka 3

Nimi demotehtiviit ovat itsendistd harjoittelua varten. Niistid ei jirjes-

tetd demotilaisuutta eikii jaeta demopisteita.

1. Selvitd suppenevatko seuraavat sarjat:
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Vastaus: a) Kéytetddn juuritarkastinta:
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joten sarja suppenee.
b) Lasketaan perikkéisten termien osaméara:
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2. Selvitd kaikki luvut x, joille sarja
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Vastaus: Kéytetddn ensin osamiiritarkastinta:
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< 1 ja hajaantuu, kun =

mistd ndhdiidn, ettd sarja suppenee, kun

1. Toisin sanoen, sarja suppenee kun x € (1,5) ja hajaantuu tadmén vélin

ulkopuolella.

Selvitettaviksi jad vield arvot x = 1 ja x = 5. Kun o = 5, saa sarja muodon
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ja siis hajaantuu (harmoninen sarja).

Arvolla z = 1 puolestaan sarja saa muodon
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ja suppenee Leibnizin lauseen perusteella. Tdten sarja suppenee kun x € [1,5)

ja hajaantuu muilla x:n arvoilla.



3. Mité osamé&iritarkastin kertoo sarjan
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Vastaus: Lasketaan perdkkiisten termien suhde:
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Téstd ndhdéddn, ettd sarja suppenee, kun |z| < e ja hajaantuu, kun |z| > e.
4. Suppenevatko seuraavat sarjat?
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Vastaus: a) Aina kun n > 2, on Inn < n, joten ﬁ > % Naiin ollen sar-
jalla on minoranttina harmoninen sarja, jonka hajaantumisesta seuraa sarjan

hajaantuminen.

b) Sarjan jésenten iseisarvot muodostavat vihenevin jonon, joka lihestyy nol-
laa. Néin ollen sarja suppenee Leibnizin lauseen perusteella.
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5. Olkoon E(z) = Z x—' Osoita laskemalla Cauchyn tulo, ettd E(z)E(y) =
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Derivoimalla edelleen saadaan
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ja edelleen
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Sijoittamalla x = % edellisiin saadaan
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. Maarita sarjan
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Vastaus: Esityksesta
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0 n+1 x .n
x x
SRR s o
n= n=1
Integroimalla esitys
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mika voidaan kirjoittaa muotoon
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Sijoittamalla x = % saadaan
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8.

10.
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Olkoon f(x) = { z 1’ EEE i f 8 Etsi Maclaurinin sarja funktioille f(x) ja
f'(x). Selvita jalkimmaiisen avulla sarjan
>
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Vastaus: Koska e* = Z g one’—1= Z ) ja
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. Olkoon f(z) = ze®. Etsi Maclaurinin sarja funktioille f(x) ja / f(t)dt. Sel-
0
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Etsi Fourier-sarja (myos reaalinen muoto) vélilla [—, 7] méaaritellylle funktiolle

B 1, kun z € [—m,0],
fla) = { —1, kun z € (0, 7).

Ohje: "™ = ¢~ = (—1)" kun n € Z.

Missé pisteissd Fourier-sarja esittdd funktiota f7



11.

Vastaus: Suoraan laskettuna tapauksessa n # 0 saadaan
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Kun n =0, on
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Téaten kompleksinen Fourier-sarja on
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flz)=— Z =07 _Z,E;Ll)nemw.
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Reaalista muotoa varten lasketaan A, = F,, + F_, = 0ja B, = i(F,, — F_,) =
2(1-(=1)")

—n——, joten reaalinen muoto on
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Toinen tapa on soveltaa esimerkkid 37 (vuoden 2019 moniste). Jos merkitdén
siind esiintynytta funktiota g(z):114, niin tésséd tehtéivassa f(z) = —(2¢g(x) — 1)
ja téten
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siis F, = % Reaaliset kertoimet saadaan kuten edellé. Sarja esittds funk-

tiota f kaikkialla muualla paitsi epdjatkuvuuspisteissd = n - 7w, missd n € Z.

Kaytd edellisen tehtévin Fourier-sarjaa maarittdiksesi funktion

(z) = x+7m kunz € [—m,0]
TE =\ —z+n kun z € [0, 7]

reaalinen Fourier-sarja. Ohje: Piirrd funktioiden f ja g kuvaajat ja selvitd miten
namé funktiot liittyvét toisiinsa.

Osavastaus: A, = #, kun n on pariton

x
Vastaus: ¢g(z) = f(t) dt, joten sen Fourierin sarja on
—T

X;W(%Jrl)/_w sin((2k + 1)t) dt

O:O 4 -1
= — z_(:) Ty _/ ST cos((2k + 1)t)

s

(cos((2k + 1)z) — cos(2k + 1)n)

[
NgERe

4
m(2k + 1)2

B
Il
o

4 3 :
ST cos((2k + 1)z) + kZO m(2k +1)2

[
WE

i
o

cos((2k + 1)x) + C,

I
Nk

w(2k +1)2

B
Il
o



missa
> 4
¢= kzo m(2k + 1)2

A

Vakion C méarittamiseksi huomataan, ettd C' = 5 = Fp, missé
1 g 11 1
Fy=— de = — (=12 4+ =n?) ==
0= 5r | 9l@dr=sn(Gm 45T =3

12.
funktiolle f(x) = sinx.

Etsi Fourier-sarja (kompleksinen ja reaalinen muoto) valilla [0, 7] méaaritellylle

Vastaus: Lasketaan tété ja seuraavaa tehtdvaid varten ensin antiderivaatta
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Kompleksinen Fourier-sarja on siis
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Koska F_,, = F,,, ovat reaaliset kertoimet A,, = F,, + F_,, = 2F,, = m ja

B, = 0. Erityisesti Ag = 2 ja siksi
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