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Maaritelma

Olkoot U ja V vektoriavaruuksia yli kunnan K. Funktio f : U — V
on lineaarinen, jos

f(alul =4F 32’.'2) = alf(ul) =k azf(UQ).

Induktiolla:

f(aruy + ...+ apu,) = ar1f(ur) + ... + anf(up)
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Kertausta

Valitaan avaruudelle U (dim. n) kanta B = {by,...,b,} ja
avaruudelle V' (dim. m) kanta C = {c1,...,cm}.
Talloin vektorin u = x1b1 + ... + x,b, kuva saadaan muodossa

f(lel AF 0 oo AR ann) = le(bl) AF o oo AR an(bn)

Koska C on avaruuden V kanta, voidaan jokainen f(b;) esittaa
muodossa

f(bj) =aiic1+ ...+ amicm
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f(xab1 + ...+ xpbn) = x1f(b1) + ... + xxf (by)

Koska C on avaruuden V kanta, voidaan jokainen f(b;) esittaa
muodossa
f(bi) = atic1 + ...+ ami€m

Yhdistamalla:

f(abi+ ...+ xaby) = xif(b1)+ ...+ xnf(by)
= xi(a11€1+ ...+ amicm)
+ ...+ xs(a10€1+ ... + 3mnCm)
= (a11x1 + ...+ ainxn)€1
+ ..+ (amx1+ .-+ amnXn)Cm
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Kertausta

Maaritelma

Matriisi A on kaavio

Ain A ... A

A21 A22 0o o A2n
A—

Aml Am2 s Amn

Tyyppi m x n: m rivia, n saraketta.
Aji: matriisin alkiot

Ajj € R: reaalinen matriisi

Ajj € C: kompleksinen matriisi
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Skalaarikertolasku

Jos A on m x n-matriisi ja ¢ joko kompleksi- tai reaaliluku, on cA
m x n-matriisi, jolle patee (cA);; = cAj; (kertolasku alkioittain).

Matriisien yhteenlasku

Jos A on m X n-matriisi ja B r X s-matriisi, summa A+ B
maaritellaan vain jos m = r ja n = s. Talloin

(A+B)U:AU+BU )
m X n-matriisit muodostavat vektoriavaruuden yhteenlaskun ja
skalaarikertolaskun suhteen.
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Kertausta

Maaritelma
Jos f : U — V on lineaarikuvaus, B ja C avaruuksien U ja V
kannat, seka

f(b,) = ai;C1 = admiCm,

sanotaan, etta matriisi

all dip ... din

ani o ... aon
A=

dml adm2 --- dmn

on lineaarikuvauksen f matriisi kantojen B ja C suhteen.
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Kertausta

Maaritelma

Rivivektori (vaakavektori) on 1 x n matriisi (a11, a12,

0o al,,).
Sarakevektori (pystyvektori) on m x 1 matriisi

ail
ari

dmil
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Maaritelma: Matriisikertolasku tapauksessa m x n,

all al ... din X1
dni a» ... aon X2
dmli dm2 --- dmn Xn

a11X1 + aipXxe + ...+ ainXn
a21X1 + axnx2 + ...+ axpXp

Am1X1 + ama2Xo + ...+ amnXn

Olkoon A lineaarikuvauksen f : U — V matriisi kantojen B ja C
suhteen. Jos x on alkukuvan koordinaatti(sarake)vektori, saadaan
kuvan koordinaatti(sarake)vektori y matriisikertolaskulla y = Ax.
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Olkoon B avaruuden U (dim. n) kanta ja C avaruuden V (dim.
m) kanta. Talldin lineaarikuvaus U — V/, f(x) = y voidaan esittaa
matriisikertolaskuna

Yc = Axs,
missa xg € K" on vektorin x € U ja y- € K™ on vektorin y € V
koordinaattivektori ja A on m X n-matriisi yli kunnan K. Matriisia
A sanotaan lineaarikuvauksen f matriisiksi kantojen B ja C
suhteen.

Jos U=R", V=R" ja B ja C luonnollisia kantoja, on xg = x ja
Yc=VY-
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Maaritelma: Yleinen matriisikertolasku

Olkoon A m x n-matriisi ja B n x k-matriisi. Matriisitulo AB
voidaan maaritella seuraavasti: Esitetaan B n x 1 sarakkeina:
B = (bl ool bk), jolloin

AB = (Ab; ... Aby)

on n X k-matriisi.

n
(AB)j =Y _ AiBj.

I=1
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Kertausta

A(BC) = (AB)C

A(B+ C)=AB + AC

(A+ B)C = AC + BC

a(AB) = (aA)B = A(aB)

AO=0A=0

Al = 1A = A,

(AB)T =BTAT,

edellyttaen ettd vasemmat puolet ovat maariteltyja. O on
10 ... 0

01 ... 0

e 6 6 6 o o

nollamatriisi ja | = ns. identiteettimatriisi. AT

00 ... 1
merkitsee matriisin A transpoosia, (AT); = Aj:.
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y=Ax <y’ =xTAT.

Maaritelma

Jos A on nelidmatriisi (tyyppi n x n) ja n€{0,1,2,...},
maaritellaan

A = |
A" = A-A-...-A (nkpl).
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Kertausta

Lineaarikuvausten yhdistaminen

Olkoot f: U — V ja g: V — W lineaarikuvauksia, joiden
matriisit kiinnitettyjen kantojen B, C ja D suhteen ovat Ar ja A,.
Talloin f voidaan esittaa muodossa

Yc = Arxp ja g muodossa zp = Agyc,

missa xg, Y ja zc ovat vektoreiden x, y ja z koordinaattivektorit
kantojen B, C ja D suhteen.

Yhdistetty kuvaus g o f : U — W voidaan talloin esittada muodossa
zp = Agyc = Ag(Arxp) = (AgAf)xs,

ja taten yhdistetyn kuvauksen g o f : U — W matriisi saadaan
matriisitulona

Agor = AgAr.
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Lineaarinen yhtaloryhma

allxy + apxe + ... 4+ ainxn = b
axiXxy + amxo + ... + amxn = bo
amix1 + amex2 + ... + ampXp = bn

voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

ail are ... ain X1 by
a ax ... an X2 b
dml dm2 --- dmn Xn bm

Kompaktimpi esitys: Ax = b
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Kaanteismatriisi

Maaritelma

Olkoon A n x n-matriisi. Jos on olemassa sellainen n x n-matriisi
B, etta AB = BA = I, sanotaan, etta B on A:n kaanteismatriisi ja
merkitain B = A~

Jos A:lla on kaanteismatriisi, sanotaan etta A on saannollinen.
Muutoin A on singulaarinen.

Voidaan todistaa:
@ Neliomatriiseille AB=1= BA=1.

@ n x n matriisi A on saannollinen tarkalleen silloin kun
r(A) = n.

@ A on saannollinen tarkalleen silloin kun A:n rivit ovat
lineaarisesti riippumattomat.
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Kaanteismatriisi

Kaanteismatriisin etsiminen

Merkitain B = (by...b,) ja | = (e] ...e[), jolloin yhtilo
AB = | saa muodon

(Aby...Ab,) = (e] ...e]).

Talloin sarakkeet by, ..., b, voidaan loytaa ratkaisemalla
yhtiloryhmit Ab; = e/, ..., Ab, = el. Yhtiloryhmi Ab; = e,T
voidaan ratkaista redusoimalla augmentoitu matriisi redusoituun
porrasmuotoon: (Ae[) ~ ...~ (I b;). Redusointi voidaan

suorittaa yhta aikaa kaikille sarakkeille e], ..., e/:

(Ael ...el)~...~(Iby...b,))=(1A"Y)

n

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 1 17 of 18



Kaanteismatriisi

Gaussin-Jordanin menetelma

Jos Gaussin-Jordanin menetelma ei muuta lohkomuodon (A /)
vasemmanpuoleista matriisia A identiteettimatriisiksi, vaan siihen
ilmaantuu nollarivi, voidaan todeta etta A:lla ei ole
kaanteismatriisia.

Esimerkkeja

Esimerkit 53-54 vuoden 2019 Insinoorimatematiikka D monisteessa
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