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Kertausta

Määritelmä

Olkoot U ja V vektoriavaruuksia yli kunnan K. Funktio f : U → V
on lineaarinen, jos

f (a1u1 + a2u2) = a1f (u1) + a2f (u2).

Induktiolla:

f (a1u1 + . . .+ anun) = a1f (u1) + . . .+ anf (un)
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Kertausta

Matriisiesitys

Valitaan avaruudelle U (dim. n) kanta B = {b1, . . . ,bn} ja
avaruudelle V (dim. m) kanta C = {c1, . . . , cm}.
Tällöin vektorin u = x1b1 + . . .+ xnbn kuva saadaan muodossa

f (x1b1 + . . .+ xnbn) = x1f (b1) + . . .+ xnf (bn)

Koska C on avaruuden V kanta, voidaan jokainen f (bi ) esittää
muodossa

f (bi ) = a1ic1 + . . .+ amicm
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Kertausta

Matriisiesitys

f (x1b1 + . . .+ xnbn) = x1f (b1) + . . .+ xnf (bn)

Koska C on avaruuden V kanta, voidaan jokainen f (bi ) esittää
muodossa

f (bi ) = a1ic1 + . . .+ amicm

Yhdistämällä:

f (x1b1 + . . .+ xnbn) = x1f (b1) + . . .+ xnf (bn)

= x1(a11c1 + . . .+ am1cm)

+ . . .+ xn(a1nc1 + . . .+ amncm)

= (a11x1 + . . .+ a1nxn)c1

+ . . .+ (am1x1 + . . .+ amnxn)cm
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Kertausta

Määritelmä

Matriisi A on kaavio

A =


A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n
...

...
. . .

...
Am1 Am2 . . . Amn

 .

Tyyppi m × n: m riviä, n saraketta.

Aij : matriisin alkiot

Aij ∈ R: reaalinen matriisi

Aij ∈ C: kompleksinen matriisi
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Kertausta

Skalaarikertolasku

Jos A on m × n-matriisi ja c joko kompleksi- tai reaaliluku, on cA
m × n-matriisi, jolle pätee (cA)ij = cAij (kertolasku alkioittain).

Matriisien yhteenlasku

Jos A on m × n-matriisi ja B r × s-matriisi, summa A+ B
määritellään vain jos m = r ja n = s. Tällöin

(A+ B)ij = Aij + Bij

Huomautus

m × n-matriisit muodostavat vektoriavaruuden yhteenlaskun ja
skalaarikertolaskun suhteen.
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Kertausta

Määritelmä

Jos f : U → V on lineaarikuvaus, B ja C avaruuksien U ja V
kannat, sekä

f (bi ) = a1ic1 + . . .+ amicm,

sanotaan, että matriisi

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
. . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn


on lineaarikuvauksen f matriisi kantojen B ja C suhteen.
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Kertausta

Määritelmä

Rivivektori (vaakavektori) on 1× n matriisi (a11, a12, . . . , a1n).
Sarakevektori (pystyvektori) on m × 1 matriisi

a11
a21
...

am1


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Kertausta

Määritelmä: Matriisikertolasku tapauksessa m × n, n × 1


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn




x1
x2
...

xn



=


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn

. . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn


Huomautus

Olkoon A lineaarikuvauksen f : U → V matriisi kantojen B ja C
suhteen. Jos x on alkukuvan koordinaatti(sarake)vektori, saadaan
kuvan koordinaatti(sarake)vektori y matriisikertolaskulla y = Ax .
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Kertausta

Tiivistelmä

Olkoon B avaruuden U (dim. n) kanta ja C avaruuden V (dim.
m) kanta. Tällöin lineaarikuvaus U → V , f (x) = y voidaan esittää
matriisikertolaskuna

yC = AxB ,

missä xB ∈ Kn on vektorin x ∈ U ja yC ∈ Km on vektorin y ∈ V
koordinaattivektori ja A on m × n-matriisi yli kunnan K. Matriisia
A sanotaan lineaarikuvauksen f matriisiksi kantojen B ja C
suhteen.

Huomautus

Jos U = Rn, V = Rm ja B ja C luonnollisia kantoja, on xB = x ja
yC = y .
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Kertausta

Määritelmä: Yleinen matriisikertolasku

Olkoon A m × n-matriisi ja B n × k-matriisi. Matriisitulo AB
voidaan määritellä seuraavasti: Esitetään B n × 1 sarakkeina:
B = (b1 . . .bk), jolloin

AB = (Ab1 . . .Abk)

on n × k-matriisi.

Seuraus

(AB)ij =
n∑

l=1

AilBlj .
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Kertausta

Lause

A(BC ) = (AB)C

A(B + C ) = AB + AC

(A+ B)C = AC + BC

a(AB) = (aA)B = A(aB)

AO = OA = O

AI = IA = A,

(AB)T = BTAT ,

edellyttäen että vasemmat puolet ovat määriteltyjä. O on

nollamatriisi ja I =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 ns. identiteettimatriisi. AT

merkitsee matriisin A transpoosia, (AT )ij = Aji .
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Kertausta

Huomautus

y = Ax ⇔ yT = xTAT .

Määritelmä

Jos A on neliömatriisi (tyyppi n × n) ja n ∈ {0, 1, 2, . . .},
määritellään {

A0 = I
An = A · A · . . . · A (n kpl).
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Kertausta

Lineaarikuvausten yhdistäminen

Olkoot f : U → V ja g : V →W lineaarikuvauksia, joiden
matriisit kiinnitettyjen kantojen B, C ja D suhteen ovat Af ja Ag .
Tällöin f voidaan esittää muodossa

yC = Af xB ja g muodossa zD = AgyC ,

missä xB , yB ja zC ovat vektoreiden x , y ja z koordinaattivektorit
kantojen B, C ja D suhteen.

Yhdistetty kuvaus g ◦ f : U →W voidaan tällöin esittää muodossa

zD = AgyC = Ag (Af xB) = (AgAf )xB ,

ja täten yhdistetyn kuvauksen g ◦ f : U →W matriisi saadaan
matriisitulona

Ag◦f = AgAf .
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Kertausta

Lineaarinen yhtälöryhmä
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
. . .

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

voidaan kirjoittaa matriisimuodossa
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn




x1
x2
...
xn

 =


b1
b2
...
bm


Kompaktimpi esitys: Ax = b
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Käänteismatriisi

Määritelmä

Olkoon A n × n-matriisi. Jos on olemassa sellainen n × n-matriisi
B, että AB = BA = I , sanotaan, että B on A:n käänteismatriisi ja
merkitään B = A−1.
Jos A:lla on käänteismatriisi, sanotaan että A on säännöllinen.
Muutoin A on singulaarinen.

Huomautus

Voidaan todistaa:

Neliömatriiseille AB = I ⇒ BA = I .

n × n matriisi A on säännöllinen tarkalleen silloin kun
r(A) = n.

A on säännöllinen tarkalleen silloin kun A:n rivit ovat
lineaarisesti riippumattomat.
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Käänteismatriisi

Käänteismatriisin etsiminen

Merkitään B = (b1 . . .bn) ja I = (eT
1 . . . eT

n ), jolloin yhtälö
AB = I saa muodon

(Ab1 . . .Abn) = (eT
1 . . . eT

n ).

Tällöin sarakkeet b1, . . ., bn voidaan löytää ratkaisemalla
yhtälöryhmät Ab1 = eT

1 , . . ., Abn = eT
n . Yhtälöryhmä Abi = eT

i

voidaan ratkaista redusoimalla augmentoitu matriisi redusoituun
porrasmuotoon: (A eT

i ) ∼ . . . ∼ (I bi ). Redusointi voidaan
suorittaa yhtä aikaa kaikille sarakkeille eT

1 , . . ., e
T
n :

(A eT
1 . . . eT

n ) ∼ . . . ∼ (I b1 . . .bn) = (I A−1)
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Käänteismatriisi

Gaussin-Jordanin menetelmä

(A I ) ∼ . . . ∼ (I A−1)

Huomautus

Jos Gaussin-Jordanin menetelmä ei muuta lohkomuodon (A I )
vasemmanpuoleista matriisia A identiteettimatriisiksi, vaan siihen
ilmaantuu nollarivi, voidaan todeta että A:lla ei ole
käänteismatriisia.

Esimerkkejä

Esimerkit 53–54 vuoden 2019 Insinöörimatematiikka D monisteessa
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