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Ominaisarvot ja -vektorit

Maaritelma
Olkoon A neliomatriisi. A € C on matriisin A ominaisarvo, jos on
olemassa x # 0 siten, etta

Ax = \x.

Jokaista taman yhtalon toteuttavaa vektoria x sanotaan
ominaisarvoon A kuuluvaksi ominaisvektoriksi. )
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Ominaisarvot ja -vektorit

joten 1 on identiteettimatriisin ominaisarvo ja mika hyvansa x
siihen liiittyva ominaisvektori.
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Ominaisarvot ja -vektorit
Jos Ax = \x, on Alx = \x.

Olkoot A1, ..., A, matriisin A ominaisarvoja ja X1, ..., X, naihin
kuuluvat ominaisvektorit.
Jos

X =aix1+ ...+ anxn,
on

Ax = a1Ax1 + ...+ a,Axp = a1 1x1 + ... + apAnXn,

ja induktiolla

Alx = 81)\£X1 + ...+ a,,)\;x,,.
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Ominaisarvot ja -vektorit

Geometrinen tulkinta

@ Jokainen n x n-matriisi A maarittelee lineaarikuvauksen
R™ — R", x — Ax.

@ Jokainen matriisin A ominaisvektori x vastaa sellaista
suuntaa, jossa A toimii "venyttavana” tai " kutistavana’
kuvauksena: Ax = \x.
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Ominaisarvot ja -vektorit

Ominaisarvojen maarittaminen

Vaatimus: Yhtalolla Ax = Ax oltava ratkaisu x # 0.

Ax =X x < Ax=Xx< (A-X)x=0

Ominaisarvoyhtalo

Ratkaisu x #~ 0 on olemassa tarkalleen silloin kun

det(A— Al) =0.

Jos A on n x n-matriisi, on det(A — \/) astetta n oleva A:n
polynomi.
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Ominaisarvot ja -vektorit

Ominaisvektorien maarittaminen

Jos ominaisarvo A on tunnettu, voidaan siithen kuuluvat
ominaisvektorit x maarittaa yhtalosta

Ax=Xx< (A-X)x=0

Gaussin-Jordanin menetelmalla.

Esimerkkeja
Esimerkit 62-63 (Vuoden 2019 moniste D)

Olkoon V' n x n-matriisin A ominaisarvoon A liittyvien
ominaisvektoreiden joukko. Talloin V on avaruuden R" aliavaruus.
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Ominaisarvot ja -vektorit

Yhteenveto

Koska ominaisarvoyhtalo det(A — Al) = 0 on astetta n oleva
polynomiyhtalo, voi erisuuria ominaisarvoja olla korkeintaan n
kappaletta.

Kutakin ominaisarvoa A kohti ominaisvektorit maaraytyvat
yhtalosta (A — A)x = 0, joka voidaan kirjoittaa homogeenisena
n x n-yhtaloryhmana. Ominaisvektorit saadaan Gaussin-Jordanin
menetelmalld ja ne muodostavat R":n (tai C™:n) aliavaruuden.
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Diagonaalimatriisit

Ominaisarvot

di 0 0 0 0 0
0 d 0

1 = d; =d; 1
0 0 0 d ) \ o 0 0

Diagonaalimatriisin ominaisarvot ovat siis diagonaalialkiot ja
ominaisvektoreina toimivat luonnollisen kannan vektorit.
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Diagonaalimatriisit

Vasemmalta kertominen

a1 aw - an d 0 --- 0
a1 ax» -+ a 0 d --- 0
anl an2 - dnn 0 0 o dn
aildy appdr -+ aipd,
aidr axdr -+ axpdy
anidi amd> - apndy

Vasemmanpuoleisen matriisin sarake i tulee siis kerrotuksi
oikeanpuoleisen matriisin diagonaalialkiolla d;. Jos myos
vasemmanpuoleinen matriisi on diagonaalinen, saadaan matriisitulo
kertomalla diagonaalialkiot keskenaan.
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Ominaisarvot ja -vektorit

n X n-matriisit A ja B ovat similaareja, jos on olemassa
saannollinen matriisi P, jolle A = P~1BP. Sanotaan, ettd P on

similaarisuuden valittava matriisi.

Matriisien similaarisuus (merk. A ~ B ) on ekvivalenssirelaatio:
@ A~ A, koska A= ["1Al
@ Jos A~ B, on A= P 1BP = B = PAP 1, joten B ~ A.
o JosA~BjaB~C,on A= P BP;, B= P,CP,, joten
A = (P2P1)"*C(P2Py), siis A~ C. |
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Ominaisarvot ja -vektorit

Similaarisilla matriiseilla on sama determinantti: det(P~*AP) =
det(P~1) det(A) det(P) = det(A) det(P~1) det(P) =

det(A) det(P~1P) = det(A) det(/) = det(A).

Jos A= P71BP,on A— X = P7Y(B — \I)P, joten A— )l ja

B — Al ovat similaariset. Nain ollen nailla on sama determinantti
ja siis sama ominaisarvoyhtalo. Similaarisilla matriiseilla on siis
samat ominaisarvot.

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 3 12 of 17



Ominaisarvot ja -vektorit

Jos A ~ B, siis A= P71BP jollekin siaanndlliselle matriisille P on

A=A-A.....A=P1BP.P1BP.....P7'BP = P 1BP.

Oletetaan, ettd n x n-matriisilla A on n ominaisarvoa A1, ..., A, ja
ndihin liittyvat ominais(pysty)vektorit x1, ..., X,. Merkitdan
P = (x1...xp), jolloin

AP = (Axy...Axp) = (M1X1... ApXp).
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Ominaisarvot ja -vektorit

AP = (Axy...Axp) = (Mix1... A\nxp),

ja
A 0 ... 0
0O X ... 0
(Aix1...Anxn) = (X1...%p) . : = PD,
0O 0 ... A\,
D

siis AP = PD. Taten P~1AP = D, jos P:lla on kaanteismatriisi.
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Ominaisarvot ja -vektorit

Olkoon AP = PD kuten edella.

P~ on olemassa
< det(P)#0
< P:n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat

& Matriisin A ominaisvektorit muodostavat C”:n kannan )
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Ominaisarvot ja -vektorit

Esimerkki 66

Matriisin
-3 3 1
A= -5 5 1
-5 3 3

ominaisarvoyhtilé on (A — 1)(A — 2)? = 0. Ominaisarvoon 1

kuuluvat ominaisvektorit muodostavat avaruuden ((1,1,1)) ja

ominaisarvoon 2 kuuluvat avaruuden ((3,5,0),(1,0,5)). Matriisi
1 31

P=1]1 1 5 0 | onkaantyva ja
105
100
A=pP|l 0 2 0 | P!
00 2
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Jordan-lohkot

Matriisin
-2 1 3
A= -5 3 4
—4 1 5

ominaisarvoyhtilé on (A — 2)3 = 0. Ominaisarvoon 2 kuuluvat
ominaisvektorit muodostavat avaruuden ((1,1,1)). N&in ollen ei
ole mahdollista muodostaa kaantyvaa matriisia P jonka sarakkeet
olisivat A:n ominaisvektoreita.

Sanotaan, etta matriisi A ei ole diagonalisoituva
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