Insinoorimatematiikka 3

Mika Hirvensalo
mikhirveQutu.fi

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Turun yliopisto

2022

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 1 of 48



Kertausta

Yhteenveto

Koska ominaisarvoyhtalo det(A — Al) = 0 on astetta n oleva

polynomiyhtalo, voi erisuuria ominaisarvoja olla korkeintaan n
kappaletta.
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Kertausta

Yhteenveto

Koska ominaisarvoyhtalo det(A — Al) = 0 on astetta n oleva
polynomiyhtalo, voi erisuuria ominaisarvoja olla korkeintaan n
kappaletta.

Kutakin ominaisarvoa A kohti ominaisvektorit maaraytyvat
yhtalosta (A — A)x = 0, joka voidaan kirjoittaa homogeenisena
n X n-yhtaloryhmana.
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Kertausta

Yhteenveto

Koska ominaisarvoyhtalo det(A — Al) = 0 on astetta n oleva
polynomiyhtalo, voi erisuuria ominaisarvoja olla korkeintaan n
kappaletta.

Kutakin ominaisarvoa A kohti ominaisvektorit maaraytyvat
yhtalosta (A — A)x = 0, joka voidaan kirjoittaa homogeenisena
n x n-yhtaloryhmana. Ominaisvektorit saadaan Gaussin-Jordanin
menetelmalld ja ne muodostavat R":n (tai C™:n) aliavaruuden.
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Matriisit A ja B ovat similaarit, jos on olemassa sellainen kaantyva
(sdanndllinen) matriisi P, ettd A= P~1BP.
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Matriisit A ja B ovat similaarit, jos on olemassa sellainen kaantyva
(sdanndllinen) matriisi P, ettd A= P~1BP. Matriisi A on
diagonalisoituva, jos se on similaari jonkin diagonaalimatriisin
kanssa.
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Kertausta

Jos x; on matriisin A ominaisarvoon A; liittyva ominaisvektori, on

AP = (Axy...Axp) = (Mix1... AnXp),

Ja
A1 0 0
(A1x1 ... Anxp) = (x1...xp) 0 )\:2 . 0 = PD,
0 0 .. A
) D
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Kertausta

Jos x; on matriisin A ominaisarvoon A; liittyva ominaisvektori, on

AP = (Axy...Axp) = (Mix1... AnXp),

ja
A1 O 0
0 X ... 0
(A1x1 ... Anxp) = (x1...xp) : _— : = PD,
0 0 An
D
siis AP = PD.
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Kertausta

Jos x; on matriisin A ominaisarvoon A; liittyva ominaisvektori, on

AP = (Axy...Axp) = (Mix1... AnXp),

ja
A 0 ... 0
(A1x1 ... Anxp) = (x1...xp) 0 )\:2 0 = PD,
0 0 .. A
) D

siis AP = PD. Titen P~1AP = D, jos P:ll3 on ki3inteismatriisi.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 4 of 48



Kertausta

Olkoon AP = PD kuten edella.

A
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Kertausta

Olkoon AP = PD kuten edella.

P~ on olemassa

A
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Kertausta

Olkoon AP = PD kuten edella.

P~ on olemassa
< det(P)#0

A
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Kertausta

Olkoon AP = PD kuten edella.

P~ on olemassa
< det(P)#0
< P:n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat

A
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Kertausta

Olkoon AP = PD kuten edella.

P~ on olemassa
< det(P)#0
< P:n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat

& Matriisin A ominaisvektorit muodostavat C”:n kannan )
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Jordan-lohkot
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Jordan-lohkot

Maaritelma

Ominaisarvoon A liittyva Jordan-lohko on
A1 0 0 0
0 X 1 0 0
0 0 X 0 0
= :
0 0O Al
0 0O 0 A
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Jordan-lohkot

Diagonaalimatriisin potenssit:

Ak A
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Jordan-lohkot

Diagonaalimatriisin potenssit:
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Jordan-lohkot

Jordan-lohkojen potenssit

A1 0\ AT At (D)An2
0x 1| =0 ax mrt |,
00 A 0 0 A"
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Jordan-lohkot

Jordan-lohkojen potenssit

n

A1 0

0 A 1 =

0 0 X
A1 o0 0\’ e
0N 10 | o
0 0 )1 | o
0 0 0 A\ 0

ja niin edelleen.

P n)\n—l (127))\n—2

0 A |

0 0 A"

nAnfl (g))\nf2 (g) )\,,,3
A7 n)\n—l (127) )\n—2
0 A" n\"1
0 0 A
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Jordan-lohkot
Jordan- IohkOJen potenssit

1 0\" A" pAn—t (D)An-2

0 Al =1 0 Dt I
00 A 0 0 A"
A1 0 0\ AT pAnt o (D)An=2 (H)an-3
ox1o0]| [ o At (D)An2
00 A 1 0 0 A A"t
000 /\) 0 0 0 AN

ja niin edelleen.

AT~ 1 _ dd)\)\n ())\n 2 _ ’7(" 1))\n 2

(s S Helfetly2 3 g

2d>\2)\
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Jordanin normaalimuoto

Olkoon A n x n-matriisi, jonka ominaisarvot ovat Ag, ..., Ak (eivat
valttamatta erisuuret). Talldin on olemassa sellainen kaantyva
matriisi P, ettd P~1AP voidaan esittid lohkomuodossa

N
plap — e
Iy,

Matriisi P voidaan valita siten, etta sen sarakkeet ovat matriisin A
ominaisvektoreita tai yleistettyja ominaisvektoreita.
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Jordan-lohkot

@ Ominaisarvoon A kuuluvat n X n-matriisin A ominaisvektorit x
toteuttavat yhtélon Ax = Ax < (A— A)x =0.
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Jordan-lohkot

@ Ominaisarvoon A kuuluvat n x n-matriisin A ominaisvektorit x
toteuttavat yhtélon Ax = Ax < (A— A)x =0.

@ Jos on olemassa n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria,
matriisi A on diagonalisoituva.
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Jordan-lohkot

@ Ominaisarvoon A kuuluvat n X n-matriisin A ominaisvektorit x
toteuttavat yhtélon Ax = Ax < (A— A)x =0.

@ Jos on olemassa n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria,
matriisi A on diagonalisoituva.

@ Aina nain ei ole, mutta talloin on mahdollista loytaa toisen

kertaluvun ominaisvektoreita y jotka toteuttavat yhtalon
(A— X%y =0.
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Jordan-lohkot

@ Ominaisarvoon A kuuluvat n x n-matriisin A ominaisvektorit x
toteuttavat yhtélon Ax = Ax < (A— A)x =0.

@ Jos on olemassa n lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria,
matriisi A on diagonalisoituva.

@ Aina nain ei ole, mutta talloin on mahdollista loytaa toisen
kertaluvun ominaisvektoreita y jotka toteuttavat yhtalon
(A— X%y =0.

@ Jos merkitdadn (A — \l)y = x, on siis
(A—X)x = (A— \)?y =0, joten x on tavallinen
(ensimmadisen kertaluvun ominaisvektori).
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Jordan-lohkot

Maaritelma

Vektori x;, on n X n-matriisin ominaisarvoon A kuuluva kertaluvun
k ominaisvetori, jos (A — A )*x), = 0.
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Jordan-lohkot

Maaritelma

Vektori x;, on n X n-matriisin ominaisarvoon A kuuluva kertaluvun
k ominaisvetori, jos (A — A )*x), = 0.

Merkitadn xx_1 = (A — Al)xy, jolloin
(A = )\/)k_lxk_l = (A = )\I)kxk =0.
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Jordan-lohkot

Maaritelma

Vektori x;, on n X n-matriisin ominaisarvoon A kuuluva kertaluvun
k ominaisvetori, jos (A — A )*x), = 0.

Merkitadn xx_1 = (A — Al)xy, jolloin
(A—M)ftx, 1 = (A— M) x, = 0. Niin ollen x,_; on
kertaluvun k — 1 ominaisvektori.
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Jordan-lohkot

Maaritelma

Vektori x;, on n X n-matriisin ominaisarvoon A kuuluva kertaluvun
k ominaisvetori, jos (A — A )*x), = 0.

Merkitadn xx_1 = (A — Al)xy, jolloin

(A—M)ftx, 1 = (A— M) x, = 0. Niin ollen x,_; on
kertaluvun k — 1 ominaisvektori. )
(Sewraos ... |
Jos E)’f on kertalukua k olevien ominaisvektoreiden joukko, on E)’f
aliavaruus ja E} CEZ C E3 C ...

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 11 of 48



Jordan-lohkot

Maaritelma

Vektori x;, on n X n-matriisin ominaisarvoon A kuuluva kertaluvun
k ominaisvetori, jos (A — A )*x), = 0.

Merkitadn xx_1 = (A — Al)xy, jolloin
(A—M)ftx, 1 = (A— M) x, = 0. Niin ollen x,_; on
kertaluvun k — 1 ominaisvektori.

Jos E)’f on kertalukua k olevien ominaisvektoreiden joukko, on E)’f
aliavaruus ja E} C EZ C E3 C

Ajrellisulotteisessa avaruudessa C” jono E/\ C E/\ CElC
paattyy.

.

™7 = = =
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Jordan-lohkot

Olkoon A 2 x 2-matriisi jolla on vain yksi ominaisarvo \ ja johon
kuuluvat ominaisvektorit muodostavat vain 1-ulotteisen
aliavaruuden.
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Jordan-lohkot

Olkoon A 2 x 2-matriisi jolla on vain yksi ominaisarvo \ ja johon
kuuluvat ominaisvektorit muodostavat vain 1-ulotteisen

aliavaruuden. Valitaan taman generoivaksi alkioksi x, jolloin siis
(A= X)x =0.
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Jordan-lohkot

Olkoon A 2 x 2-matriisi jolla on vain yksi ominaisarvo \ ja johon
kuuluvat ominaisvektorit muodostavat vain 1-ulotteisen
aliavaruuden. Valitaan taman generoivaksi alkioksi x, jolloin siis
(A= X)x =0.

Edellamainitun perusteella on olemassa toisen kertaluvun
ominaisvektori y joka toteuttaa yhtalon (A — Al)y = x ja joukko
{x,y} generoi kaksiulotteisen avaruuden.
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Jordan-lohkot

Olkoon A 2 x 2-matriisi jolla on vain yksi ominaisarvo \ ja johon
kuuluvat ominaisvektorit muodostavat vain 1-ulotteisen
aliavaruuden. Valitaan taman generoivaksi alkioksi x, jolloin siis
(A= X)x =0.

Edellamainitun perusteella on olemassa toisen kertaluvun
ominaisvektori y joka toteuttaa yhtalon (A — Al)y = x ja joukko
{x,y} generoi kaksiulotteisen avaruuden. Erityisesti tama joukko
on lineaarisesti riippumaton.
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Jordan-lohkot

Olkoon A 2 x 2-matriisi jolla on vain yksi ominaisarvo \ ja johon
kuuluvat ominaisvektorit muodostavat vain 1-ulotteisen
aliavaruuden. Valitaan taman generoivaksi alkioksi x, jolloin siis
(A= X)x =0.

Edellamainitun perusteella on olemassa toisen kertaluvun
ominaisvektori y joka toteuttaa yhtalon (A — Al)y = x ja joukko
{x,y} generoi kaksiulotteisen avaruuden. Erityisesti tama joukko
on lineaarisesti riippumaton.

Yllaolevien yhtaloiden perusteella Ax = Ax ja Ay = x + \y.
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Jordan-lohkot

Olkoon A 2 x 2-matriisi jolla on vain yksi ominaisarvo \ ja johon
kuuluvat ominaisvektorit muodostavat vain 1-ulotteisen
aliavaruuden. Valitaan taman generoivaksi alkioksi x, jolloin siis
(A= X)x =0.
Edellamainitun perusteella on olemassa toisen kertaluvun
ominaisvektori y joka toteuttaa yhtalon (A — Al)y = x ja joukko
{x,y} generoi kaksiulotteisen avaruuden. Erityisesti tama joukko
on lineaarisesti riippumaton.
Yllaolevien yhtaloiden perusteella Ax = Ax ja Ay = x + \y.
Jos nyt maaritellaan P = (x y), on AP = (Ax Ay) mutta

Al

toisaalta matriisille J = ( 0 A ) on PJ=(Ax x+ \y),
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Jordan-lohkot

Olkoon A 2 x 2-matriisi jolla on vain yksi ominaisarvo \ ja johon
kuuluvat ominaisvektorit muodostavat vain 1-ulotteisen
aliavaruuden. Valitaan taman generoivaksi alkioksi x, jolloin siis
(A= X)x =0.
Edellamainitun perusteella on olemassa toisen kertaluvun
ominaisvektori y joka toteuttaa yhtalon (A — Al)y = x ja joukko
{x,y} generoi kaksiulotteisen avaruuden. Erityisesti tama joukko
on lineaarisesti riippumaton.
Yllaolevien yhtaloiden perusteella Ax = Ax ja Ay = x + \y.
Jos nyt maaritellaan P = (x y), on AP = (Ax Ay) mutta

Al

toisaalta matriisille J = ( 0 A ) on PJ = (Ax x + \y), siis

AP =PJ & P'AP = J.
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Jordanin normaalimuoto

Maaritelma

Jono yleistettyja ominaisvektoreita x1, X2, ... on Jordanin ketju,
jos xx—1 = (A — M)xg.
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Jordanin normaalimuoto

Maaritelma

Jono yleistettyja ominaisvektoreita x1, X2, ... on Jordanin ketju,
jos xx—1 = (A — M)xg.

v
Astetta k olevat yleistetyt ominaisvektorit voidaan maarittaa
ratkaisemalla yhtaloryhma

(A= X)kx =0

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 13 of 48



Jordanin normaalimuoto

Maaritelma

Matriisin A ominaisarvon A algebrallinen kertaluku on A:n
kertaluku ominaisarvopolynomin p(x) = det(A — x/) nollakohtana.
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Jordanin normaalimuoto

Maaritelma

Matriisin A ominaisarvon A algebrallinen kertaluku on A:n
kertaluku ominaisarvopolynomin p(x) = det(A — x/) nollakohtana.

Haluttaessa muodostaa Jordanin ketju, yleistettyjen
ominaisvektoreiden etsiminen kannattaa usein aloittaa
korkeimmasta kertaluvusta alkaen.
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Jordanin normaalimuoto

Yleistettyjen ominaisvektoreiden etsiminen

Olkoon m A:n algebrallinen kertaluku.
o Selvitd arvoilla i € {1,2,3,...} luvut d; = dim(EJ) kunnes
[oytyy avaruus E)’f jonka dimensio d, = m.
@ Arvosta i = k arvoon | =1 tee:
o Valitse avaruuden Ej kannasta dim(E}) — dim(E/’\-_l) vektoria,
jotka eivat kuulu avaruuteen Ei_l.

o Jatka seuraavaksi pienempaan j:n arvoon ja valitse aina
mukaan vektori (A — Al)x, jos x oli valitty aiemmassa
vaiheessa (Jordanin ketju).
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Esimerkki

Avaruus E}

—4 10 -17
A= -1 3 -4 |,
1 -2 4

det(A— M) =0« (1-1)3=0
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Esimerkki

Avaruus E11

—4 10 -17
A=| -1 3 -4,
1 -2 4

det(A— M) =0 (1-A)3=0c \=1.
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Esimerkki

Avaruus E11

—4 10 -17
A=| -1 3 -4,
1 -2 4

det(A— M) =0 (1-A)3=0c \=1.

Avaruus E}:

-5 10 -17 X 0
A-1-NHx=0&| -1 2 -4 y |=10
1 -2 3 z 0
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Esimerkki

Avaruus E11

—4 10 -17
A=| -1 3 -4,
1 -2 4

det(A— M) =0 (1-A)3=0c \=1.

Avaruus E}:

-5 10 -17 X 0
A-1-NHx=0&| -1 2 -4 y |=10
1 -2 3 z 0

& (x,y,2) =(2y,y,0) = y(2,1,0)
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Esimerkki

Avaruudet E? ja E}

Avaruus EZ:

-2 4 —6 X 0
(A-1-1x=0<| -1 2 -3 y |=10
00 0 z 0
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Esimerkki

Avaruudet E? ja E}

Avaruus EZ:

-2 4 —6 X 0
(A-1-1x=0<| -1 2 -3 y |=10
00 0 z 0

<:>(x,y,z) = (2_)/*327}/,2) :y(2,1’0)+2(73,0, 1)
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Esimerkki

Avaruudet E? ja E}

Avaruus EZ:

-2 4 —6 X 0
(A-1-1x=0<| -1 2 -3 y |=10
00 0 z 0

<:>(x,y,z) = (2_)/*327}/,2) :y(2,1’0)+2(73,0, 1)

Avaruus E3: (A—1-1)3x = 0.
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Esimerkki

Avaruudet E? ja E}

Avaruus EZ:

-2 4 —6 X 0
(A-1-1x=0<| -1 2 -3 y |=10
00 0 z 0

<:>(x,y,z) = (2_)/*327}/,2) :y(2,1’0)+2(73,0, 1)

Avaruus E3: (A—1-1)3x = 0.
Nyt (A—1-1)3 =0, joten £} = C3
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Esimerkki

Ominaisvektoreiden valinta

E' = {(2,1,0)), E?2 = {(2,1,0),(-3,0,1)), E3 = C3, dimensiot 1,
2 ja 3.
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Esimerkki

Ominaisvektoreiden valinta
E' =((2,1,0)), E2 =((2,1,0),(-3,0,1)), E3 = C3, dimensiot 1,
2 ja 3.
@ Ensin valitaan 3 — 2 = 1 vektoria avaruudesta E3 \ E2, esim.
(1,0,0)"
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Esimerkki

Ominaisvektoreiden valinta
E' = {(2,1,0)), E?2 = {(2,1,0),(-3,0,1)), E3 = C3, dimensiot 1,
2 ja 3.
@ Ensin valitaan 3 — 2 = 1 vektoria avaruudesta E3 \ E2, esim.
(1,0,0)7
e Sitten valitaan 2 — 1 = 1 vektoria avaruudesta E2\ E?,
joukkoon pitaa valita (A — /)(1,0,0)" = (=5,-1,1)".
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Esimerkki

Ominaisvektoreiden valinta
E' =((2,1,0)), E2 =((2,1,0),(-3,0,1)), E3 = C3, dimensiot 1,
2 ja 3.
@ Ensin valitaan 3 — 2 = 1 vektoria avaruudesta E3 \ E2, esim.
(1,0,0)7
e Sitten valitaan 2 — 1 = 1 vektoria avaruudesta E2\ E?,
joukkoon pitaa valita (A — /)(1,0,0)" = (=5,-1,1)".
e Sitten valitaan 1 vektori avaruudesta E1, joukkoon pitii
valita (A—1)(=5,-1,1)T = (-2,-1,0)".
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Esimerkki

Matriisin P muodostaminen
@ P:n sarakkeiksi valitaan ominaisvektorit aloittaen alimmasta
kertaluvusta
@ Sarake x sijoitetaan valittomasti sarakkeen x1 vasemmalle
puolelle, jos (A — A)xky1 = Xk
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Esimerkki

Matriisin P muodostaminen

@ P:n sarakkeiksi valitaan ominaisvektorit aloittaen alimmasta
kertaluvusta

@ Sarake x sijoitetaan valittomasti sarakkeen x1 vasemmalle
puolelle, jos (A — A)xky1 = Xk

2 -5 1
P=[ -1 -1 0
0 10

jolloin
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Matriisien eksponenttifunktio

Maaritelma

Mit3 tarkoittaa etA?
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Matriisien eksponenttifunktio

Maaritelma

Mit3 tarkoittaa etA?
Vastaus:

A+ A+ = (tA)2 (tA) !(tA)4+...,
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Matriisien eksponenttifunktio

Maaritelma

Mit3 tarkoittaa e*A?
Vastaus:
A+ A+ = (tA)2 (tA) I(tA)4-|-...,
josta
1 1
deth _ 0L A+ tA+ —t2A3 + A+
dt 3!
= A(l+tA+ = (tA) T (tA) ) = Aeth,
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Matriisien eksponenttifunktio

Eksponenttimatriisin laskeminen

1 1 1
A_ 2 3 4
e —I+A+2!A +3!A +4!A F oo
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Matriisien eksponenttifunktio

Eksponenttimatriisin laskeminen

1 1 1
A _ Lo L3 L
e —/+A+2!A +3!A +4!A +...
Jos
d 0 -~ 0
0 &b ... O
A= . .
0O 0 ... d,

on diagonaalinen,
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Matriisien eksponenttifunktio

Eksponenttimatriisin laskeminen

1 1 1
A _ L2t a3, L oas
e —I+A+2!A +3!A +4!A + ...
Jos
d 0 -~ 0
0 b ... O
A= . :
0 0 ... d,
on diagonaalinen, on
a0 -~ 0
k
Ak _ 0 df ... 0
0 O dk
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Matriisien eksponenttifunktio

Eksponenttimatriisin laskeminen

ja siksi
dc 0 -~ 0
1 0 df ... 0
A — —_—
e = Zk[ : 5 9, :
=0 : : c :
0O 0 ... d,’,‘
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Matriisien eksponenttifunktio

Eksponenttimatriisin laskeminen

ja siksi
dc 0 -~ 0
1 0 df ... 0
A — —_—
e = Zk[ : 5 9, :
=0 : : c :
0O 0 ... d,’,‘
SEoddt 0 - 0
. 0 Zk:0Fd2 ... 0
0 0 ... YR adk
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Matriisien eksponenttifunktio

Eksponenttimatriisin laskeminen

ja siksi
s 0 0
< 1 0 d¥ 0
A e —_—
e = Zk[ :
k=0 .
0 0 dk
Yiomdt 0 0
_ 0 D—oud 0
0 0 > ko % dn
et 0 0
0 e® 0
0 0 ek
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Matriisien eksponenttifunktio

Diagonalisoituvat matriisit

Matriisi A on diagonalisoituva, jos on olemassa sellainen P, etta
P~1AP = D on diagonaalinen.
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Matriisien eksponenttifunktio

Diagonalisoituvat matriisit

Matriisi A on diagonalisoituva, jos on olemassa sellainen P, etta
P~LAP = D on diagonaalinen. Diagonalisoituvalle matriisille A on
A" = PD"P~1 ja tist3 seuraa, ettd

1
3!

A

1
A = I+A+§(A)2+ (A)?+...
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Matriisien eksponenttifunktio

Diagonalisoituvat matriisit

Matriisi A on diagonalisoituva, jos on olemassa sellainen P, etta
P~LAP = D on diagonaalinen. Diagonalisoituvalle matriisille A on
A" = PD"P~1 ja tist3 seuraa, ettd

1
a(A)3+...

1
3!

1
e = I+A+§(A)2+

1
= P(I+D+§D2+ D3 +...)P1
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Matriisien eksponenttifunktio

Diagonalisoituvat matriisit

Matriisi A on diagonalisoituva, jos on olemassa sellainen P, etta
P~LAP = D on diagonaalinen. Diagonalisoituvalle matriisille A on
A" = PD"P~1 ja tist3 seuraa, ettd

1
a(A)3+...

1
3!

1
e = I+A+§(A)2+
1
= P(I+D+§D2+ D3 +...)P1

= PePpL.
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Matriisien eksponenttifunktio

Jordan-lohkojen potenssit

A1 0\ AT At (D)An2
0x 1| =0 ax mrt |,
00 A 0 0 A"
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Matriisien eksponenttifunktio

Jordan-lohkojen potenssit

n

ja niin edelleen.

A~
N SW
~—

n) )\nf3
)\n—2
n)\nfl
AN

A 10 AT pAnTl o (DyAn—2
00X 1] =0 A
00 A 0 o0 A"

A1 0 0\ A" pAn=l(B)An2

ox1o0]| [0 At

oox1| [0 o A"

00 0 A 0 0 0
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Matriisien eksponenttifunktio
Jordan- IohkOJen potenssit

1 0\" A" pAn—t (D)An-2

0 Al =1 0 Dt I
00 A 0 0 A"
A1 0 0\ AT pAnt o (D)An=2 (H)an-3
ox1o0]| [ o At (D)An2
00 A 1 0 0 A A"t
000 /\) 0 0 0 AN

ja niin edelleen.

AT~ 1 _ dd)\)\n ())\n 2 _ ’7(" 1))\n 2

(s S Helfetly2 3 g

2d>\2)\
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Matriisien eksponenttifunktio

= = = = =
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Matriisien eksponenttifunktio

Jos
A1 0
J=10 X 1 |,
0 0 X
on

>
=
o

= = = = =
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Matriisien eksponenttifunktio

Jos
A1 0
J=10 X 1 |,
0 0 X
on
o 4 (A 10 "
J
e = ZE 0 A 1
n=0 0 0 X\
> A" pA™L Zn(n—1)A"2
= > = o A1
n!
n=0 0 0 A7
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Matriisien eksponenttifunktio

Jos
A1 0
J=10 X 1 |,
0 0 A
on
o 4 (A 10 "
J
e = ZE 0 A 1
n=0 0 0 X\
> A" pA™L Zn(n—1)A"2
= > = o nAn~
n!
n=0 0 0 A7
N ) %e’\
= 0 e et
0 0 et
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Vektoriavaruuksien geometriaa
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Lahtokohta

Avaruuksissa R? ja R3 (Euklidinen) normi, etiisyys origosta
maaritellaan

oI = VX2 4+y? Ja |l(x,y,2)| = VX2 +y? + 22
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Lahtokohta

Avaruuksissa R? ja R3 (Euklidinen) normi, etiisyys origosta
maaritellaan

oI = VX2 4+y? Ja |l(x,y,2)| = VX2 +y? + 22

Maaritelma: Etaisyys

d(x,y) = llx = yl|
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Kosinilause

[1x — yII? = [Ix]1> + |ly||* — 2||x]||]y|| cos 6
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Kosinilause

[1x — yII? = [Ix]1> + |ly||* — 2||x]||]y|| cos 6

Pistetulo: Geometrinen maaritelma
Vertaa: Kun x, y € R.

x —y[> = x> + [y|> —2x - y.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Kosinilause

[1x — yII? = [Ix]1> + |ly||* — 2||x]||]y|| cos 6

Pistetulo: Geometrinen maaritelma
Vertaa: Kun x, y € R.

x —y[> = x> + [y|> —2x - y.

Maaritellaan
x -y = ||x]|[|y|| cos,
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Kosinilause

[1x — yII? = [Ix]1> + |ly||* — 2||x]||]y|| cos 6

Pistetulo: Geometrinen maaritelma
Vertaa: Kun x, y € R.

x —y[> = x> + [y|> —2x - y.

Maaritellaan
x -y = ||x]|[|y|| cos,

jolloin

[lx = yII* = [1x|]? + [ly|]* — 2x - y
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Pistetulo: Ominaisuuksia

o x-x=||x| - ||x|| - cos O = [|x][>
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Pistetulo: Ominaisuuksia

o x-x=||x| - ||x|| - cos O = [|x][>

[+] x:y:y.x
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Pistetulo: Ominaisuuksia

o x-x=||x| - ||x|| - cos O = [|x][>
[+] x:y:y.x

o (ax)-y=a(x-y)=x-(ay)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Pistetulo: Ominaisuuksia

o x - x = |x||||x]| - cos 0 = [|x||?
[+] x:y:ycx

° (ax)-y =a(x-y)=x-(ay)
o (x+y)z=x-z+y- z
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Pistetulo: Ominaisuuksia

o x - x = |x||||x]| - cos 0 = [|x||?
[+] x:y:ycx
° (ax)-y =a(x-y)=x-(ay)
o (x+y)z=x-z+y- z

v

Koskai-i=j-j=1jai-j=0,
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Pistetulo: Ominaisuuksia

o x - x = |x||||x]| - cos 0 = [|x||?
[+] x:y:y:x
° (ax)-y =a(x-y)=x-(ay)
o (x+y)z=x-z+y- z
v
Koskai-i=j-j=1jai-j=0, on vektoreille x = x1i + xof ja
y =yii +y2j

x-y = (xi+xjf)- (i +yj)
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Pistetulo: Ominaisuuksia

o x - x = |x||||x]| - cos 0 = [|x||?
[+] x:y:y:x
° (ax)-y =a(x-y)=x-(ay)
o (x+y)z=x-z+y- z
v
Koskai-i=j-j=1jai-j=0, on vektoreille x = x1i + xof ja
y =yii +y2j

x-y = (xi+xj)- (1i + yof)
= xui - y1l + X1 - yof + x0f - y1i + xof - yof
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Pistetulo: Ominaisuuksia

o x - x = |x||||x]| - cos 0 = [|x||?
[+] x:y:ycx
° (ax)-y =a(x-y)=x-(ay)
o (x+y)z=x-z+y- z

v

Koskai-i=j-j=1jai-j=0, on vektoreille x = x1i + xof ja

y=yii+yj
x-y = (xi+xj)- (1i + yof)
= xui - y1l + X1 - yof + x0f - y1i + xof - yof
= X1y1 + Xo)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Jos x ja y ovat rivivektoreita, on matriisitulo

7
XyT:(Xl,...,Xn) :X1y1—|—...+Xnyn:x.y‘
Yn
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Jos x ja y ovat rivivektoreita, on matriisitulo

Y1
XyT:(Xl,...,Xn) :X1y1—|—...+Xnyn:x.y‘
Yn
ai
Jos A= | i | (riviesitys) ja B = (b1 ...b,) (sarake-esitys)
dn

ovat n X n-matriiseja, on
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Jos x ja y ovat rivivektoreita, on matriisitulo
y1
xyT = (x1,...,xn) : =X1y1+ ...+t XnYn=Xx'Y.
Yn
ai
Jos A= : (riviesitys) ja B = (by ... b,) (sarake-esitys)
dn
ovat n X n-matriiseja, on
al-bl 81-b2 al-b,,
a2-b1 32~b2 ag-b,,
AB = _ _
a,-b, a,-b, ... a,-b,
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Yleistys ja abstrahointi

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — R, on
sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Yleistys ja abstrahointi
Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — R, on
sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
(epanegatiivisuus ja epadegeneratiivisuus).
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Yleistys ja abstrahointi

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — R, on
sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
(epanegatiivisuus ja epadegeneratiivisuus).
e (x,y) = (¥, x) (vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus).

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 30 of 48



Vektoriavaruuksien geometriaa

Yleistys ja abstrahointi

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — R, on
sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
epanegatiivisuus ja epadegeneratllwsuus)

(
e (x,y) = (y,x) (vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus).
° (

ax + by, z) = a(x,z) + b(y, z) (lineaarisuus).
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Yleistys ja abstrahointi

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — R, on
sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
epanegatiivisuus ja epadegeneratllwsuus)

(
e (x,y) = (y,x) (vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus).
° (

ax + by, z) = a(x,z) + b(y, z) (lineaarisuus).

Vektoreiden x = (x1,...,xn) jay = (y1,...,yn) € R" pistetulo
maaritellaan x -y = x3y1 + ... + XnVn.
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Yleistys ja abstrahointi

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — R, on
sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
epanegatiivisuus ja epadegeneratllwsuus)

(
e (x,y) = (y,x) (vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus).
° (

ax + by, z) = a(x,z) + b(y, z) (lineaarisuus).

Vektoreiden x = (x1,...,xn) jay = (y1,...,yn) € R" pistetulo
maaritellaan x -y = x1y1 + ... + Xpyn- Tama toteuttaa sisatulon
ehdot.
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Yleistys ja abstrahointi

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — R, on
sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
epanegatiivisuus ja epadegeneratllwsuus)

(
e (x,y) = (¥, x) (vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus).
o (ax + by,z) = a(x,z) + b(y, z) (lineaarisuus).

Vektoreiden x = (x1,...,xn) jay = (y1,...,yn) € R" pistetulo
maaritellaan x -y = x1y1 + ... + Xpyn- Tama toteuttaa sisatulon
ehdot. Niin my6s vililla [a, b] jatkuvien reaalifunktioiden joukossa

CO[a, b] mairitelty
b
(f.g) = / fg.
a
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Sisatuloja on useita: Jos p1,...,pn, > 0, on

(x,y) = p1X1y1 + ...+ PnXnYn

on sisatulo.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Sisatuloja on useita: Jos p1,...,pn, > 0, on

(x,y) = p1X1y1 + ...+ PnXnYn

on sisatulo.

Maaritelma

n x n matriisi A on positiividefiniitti jos xAxT > 0 kaikille
x € R"\ {0}.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Sisatuloja on useita: Jos p1,...,pn, > 0, on

(x,y) = p1X1y1 + ...+ PnXnYn

on sisatulo.

Maaritelma

n x n matriisi A on positiividefiniitti jos xAxT > 0 kaikille
x € R"\ {0}.
Jos matriisi A on symmetrinen (A = AT) ja positiividefiniitti, on

(x,y) = xAy"

sisatulo.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Olkoon f : R" — R lineaarikuvaus. Koska lineaarikuvauksella on
myOs aina matriisiesitys, voidaan todeta etta

f(x) = Arx

jollekin matriisille 1 x n-matriisille Af (rivivektorille), kun x
esitetadn n x 1-matriisina (sarakevektorina).
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Olkoon f : R" — R lineaarikuvaus. Koska lineaarikuvauksella on
myOs aina matriisiesitys, voidaan todeta etta

f(x) = Arx

jollekin matriisille 1 x n-matriisille Af (rivivektorille), kun x
esitetadn n x 1-matriisina (sarakevektorina).

X1
Merkitdan Ar = a = (a1,...,an) ja x = : |, jolloin

Xn

f(x)=Ax=a-x".
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Cauchyn-Schwarzin epayhtalo

Jokainen sisatulo toteuttaa epayhtalon

(%, ¥)1* < (x,x)(y.y)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Cauchyn-Schwarzin epayhtalo

Jokainen sisatulo toteuttaa epayhtalon

(%, ¥)1* < (x,x)(y.y)

byt + . xaynl? S O+ A XD+ +yR)

A
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Cauchyn-Schwarzin epayhtalo

Jokainen sisatulo toteuttaa epayhtalon

(%, ¥)1* < (x,x)(y.y)

byt + . xaynl? S O+ A XD+ +yR)

/fgs/f2/g2
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V vektoriavaruus. Vektoriavaruuden normi on kuvaus
V — R, x — ||x||, joka toteuttaa seuraavat ehdot:
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V vektoriavaruus. Vektoriavaruuden normi on kuvaus
V — R, x — ||x||, joka toteuttaa seuraavat ehdot:
@ ||x|| > 0 ja ||x|| = 0 tarkalleen silloin kun x = 0 (positiivisuus
ja epadegeneratiivisuus)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V vektoriavaruus. Vektoriavaruuden normi on kuvaus
V — R, x — ||x||, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ ||x|| > 0 ja ||x|| = 0 tarkalleen silloin kun x = 0 (positiivisuus
ja epadegeneratiivisuus)
e ||ax|| = |a|||x|| (skalaarin siirto)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V vektoriavaruus. Vektoriavaruuden normi on kuvaus
V — R, x — ||x||, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ ||x|| > 0 ja ||x|| = 0 tarkalleen silloin kun x = 0 (positiivisuus
ja epadegeneratiivisuus)
e ||ax|| = |a|||x|| (skalaarin siirto)

o |[x +y|| < ||x|| + [ly|| (kolmioepayht3ld)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Olkoon V vektoriavaruus. Vektoriavaruuden normi on kuvaus
V — R, x — ||x||, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

@ ||x|| > 0 ja ||x|| = 0 tarkalleen silloin kun x = 0 (positiivisuus
ja epadegeneratiivisuus)

e ||ax|| = |a|||x|| (skalaarin siirto)

o |[x +y|| < ||x|| + [ly|| (kolmioepayht3ld) |

Sisatulo indusoi aina normin:

X[ = v/ (x; x)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Pistetulon indusoima kuvaus

]| = Vx - x=y/x2+ ...+ x2

on normi.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Esimerkkeja

Pistetulon indusoima kuvaus

]| = Vx - x=y/x2+ ...+ x2

on normi.
Myos

on normi. y
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V vektoriavaruus. Etaisyys on funktio V x V — R, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V vektoriavaruus. Etaisyys on funktio V x V — R, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:

e d(x,y) >0 ja d(x,y) = 0 tarkalleen silloin kun x =y
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V vektoriavaruus. Etaisyys on funktio V x V — R, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:

e d(x,y) >0 ja d(x,y) = 0 tarkalleen silloin kun x =y
e d(x,y)=d(y,x) (symmetria).
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V vektoriavaruus. Etaisyys on funktio V x V — R, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:

e d(x,y) >0 ja d(x,y) = 0 tarkalleen silloin kun x =y
e d(x,y)=d(y,x) (symmetria).
e d(x,y) <d(x,z)+ d(z,y) (kolmioepayhtald).
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Olkoon V vektoriavaruus. Etaisyys on funktio V x V — R, joka
toteuttaa seuraavat ehdot:

e d(x,y) >0 ja d(x,y) = 0 tarkalleen silloin kun x =y
e d(x,y)=d(y,x) (symmetria).
e d(x,y) <d(x,z)+ d(z,y) (kolmioepayhtald).

Jokainen normi maarittelee etaisyysfunktion

d(x,y) =[x — yl|.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Jos V on vektoriavaruus, jossa etdisyysfunktion d(x,y) = ||x — y||
maarittelee sisatulon indusoima normi, siis

(Xl = V/(x, x).

Talloin sanotaan etta avaruus on Euklidinen.

.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Jos V on vektoriavaruus, jossa etdisyysfunktion d(x,y) = ||x — y||
maarittelee sisatulon indusoima normi, siis

(Xl = V/(x, x).

Talloin sanotaan etta avaruus on Euklidinen.

Yllaolevan maaritelman mukaan Euklidisuus ei ole
vektoriavaruuden algebrallinen vaan geometrinen ominaisuus.
Vektoriavaruudelle on mahdollista maaritella seka Euklidisia etta
epaeuklidisia geometrioita.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 37 of 48



Vektoriavaruuksien geometriaa

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 4 38 of 48



Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — C, on
Hermiten sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma
Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — C, on
Hermiten sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
(epanegativisuus ja epadegeneratiivisuus).
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — C, on
Hermiten sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
(epanegativisuus ja epadegeneratiivisuus).

e (x,y) = (y,x) (vinosymmetria).
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — C, on
Hermiten sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
(epanegativisuus ja epadegeneratiivisuus).

e (x,y) = (y,x) (vinosymmetria).

o (ax + by,z) = a(x,z) + b(y, z) (lineaarisuus 1. argumentin
suhteen).
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus. Kuvaus V x V — C, on
Hermiten sisatulo, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:
e (x,x) >0 ja (x,x) =0 tarkalleen silloin kun x =0
(epanegativisuus ja epadegeneratiivisuus).

e (x,y) = (y,x) (vinosymmetria).

o (ax + by,z) = a(x,z) + b(y, z) (lineaarisuus 1. argumentin
suhteen).

Maaritelma

Vektoreiden x = (x1,...,xn) jay = (y1,-..,¥n) € C" Hermiten
pistetulo maaritellaan x -y = x3y1 + ... + XnYn-
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Vektoriavaruuksien geometriaa

@ Hermiten pistetulo tayttaa Hermiten sisatulon ehdot.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

@ Hermiten pistetulo tayttaa Hermiten sisatulon ehdot.

@ Riittavan saannollisten funktioiden joukolle

(f,g)—/abfg

on Hermiten sisatulo.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma: Kulma vektoriavaruudessa

Nollasta poikkeavien vektoreiden x ja y valinen kulma 6
maaritellaan
(x,y)

cosf) = ———"—.
x|yl
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma: Kulma vektoriavaruudessa
Nollasta poikkeavien vektoreiden x ja y valinen kulma 6

maaritellaan
(x,y)

x|yl
Nollavektorin valinen kulma toiseen vektoriin maaritellaan aina
suoraksi kulmaksi. )

cosf =
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Maaritelma: Kulma vektoriavaruudessa

Nollasta poikkeavien vektoreiden x ja y valinen kulma 6
maaritellaan

cosf = xy)

111yl

Nollavektorin valinen kulma toiseen vektoriin maaritellaan aina
suoraksi kulmaksi.

Cauchyn-Schwarzin epayhtalon perusteella

|6, x)1? < (o x) (s y) = lIxIP - [yl

joten

(6, )1 < [yl
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Esimerkki 82

Maaritelma

Olkoon (x, y) jokin sisatulo. Vektorit x ja y ovat ortogonaalit eli
kohtisuorat jos (x,y) = 0.
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Vektoriavaruuksien geometriaa
Esimerkki 82

Maaritelma

Olkoon (x, y) jokin sisatulo. Vektorit x ja y ovat ortogonaalit eli
kohtisuorat jos (x,y) = 0.

Maaritelma
Vektorijoukko {x1,...,x,} on ortogonaali, jos (x;, x;) = 0 aina
kun i # j. Ortogonaali joukko {x1,...,x,} on ortonormaali, jos

lisaksi (x;, x;) = 1.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

@ Jokaisesta ortogonaalista joukosta joka ei sisalla nollavektoria
voidaan helposti saada ortonormaali kertomalla kukin x;
norminsa kainteisluvulla |[x;||~2.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

@ Jokaisesta ortogonaalista joukosta joka ei sisalla nollavektoria
voidaan helposti saada ortonormaali kertomalla kukin x;
norminsa kainteisluvulla |[x;||~2.

@ R™:n luonnollinen kanta {e1,...,e,} on ortonormaali kun
sisatuloksi valitaan tavallinen pistetulo.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

@ Jokaisesta ortogonaalista joukosta joka ei sisalla nollavektoria
voidaan helposti saada ortonormaali kertomalla kukin x;
norminsa kainteisluvulla |[x;||~2.

@ R™:n luonnollinen kanta {e1,...,e,} on ortonormaali kun
sisatuloksi valitaan tavallinen pistetulo.

Olkoon V vektoriavaruus ja A = {x1,...,x,} joukko, joka ei
sisalla nollavektoria ja on ortogonaali jonkin sisatulon (x,y)
suhteen. Talloin A on lineaarisesti riippumaton.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen

Jos By = {by,...,b,} CR" on jokin kanta, on jokaiselle x € R"
olemassa kantaesitys:

X:X1b1+...—|—ann,
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen
Jos By = {by,...,b,} CR" on jokin kanta, on jokaiselle x € R"
olemassa kantaesitys:

X:X1b1+...—|—ann,

ja vektoria (xi, ..., x,) kutsutaan vektorin x koordinaattivektoriksi
kannan B; suhteen.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen

Jos By = {by,...,b,} CR" on jokin kanta, on jokaiselle x € R"
olemassa kantaesitys:

X:X1b1+...—|—ann,

ja vektoria (xi, ..., x,) kutsutaan vektorin x koordinaattivektoriksi
kannan B; suhteen.
Koordinaattivektori (x1,. .., x,) voidaan |oytda Gaussin-Jordanin

prosessilla (Yleensa tyolas prosessi)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen, Ortonormaali kanta

Jos By = {b1,...,b,} CR" on ortonormaali kanta, on jokaiselle
x € R" olemassa kantaesitys:

X:X1b1+...—|—ann,
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen, Ortonormaali kanta

Jos By = {b1,...,b,} CR" on ortonormaali kanta, on jokaiselle
x € R" olemassa kantaesitys:

X:X1b1+...—|—ann,

ja vektoria (xi, ..., x,) kutsutaan vektorin x koordinaattivektoriksi
kannan B; suhteen.
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen, Ortonormaali kanta

Jos By = {b1,...,b,} CR" on ortonormaali kanta, on jokaiselle
x € R" olemassa kantaesitys:

X:X1b1+...—|—ann,

ja vektoria (xi, ..., x,) kutsutaan vektorin x koordinaattivektoriksi
kannan B; suhteen.

Koordinaattivektori (xi, ..., x,) voidaan |oytaa laskemalla sisatulo
(x, b;), jolloin

(X, b,) = Xl(bl, b,) + ...+ X,'(b,', b,) 4+ ...+ Xn(bn, b,)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen, Ortonormaali kanta

Jos By = {b1,...,b,} CR" on ortonormaali kanta, on jokaiselle
x € R" olemassa kantaesitys:

X:X1b1+...—|—ann,

ja vektoria (xi, ..., x,) kutsutaan vektorin x koordinaattivektoriksi
kannan B; suhteen.

Koordinaattivektori (xi, ..., x,) voidaan |oytaa laskemalla sisatulo
(x, b;), jolloin

(X, b,) = Xl(bl, b,) + ...+ X,'(b,', b,) 4+ ...+ Xn(bn, b,)
= xi(b;, b;)
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen, Ortonormaali kanta

Jos By = {b1,...,b,} CR" on ortonormaali kanta, on jokaiselle
x € R" olemassa kantaesitys:

X:X1b1+...—|—ann,

ja vektoria (xi, ..., x,) kutsutaan vektorin x koordinaattivektoriksi
kannan B; suhteen.

Koordinaattivektori (xi, ..., x,) voidaan |oytaa laskemalla sisatulo
(x, b;), jolloin

(X, b,) = Xl(bl, b,) + ...+ X,'(b,', b,) 4+ ...+ Xn(bn, b,)
= x(bi, b)) = xi|bi||?,
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Koordinaattivektorin etsiminen, Ortonormaali kanta

Jos By = {b1,...,b,} CR" on ortonormaali kanta, on jokaiselle
x € R" olemassa kantaesitys:

X:X1b1+...—|—ann,

ja vektoria (xi, ..., x,) kutsutaan vektorin x koordinaattivektoriksi
kannan B; suhteen.

Koordinaattivektori (xi, ..., x,) voidaan |oytaa laskemalla sisatulo
(x, b;), jolloin

(X, b,) = Xl(bl, b,) + ...+ X,'(b,', b,) 4+ ...+ Xn(bn, b,)
= xi(bi, b;) = xi||bj||?,
siis
(vai)

G = T

~[[Bil?
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Vektoriavaruuksien geometriaa

Maaritelma

Olkoot x ja y # 0 avaruuden R” vektoreita. Talloin vektorin x
projektio vektorilla y tarkoittaa sita origon ja pisteen y kautta
kulkevan suoran L(y) pistettd x’, jolle x — x” on kohtisuorassa
vektoria y vastaan.
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Etaisyyden sailyttavat kuvaukset

Maaritelma

Lineaarikuvaus f : V — V sdilyttaa etaisyyden, jos
d(f(x),f(y)) = d(x,y) aina, kun x, y € V.
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Etaisyyden sailyttavat kuvaukset

Maaritelma

Lineaarikuvaus f : V — V sdilyttaa etaisyyden, jos
d(f(x),f(y)) = d(x,y) aina, kun x, y € V. Kuvaus f sailyttaa
normin, jos ||f(x)|| = ||x]|.
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Etaisyyden sailyttavat kuvaukset

Maaritelma

Lineaarikuvaus f : V — V sdilyttaa etaisyyden, jos
d(f(x),f(y)) = d(x,y) aina, kun x, y € V. Kuvaus f sailyttaa
normin, jos ||f(x)|| = ||x||. Kuvaus f sailyttaa sisatulon, jos

(f(x), f(y)) = (x,y).
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Etaisyyden sailyttavat kuvaukset

Maaritelma

Lineaarikuvaus f : V — V sdilyttaa etaisyyden, jos
d(f(x),f(y)) = d(x,y) aina, kun x, y € V. Kuvaus f sailyttaa
normin, jos ||f(x)|| = ||x||. Kuvaus f sailyttaa sisatulon, jos

(f(x), f(y)) = (x,y).

Olkoon etaisyys normin ja tama puolestaan sisatulon indusoima.
Jos lineaarikuvaus f : V — V sailyttaa sisatulon, sailyttaa se myos
normin ja etaisyyden.
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Etaisyyden sailyttavat kuvaukset

Maaritelma
Matriisi A on ortogonaali, jos AT = A1 siis ATA= AAT = I.
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Etaisyyden sailyttavat kuvaukset

Maaritelma
Matriisi A on ortogonaali, jos AT = A1 siis ATA= AAT = I.

Jos lineaarikuvauksen f : V — V matriisi Ar on ortogonaali, niin
kuvaus f sailyttaa pistetulon (ja siis myos tdman indusoiman
normin ja etaisyyden)
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Etaisyyden sailyttavat kuvaukset

Maaritelma

Matriisi A on ortogonaali, jos AT = A1 siis ATA= AAT = I.

Jos lineaarikuvauksen f : V — V matriisi Ar on ortogonaali, niin
kuvaus f sailyttaa pistetulon (ja siis myos tdman indusoiman
normin ja etaisyyden)

Maaritelma

Matriisin A adjugaatti maaritellaan A* = A" Matriisi A on
unitaarinen, jos A* = AL, siis A*A = AA* = |.
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Etaisyyden sailyttavat kuvaukset

Maaritelma

Matriisi A on ortogonaali, jos AT = A1 siis ATA= AAT = I.

Jos lineaarikuvauksen f : V — V matriisi Ar on ortogonaali, niin
kuvaus f sailyttaa pistetulon (ja siis myos tdman indusoiman
normin ja etaisyyden)

Maaritelma

Matriisin A adjugaatti maaritellaan A* = A" Matriisi A on
unitaarinen, jos A* = A1 siis A*A = AA* = |.

Jos lineaarikuvauksen f : V — V matriisi A on unitaarinen, niin f
sailyttdd Hermiten pistetulon (ja siis myos sen indusoiman normin
ja etdisyyden)

= g =
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