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Satunnaismuuttujat

Maaritelma

Asrellisen (tai numeroituvan) joukon X = {xq,...,x,} C R
todennakaisyysjakauma on funktio joka toteuttaa ehdot f(x) > 0
ja D .ex f(x) = 1. Talloin sanotaan, etta f on diskreetti
todennakoisyysjakauma ja etta satunnaismuuttuja X saa arvon x;

todennakaoisyydella f(x;).
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Satunnaismuuttujat

Jos f(x) >0 ja
/ f(x)dx =1,

—00

sanotaan etta f on jatkuva todennakoisyysjakauma.

W
Jatkuvaan jakaumaan f liittyva satunnaismuuttuja X saa arvon
valilla [a, b] todennakaisyydella

P(aSXSb):/bf(x)dx

a
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Satunnaismuuttujat

Satunnaismuuttujan X keskiarvo (odotusarvo) on

uw=E(X)= /00 xf(x) dx

—63 )
X1+Xx2+ ...+ Xy

1 1 1
E(X) = =Xt - +Xor— A+ Xp
n n n n

(tasainen diskreetti jakauma)

E(X)=x1-f(x1)+x2-f(x2) + ...+ x5 f(xn)

(yleinen diskreetti jakauma)
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Satunnaismuuttujat

Painottamaton noppa: X saa arvot {1,2,3,4,5,6}, jokaisen
todennakoisyydella %. Talloin

1 1

1
6
Painotettu noppa: X saa arvon 6 todennakoisyydella %ja arvot
{1,2,3,4,5} todennakdisyydella %0. Talloin

1 1 1 1
EX)=1-—+2-—+...4+45- —+6- - =4,5.
(%) 10+ 10+ + 10+ 2 ’
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Satunnaismuuttujat

Olkoon X silmalukujen summa kahden painottamattoman nopan
heitossa. Talloin

1 2 6
=2)=—P(X=3)=—,.. P(X=7)=—
5 1
(X =8) = o,...,B(X =12) =
Talloin 5
E(X)=2-— =t 12 = =7
%) 36jL3 36+ * 36
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Satunnaismuuttujat

Maaritelma

Satunnaismuuttujan X varianssi on (jatkuva jakauma)
o0
Var(X) = B(X = 1) = [ (x = ?F(x) s
—0o0
ja (diskreetti jakauma)

Var(X) = E(X — p)?) = 3 (x — n)*F(x)

xeX

Varianssin neligjuurta o = /Var(X) kutsutaan keskihajonnaksi.
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Satunnaismuuttujat

Jakaumafunktio eli kertymafunktio on

F(x)=P(X <x)= > f(x)

xi<x
(diskreetti jakauma) ja
Flx) = P(X < x) = / £(t) dt

(jatkuva jakauma)

lim F(x)=0, lim F(x)=1,

X——00 X—r00

F(x) on kasvava funktio
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Satunnaismuuttujat

Kahden nopan heitossa

F(x) = 0, kun x <2,
1

F(x) = 1—6kun2§X<3,
1

F(x) = Ekun3§x<4,
1

F(x) = 6kun4§x<5,

F(x) = % kun 11 < x < 12,

F(x) = 1kunx>12
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Satunnaismuuttujat

Jos X on satunnaismuuttuja ja g koko reaaliakselilla maaritelty
funktio, niin g(X) on myds satunnaismuuttuja ja

E(g Z g XI

(diskreetti jakauma) ja

E(g(X)) = / " g (x)f(x) dx

—00

(jatkuva jakauma)
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Satunnaismuuttujat

josa, beRjag(X)=aX+b

E(aX + b) / (ax + b)f(

= a/ xf(x)dx—f—b/oof(x)dx
= aE()?)—I—b -
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Satunnaismuuttujat

Satunnaismuuttujan X n:s origomomentti on (jatkuva jakauma)

(e.9]

an(X):E(X"):/ x"f(x) dx

—00
<

Maaritelma

Satunnaismuuttujan X n:s keskusmomentti on

o0

pnlX) = B(X = )" = [~ (x = 10"Fx)

—00

po(X) =1, m(X) = 0 ja pa(X) = Var(X).
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Satunnaismuuttujat

Keskusmomentti vs. origomomentti

Var(X) =y =B(X ~ i) = [ (x= ()
_ /_Z(X2 _ et PN B
- /_O; Wf(x) dx — 2u/: ) e /_Z £(x) dx
o —2p-pp+p?l=an—p?=ar—a?
E(X?) — E(X)?
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Esimerkki

Tasainen jakauma
X ={1,2,...,n}, P(X = i) = L Tillgin

n+1
2

:\'—‘

n(n+1) =

1 1 1 1 1
E(X):l-g+2-g+...+n-; (1jL A4n) = 5

ja

(n+1) n?—1

Var(X) = E(X?) — Z k2l -
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Esimerkki

Binomijakauma

Toistetaan todennakdoisyydelld p onnistuva koe (riippumattomasti)
n kertaa. Satunnaismuuttujan X arvo on onnistuneiden kokeiden
maara ja talloin

n

P(X = k) = <k> pi(L—p)" "

E(X) = np ja Var(X) = np(1 - p)
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Binomijakauma

Lentokoneen moottori menee epakuntoon todennakoisyydella
p > 0. Jos vahintaan puolet moottoreista on kunnossa, kone

selviytyy.
Todennakaisyys sille, etta kaksimoottorinen kone ei selviydy, on

p-p=p.
Todennakoisyys sille, etta nelimoottorinen kone ei selviydy, on

@ pP(1—p) + @ pH(1—p)° =4p> - 3p*.

1
4p —3pt < p’epe (0,§).
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Binaarinen symmetrinen kanava

0 — 1 ja 1 — 0 todennakoisyydella p.
Siirrettaessa 2-pituisia sanoja 00, 01, 10, ja 11 virhetodennakoisyys

G)p(l -p)+ <§>p2 =2p—p°
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Esimerkki

Koodaus

00 — 00000, 01 — 00111, 10 — 11100 ja 11 — 11011 nostaa
lahetysaikaa 2, 5-kertaiseksi. Merkitaan

C = {00000,00111,11100,11011} ja dekoodausfunktio &
maaritellaan Hamming-etaisyyden perusteella, siis esim.

5(10000) = §(01000) = 5(00100) = 5(00010) = 5(00001) = 00000.

Jos Hamming-etaisyys dy kahteen eri sanaan on yhta suuri,
maaritelladn 0 mielivaltaisesti. Esim. 6(10101) = 11100 mutta
voisi olla myos 00111.
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Esimerkki

Todennakoisyys sille, etta lahetettaessa sana ¢ saadaankin sana x

on

Esimerkiksi
P(00001 | 00000) = (1 — p)(1 — p)(1 — p)(1 — p)p = p*(1 — p)*

ja

P(01001 | 00000) = (1 — p)p(1 — p)(L — p)p = p*(1 - p)°.
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Esimerkki

Maaritelma

Jos ¢ € C, merkitaan

Ec = {x € F3 | d(x) # c}
ja
De={x€F3|d(x)=c}=TF3\ Ec.

Ec on siis niiden sanojen joukko, jotka eivat dekoodaudu
koodisanaksi ¢ ja D¢ sen komplementti.
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Esimerkki

Pe(c)= Y P(x|e)=1- > P(x|c)
XGEC XEDC

kertoo dekoodausvirheen todennakoisyyden kun syotteena on
koodisana ¢ € C.
Keskiarvo |
Per(C) = Tl > Pe(c)
ceC
Iimoittaa virhetodennakoisyyden kun kaytetdaan koodia C, olettaen
etta koodisanat jakautuvat yhta todennakoisesti.
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Esimerkki

Dooooo = {00000, 00001, 00010, 00100, 01000, 01001, 01010,
10000, 10001, 10010}

Doo111 = {00011,00101,00110,00111,01101,01110,01111,
10101, 10110, 10111}

D110 = {01100,10100,11000,11100,11101,11110}

Dijo1; = {01011,10011,11001,11010,11011,11111}

Virhetodennakoisyydet

P.(00000) = 1 — (1 — p)° = 5(1 — p)*p — 4(1 — p)*p?
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Virhetodennakoisyydet

Koodin C virhetodennakoisyys on keskiarvo edellisista:

Pe(C) = 8p° — 14p> 4 9p* — 2p°
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Esimerkki

Koodattu vs. koodaamaton

Pe(C)  p*(8—14p+9p* —2p3)
2p — p? 2p —2p?
p(4 —5p + 2p°)
4p
Jos esim. p = 155, on 4p = 5z5555
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Poisson-jakauma

Maaritelma

Jos X = NU {0}, on X:lla Poisson-jakauma, jos
)\k
A
P(X =k) = T |
AN _ AN A
kz € T > K| =1L
=0 =
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Poisson-jakauma

Poisson-jakauma on hyva approksimaatio Binomijakaumalle, mikali
p on pieni ja n suuri. Tarkemmin: Jos merkitdan p = A/n, on

ny\ n—k n—oo —,\)\k
()P A=p) ey
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Poisson-jakauma

Approksimaatio binomijakaumalle

Jos merkitddn p = 2 (A = np = E(X))

<:> pk(1—p)mk
- (e -

_ j(\l!(n(n_l)”,;,gn_k_’_l)(l—;\)n<1—A)_k
oo, ﬂ)\ik
k!
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Poisson-jakauma

Poisson-jakaumalle

E(X)= A\
ja

Var(X) = A

Jos f(k,t) = P(k tapahtumaa aikavalilla [0, t]) ja
@ tapahtumat ovat riippumattomat
o P(yksi tapahtuma h-pituisella aikavalilla) = (v + g(h)) - h,
5o h—0
missa g(h) —— 0.

@ P(k > 1 tapahtumaa h-pituisella aikavalilla) LmiN)

i —vt k k .
niin f(k,t) = % = e 237, missi \ = vt.
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Esimerkkeja

Sadasta signaalista keskimaarin yksi muuttuu kanavassa. Kun
lahetetaan 200 toisistaan riippumatonta signaalia, mika on
todennakoisyys sille etta ainakin kolme muuttuu?
Binomijakaumaa kayttaen:

P(X>3) = 1-P(X<3)
= 1- (280)0,010 . 0,992 _ (200)0 01! - 0,99'%°

2
< 00)0 012 .0,98'%

= 0,323321...
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Esimerkkeja

Poisson-jakaumaa kayttaen: Tassa p = 0,01 ja n = 200, joten
A=E(X)=0,01-200=2 ja

P(X>3) = 1-P(X<3)
20 21 92
_ . 72 <
=1 (0|+ +2|)
= 1l—e" (1+2~|—2)
= 0,323324...
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