Insinoorimatematiikka 3

Mika Hirvensalo
mikhirveQutu.fi

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Turun yliopisto

2022

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 13 1 of 21



Entropia

Maaritelma

Lahtokohtana on diskreetti satunnaismuuttuja X, joka voi saada n
arvoa xi, ..., X, todennakoisyyksilla p1, ..., pp.

Jakauman py, ..., pn, Shannon-entropia on

H(p1, ..., pn) = —K(p1Inpr + ...+ pslnpp),

missa K > 0 on vakio. Jos K = ﬁ sanotaan entropiaa
binaariseksi. Talloin 'I’:]’;" = log, p;. Maaritellaan lisaksi 0-In0 = 0.
Jos diskreetilla satunnaismuuttujalla X on jakauma py, ..., pp,

merkitaan yllaolevaa entropiaa myos H(X):I13.
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Jos kaikki arvot x; ilmaantuvat samalla todennakoisyydella % on

1

1 1 1 1 1
H(=,....2)=—(=logy = +...+=log, =) = | .
(=, ,n) (n ogy  + +nogzn) ogyn

n
Tama merkitsee sita, etta satunnaismuuttujan X esittaman viestin
valittamiseen tarvitaan keskimaarin log, n bittia.

Jos satunnaismuuttuja X saa arvon x; todennakoisyydella 1 ja
muut arvot xp, ..., X, todennakoisyydella 0, on

H(X)=—(1-logy1+0-log,0+...40-log,0) =0
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Satunnaismuuttuja X saa kaksi arvoa xp ja x;, molemmat
todennakoisyydella % Talloin

1

2 v
Satunnaismuuttuja X saa arvon xp todennakoisyydella % ja arvon
x1 todennakaisyydellsd 3. Tallin

1 1 1
H(X) = —(5 logs 5 + 5 log, 5) =1

1 1 3 3
H(X) = —(1 logz  + 7 logz Z) =0,811278...
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Entropia

Oletetaan etta reaaliarvoinen funktio H(p1, ..., py) toteuttaa
seuraavat ehdot:
e H(pi,...,pn) on symmetrinen ja jatkuva

o H(%,...,1) on ei-negatiivinen, aidosti kasvava
° Todennak0|snyJakaum|I|e (p1s---,pn)ja (g1,---,9m) on
voimassa
H(p1, ..., pn) + PaH(q1, ..., qm)
- H(P17-~-7Pn—1aPnQI7-~-aPan)-
Talloin

H(pi,....pn) = —K(prInp1+ ...+ pnlnpy),

missa K > 0 on vakio.
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Yhdistetty entropia

H(X,Y) == p(x,y)log, p(x,y)

Ehdollinen entropia

HX yj) ==Y p(x | y)logy p(x | ;)

HIX|Y) = pyj)H(X | y))

Informaatio

I(X | Y) = H(X)— H(X | Y)
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Maaritelma

Mikali n-pituinen jono satunnaismuuttujan X arvoista muodostuvia
viesteja voidaan koodata m = | rn]-pituisilla bittijonoilla, sanotaan,
etta koodaus onnistuu tahdilla (rate) r.

Shannonin lause

Jos r > H(X), on mahdollista koodata X:n arvot binaariseen
aakkostoon tahdilla r siten etta dekoodausvirheen todennakoisyys
|ahenee nollaa.

Jos r < H(X), edellamainittu koodaus ei ole mahdollista, vaan
dekoodausvirheen todennakoisyys lahenee ykkosta.
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Shannonin lause

Maaritelma

Binaarisen symmetrisen kanavan kapasiteetti on

C(p) =1— Ha(p),
missa p on kanavan virhetodennakoisyys.

Koodin C, informaatiosuhde on

_ log, |Cn‘
=,

R(Cr)

Shannonin lause 2

Jos p < %ja R < C(p) ja € > 0, niin on sellainen rajaluku
N = N(p, R,€), ettd aina kun n > N, niin on olemassa n-pituinen
binaarikoodi C, jolle R(C,) > R ja P, (Cp) < e.
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Sarjaoppia

(e.e]

° S:Za,, =at+at+a+...
n=1
e Mita "aareton summa" tarkoittaa?

_
/100fx)dx— I|m/ f(x)d

Sarja maaritellaan analogisesti.
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Sarjaoppia

51 = a1
S = a1+ a
S3 = art+a+as

: : .
Sn = Z adk
k=1

Osasummat muodostavat lukujonon S1, Sy, S, ...

Maaritelma

Lukujono a1, ap, a3, ... on funktio a: N — C; a(n) = a,
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Maaritelma

Lukujonon ay, ap, as, ... raja-arvo on A, merkitaan

lim a, =lima, = A,
n—00

mikali
(Ve > 0)(IM,)(n > M. — d(an, A) < €).

Maaritelma

Lukujono a1, ap, as, ... suppenee, jos lim a, on aarellisena
olemassa. Muutoin lukujono hajaantuu.
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Maaritelma

Lukujono a1, ap, a3, ... on kasvava, jos ap4+1 > ap kaikilla n € N.
Maaritelma

Lukujono ai, ap, as, ... on ylhaalta rajoitettu, jos a, < M kaikilla
n € N.

Ylhaalta rajoitetut, kasvavat lukujonot suppenevat
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Sarjat

Maaritelma
Olkoon aj, ap, as, ... lukujono. Sen osasummien jono Si, Sy, Ss,
n

. maaritellaan S, = g ak. Sanotaan, etta sarja
k=1

o0
>
n=1

o
suppenee (merkitddn Y _a, 1), jos S =1lim S, on 3érelliseni

n=1
o
olemassa. Muutoin sarja hajaantuu (merkitdan Za,, 1). Jos sarja
n=1

suppenee, sanotaan, etta sen summaon S = lim S,,.
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Esimerkkeja

Esimerkit 4-7 (Moniste 2019)
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Sarjat

o o
@ Jos sarjat Z an ja Z by, suppenevat, niin myos sarja

n=1 n=1

o0

Z(aan 4 an)

n=1

suppenee ja

Z(aan + Bbyp) = az an + ﬁz by.
n=1 n=1 n=1
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Sarjat

Lause

o (o)
e Sarja Z a, suppenee tarkalleen silloin kun Za,, (k>1)
n=1 n=k
suppenee, ja talloin on

[%9) k—1 fe's
E dn = E an + E danp.
n=1 n=1 n=k

o (0.)
@ Jos sarja Z |an| suppenee, niin myos Z an suppenee. Mikali

n=1 n=1
o0 o0
E |an| suppenee, sanotaan, etta E ap suppenee jtseisesti.
n=1 n=1

Talloin patee
(0.) o
> an| <D lanl-
n=1 n=1
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Geometrinen sarja

Lukujono a1, ap, a3, ... on geometrinen, jos kaikille n € N on

dntl _ q (vakio).
an

Geometrinen jono on siis muotoa a, aq, ag®, aq>, .. ..

v
Maaritelma

Sarja
oo
> an
n=1
on geometrinen, jos jono aj, ap, as, ... on geometrinen.
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Geometrinen sarja

Sh=a+ag+aqg>+...+aq" L.

Josg=1,0n S, = na.

Jos g=—1,0n S, =3(1+(-1)""1)a
1—4q"

l-q

Jos |q] <1, 0n g" =220

Josg#1,0onS,=a

Jos |g| > 1, ei raja-arvoa lim g" ole darellisena.
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Geometrinen sarja

Jos a # 0, suppenee sarja

(o]
> ad"
n=0
tarkalleen silloin kun |g| < 1. Suppenevassa tapauksessa sarjan

summa on
> 1
Zaq” =ay .
n=0 —q
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Geometrinen sarja

Esimerkki 8 (Moniste 2019)

Desimaaliesitys

1 1 5
141592 o00 = —t =+t =+ +...
3,141592653589793 3+ 10 + 102 + 103 + 108 +
Esimerkkeja
o Jokainen sarja
al an as
k+ —+-—S+-—=+...
+10+102+103+

missa a, € {0,1,2,...,9}, suppenee.

@ Esimerkit 9-11 (vuoden 2019 moniste)
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Suppenemiskriteereita

Jos sarja
(o9}
>
n=1

suppenee, niin lima, = 0.
v

Edellinen kriteeri on valttamaton, ei riittava ehto suppenemiselle.

o
1
Esimerkiksi harmoninen sarja E — hajaantuu, vaikka Iim% = 0.
n

n=1
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