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Suppenemiskriteereita

Jos sarja
(o9}
>
n=1

suppenee, niin lima, = 0.
v

Edellinen kriteeri on valttamaton, ei riittava ehto suppenemiselle.

o
1 . .
Esimerkiksi harmoninen sarja E — hajaantuu, vaikka I|m% = 0.
n

n=1
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Suppenemiskriteereita

Cauchyn suppenemisehto

o
Sarja Z an suppenee tarkalleen silloin kun

n=1
M+k
(Ve > 0)AMI(M > Mc Ak >0 | > ap| <€)
n=M

"Sarja suppenee mikali (katkaistu) loppuosa saadaan mielivaltaisen
pieneksi (< €) valitsemalla katkaisukohta M riittavan suureksi”
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Suppenemiskriteereita

Jos f on ei-negatiivinen ja vaheneva, on

/Oo £(t) dt < i f(n) < f(M)+/°° £(t) dt

Seuraus: Vertaaminen integraaliin

Olkoon f(x) > 0 ja vaheneva, kun x € [1,00). Tall6in

<
3
|
<
<
.

o

Zf(n)¢ @/oof(t)dw

Z ! @/ —dt¢ aSs>1

n=1

.
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Suppenemiskriteereita

Minorantti-majoranttiperiaate

Jos |ap| < b, jostain rajasta alkaen, niin

oani :>Z|a,,|¢ <:>Za,,¢>
n=1 n=1 n=1

° ) lan|t = bnt
n=1 n=1

Esimerkkeja
Esimerkit 13 ja 14 (vuoden 2019 moniste)
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Suppenemiskriteereita

Minorantti-majoranttiperiaatteen raja-arvomuoto

=L

Oletetaan, etta lim
b,

@ Jos L =0, niin Z|bn| 1= Z|an| {
n=1 n=1

@ Jos 0 < L < oo, niin Z|an|¢<:)2|bn|¢.
n=1 n=1

@ Jos L = oo, niin Z |bn| T = Z lan| 1.
n=1 n=1
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Suppenemiskriteereita

Osamaaratarkastin

o
Jos sarjassa E ap on jostain rajasta M alkaen

n=1

gl < g < 1, (g vakio) niin sarja suppenee itseisesti.

dn

an+1

> 1, niin sarja hajaantuu.
an

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 14 7 of 68




Suppenemiskriteereita

Osamaaratarkastimen raja-arvomuoto
Olkoon lim | #25} = [
oo
@ Jos L < 1, niin sarja Zan suppenee itseisesti.
n=1
o0
@ Jos L > 1, niin sarja Zan hajaantuu.
n=1

Esimerkkeja

°°2n
ozﬁ

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 14 8 of 68



Juuritarkastin

Lause (Juuritarkastin)

[o.¢]
Jos sarjassa Z ap on jostain rajasta alkaen
n=1
@ \/|an| < g < 1, niin sarja suppenee itseisesti
@ \/|an| > 1, niin sarja hajaantuu.

Juuritarkastimen raja-arvomuoto

Olkoon lim {/|an| = L.

@ Jos L < 1, niin sarja suppenee (itseisesti)

@ Jos L > 1, niin sarja hajaantuu
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Vuorottelevat sarjat

Maaritelma

Jos a, > 0, sanotaan, etta sarja

(e 9]

Z(_l)n—lan

n=1

on vuorotteleva.
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Vuorottelevat sarjat

Leibnizin lause

Jos a, > 0, jono a, on vaheneva ja lima, = 0, niin sarja

o0

Z(_l)nflan

n=1

suppenee. Jos lisaksi merkitaan

e} M
Y (-1)"ta, =Y (~1)"tap+ R
n=1 n=1

on

Ry = (—D)Mapr + (1M Payo + (1) apys + ...

samanmerkkinen kuin ensimmiinen poisjatetty termi (—1)Map;, 1
ja [Rul < ama-
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Sarjojen kasittely

Esimerkki 15 (vuoden 2019 moniste)

Sulkeiden asettaminen suppenevaan sarjaan ei muuta suppenemista
eika summaa.
Esimerkki 16. (vuoden 2019 moniste)

V.
Sulkeiden poisto voi muuttaa suppenemista tai summaa.
Esimerkki 17. (vuoden 2019 moniste)
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Sarjojen kasittely

e Sarja Z a, suppenee ehdollisesti, jos Z an suppenee, mutta
n=1 n=1

(0.0}
Z |an| hajaantuu.
n=1

e Sarja Z an suppenee itseisesti, jos myos Z |an| suppenee.
n=1 n=1

@ Jos sarja suppenee ehdollisesti, voidaan summaa muuttaa tai
saada hajaantuva sarja termien jarjestysta vaihtamalla.

@ Jos sarja suppenee itseisesti, termien jarjestyksenvaihto ei
vaikuta suppenemiseen eika summaan.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 14 13 of 68



Tulosarjat

o0
> aub

n,m=1

tarkoittaa sarjaa, jonka termeina ovat kaikki tulot a,b, n, m > 1
jossain jarjestyksessa.

o (0.0)
Jos S = Z amja T = Z b, suppenevat itseisesti, niin jokainen

m=1 n=1
%9

tulosarja Z ambp suppenee itseisesti kohti tuloa ST.

m,n=1
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Tulosarjat

Esimerkki 18 (2019 moniste)
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Funktioiden esityksista

Taylorin polynomit

F(x) ~ ag + aix + axx“ ... + apx”,

|

missa ay = F(’:!(O) yleistyy muotoon
F(x) = aif(x)+ axfa(x) + ...+ anfa(x)
= a1f(1,x)+ axf(2,x) + ...+ anf(n,x).

Funktiojonon fi(x), f2(x), f3(x), ... (Toinen merkinta:
fo(x) = f(n, x)) jasenii sanotaan kantafunktioiksi. Esim. 1, x, x?

x3, ...
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Funktioiden esityksista

Summaesitys
F(x) =aif(1,x) + axf(2,x) + ...+ anf(n, x)
voidaan yleistaa integraaliksi
b
F(x) = / a(t)f(t,x)dt,

mika voidaan viela yleistaa | lajin epaoleelliseksi integraaliksi
o
F(x) —/ a(B)F(£, %) dt.

Esimerkki .
r(x)_/0 " le tdt
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Funktioiden esityksista

Summaesitys

F(x) = a1f(1,x) 4+ a2f(2,x) + ... + anf(n, x)

voidaan yleistaa myos sarjaksi:

F(x) =) anf(n,x).
n=1
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Funktioiden esityksista

Yhteenveto
e Summa: F(x) = aifi(x) + a2fa(x) + ... + anfn(x)

e Sarja: F(x) = Z anfn(x)
n=1

@ Integraali: F(x) = /ba(t)f(t,x) dt

e}
e Epioleellinen integraali: F(x) :/ a(t)f(t,x)dt
1
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Potenssisarjat

Taylorin sarjat

Jos F:lla on kaikkien kertalukujen derivaatat pisteessa xp ja valilla
x € | toteutuu

F(x) = Z F(kzl(xo)(x —x0)* 4+ R(x — xo0)
k=0 '
nILrQO Rn(x — x0) =0,

niin F(x) voidaan (valilld /) esittdad Taylorin sarjana

F(x) = arlx — x0)*,
k=0

missa
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Potenssisarjat

Esimerkki 27 (vuoden 2019 moniste)
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Potenssisarjat

Maaritelma

Muotoa

F(X) = Zan(x - XO)n
n=0

olevaa funktiosarjaa sanotaan potenssisarjaksi.

Sijoituksella t = x — xp voidaan aina palauttaa tarkastelu
tapaukseen xg = 0. Teoriaa kehitettdessa voidaan siksi aina

rajoittua tapaukseen xg = 0. Talloin sarjaa kutsutaan myos
Maclaurinin sarjaksi.
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Suppenemissade

Jokaiselle potenssisarjalle

o
Z an(x — x0)"
n=0

on voimassa yksi seuraavista vaihtoehdoista:
@ Sarja hajaantuu aina kun x # xg
@ On olemassa luku R > 0 jolle patee: sarja suppenee, kun
|x — x0| < R ja hajaantuu kun |x — xo| > R
@ Sarja suppenee kaikilla x € R.

Lukua R kutsutaan suppenemissateeksi. Ensimmaisessa
tapauksessa sanotaan, etta R = 0 ja viimeisessa, etta R = oo.
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Potenssisarjat

Potenssisarjan summafunktiolle

F(x) = i apx"
n=0

sen suppenemisvalilla (—R, R) patee:
e F(x) on jatkuva
@ F(x) voidaan integroida termeittain.

@ F(x) voidaan derivoida termeittdin. Myos derivaattasarjan
suppenemissade on R.

Potenssisarjan summafunktiolla F(x) on olemassa kaikkien
F((0)

n!

kertalukujen derivaatat ja a, =
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Esimerkkeja

Binomisarja

Arkussinin sarja
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http://users.utu.fi/mikhirve/ins1920/InsC/E31.pdf

Sarjaopin sovelluksia

Eksponenttifunktio

x> x3 x4
_1+X+7+§+7+
Trigonometriset funktiot
. x> x> X7
sinx = x—§+——ﬂ+...,
ja
x> x* x®
cosx—1—§+——a+
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Sarjaopin sovelluksia

Imaginaariyksikon potenssit

/0—1,/1:/,/2:—1,/3:—/,/ :1,/5:/,
eix

B . (ix)2 (ix)3 (ix)4 (ix)5 (ix)6 (ix)7
TR T R TR TR
14 x2 X3 x* X5 X6 X
= +’X_§_’§+H+’§_E_’ﬁ+

x2  x*  xb x3 x5 X
= I_E—i_ﬂ_a—i_—i_l(x_?—i_ﬁ_ﬁ—i_)

— cosx +isinx

€
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Funktioiden esityksista

Nakokulma lineaarialgebrasta

Valilla [a, b] suppenevat potenssisarjat

o0
Z an(x — xp)"
n=0

muodostavat aaretonulotteisen vektoriavaruuden, kantana

{(x —x0)" | n € NU{0}}. Kertoimet saadaan lausekkeesta

(n) . " . .
Sy = Fni(ﬁ(o) missa F(x) on ylldolevan sarjan summafunktio.

Polynomifunktiot sisaltyvat tahan vektoriavaruuteen.
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Rekursioyhtalot

Maaritelma

Fibonaccin luvut F, ovat alkuarvoilla Fp =1ja F; =1 ja
rekursiolla F, = F,_1 + F,_» maaritelty lukujono 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, 34, 55, 89, 144, .. ..
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Fibonaccin luvut

Ratkaisemalla rekursioyhtalo (potenssisarjojen avulla) nahdaan,
etta

e L (59

Koska 1¥5 — 1,61803. .. ja 155 = —0,61803.
_ 1 — /5y ntl
s ( 2 ) -
ja siksi
F o~ 7(]_ + \/g)n—i-l
n \/g 2 .

Likimaaraistys on sita tarkempi mita suurempi n on.
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Fourier-analyysi

e f-taajuinen sinifunktio s¢(x) = sin(27fx)

e f-taajuinen kosinifunktio cf(x) = cos(27fx)

o f-taajuiset eksponenttifunktiot e, r(x) = > ja

e f(X) _ 67271'1'5(

Eulerin kaava:

err(x) = cr(x) +ise(x) ja e r(x) = cr(x) —ise(x)

1

er(3) = 5(esr() +er(x)) Ja 5() = o(esr(x) — ()
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Fourier-analyysi
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Fourier-analyysi

-1.0
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Fourier-analyysi

(8]
T

0T e e L S O f
1 | | | | f l|I
T O T L 1 R T T fi |
[ II | i .|II i ||I :II L A L J II: :
L 1] oz s 1| Logl [i egl | 1fe
L | | L [ &
\ | | | [ | |
I | | | T 1 1 | |
| \J | S [ II |
gl | | f | i
| 1] 1 W
| | | |
| | |
! g | l'.'
IL-'I | W
2k W
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Fourier-analyysi

—
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Fourier-analyysi

f-taajuisilla sini-, kosini- ja eksponenttifunktioilla on jakso T = %

Todistus (vain s¢:lle)

1 1
Sf(X—‘r?) = sin <27Tf(x + f)> = sin(2mfx + 27) = sin(27fx) = s¢(x

Funktioilla s2 (x), cz(x), ja ez (x) on jakso T.

s

Todistus (vain s:lle)

sa(x+T)= sin(27r;(x n T))

= sin (27r%x + 27rn) = sin (27r%x) = sz (x).
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Fourier-analyysi

T-jaksoiselle eksponenttifunktiolle patee

T orin, 0, josn#0
/a e’ dx_{ T, josn=0

Maaritelma

Fourier-sarjoille kahteen suuntaan aareton sarja tarkoittaa
(poikkeuksellisesti) seuraavaa:

ZF_IanOZF
n—=

n=—0o0
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Fourier-sarjat

T-jaksoisen funktion Fourier-sarja on

Lukuja F,, € C kutsutaan funktion f Fourier-kertoimiksi tai
spektriksi. Jos F, # 0 tai F_, # 0, sanotaan, etta funktiossa f
esiintyy taajuus + = nf. Kertoimia Fi, sanotaan myods taajuuden

+ amplitudeiksi.

Koska kaikki osafunktiot ovat T-jaksoisia, on myos summafunktio
(mikali suppenee) sellainen.
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Fourier-sarjat
Nakokulma lineaarialgebrasta

Suppenevat Fourier-sarjat

o
2min
E F,e ™%

n=—0o0

muodostavat aaretonulotteisen vektoriavaruuden, kantana
27in

{e T X | neZ}.

4
Hermiten sisatulo

) ) a+T . ) .
2min 27im 2min —2mim T oS m = n,
(e%x,e%x): e Nent Vdx— . :
o 0 muutoin.
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Fou rier-sarjat

2mn 2mim
Lasketaan funktioiden f(x) = Z F,e T % ja e T X sisdtulo:

2mwim

(f,e X)) = 3 Fu(e7%,e¥) = TFy,

Tasta saadaan

Luku « on vapaasti valittavissa. Luvun « kiinnittaminen maaraa
"ikkunan" [a, o + T], josta funktiota f tarkastellaan. Tyypillisia
valintoja ovat « = 0 ja a = —g.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 14 40 of 68



Fourier-sarjat

Olkoon f T-jaksoinen funktio, jolle toispuoleiset derivaatat ovat
olemassa. Olkoon lisaksi

/ f(x)e™ X dx

f(x) = Fpe ™%

Talloin sarja

suppenee pisteess3 xo kohti arvoa 3(f(xo+) + f(x—)).
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Fourier-sarjat

Reaalinen muoto

0o o 0o
2min
E F,,eTX— —I—E Acos
n=1

n=—0o0

missa A, = Fp+ F_, ja B, = i(F, — F_p).

Jos f on reaaliarvoinen, ovat A, ja B, reaalisia.
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Fourier-sarjat

Esimerkkeja
Esimerkit 37-39

/- A
6/ = ,.f
41 /
T o
Fd rd
I 5 A
ry //
r [
Vs ozl o
;
P ] i
e 5 .a/
It, I." 1 1
D5 = &
0.5 L AL 10 A3
- / //
- /.f //
-02F Py S
L / A
s
4 4 A
s rd
i 2 /
5 L J,/ ///
L o
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Fourier-sarjat

[}
=1
(3%}
T T T T 17T
el
I\-\-\.\-\-\-"—.
e
.P-FF'-'-
T
e
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Fourier-sarjat
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Fourier-sarjat
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Fourier-sarjat
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Fourier-sarjat
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- Z — sin(2mnx)

-8
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Esimerkki

Esimerkki 40

Vililla [—7, 7] on

2 0 n
4(—1
x2:7;+nz:1 (n2) cos nx

Vililla (0,27) on

o0

A .
X = —+ —5 COS nx — — sin nx
n n
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4 47 .
aF Z <ﬁ COS nx — Tsm nx)
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4 4 .
— COS NX — — sin nx
n

n2
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4 4 .
— COS NX — — sin nx
n

n2
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4 4 .
— COS NX — — sin nx
n

n2
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4 4 .
— COS NX — — sin nx
n

n2

e,
Lit
&=
T T
.,

/ 10

e
\'\
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Fourier-sarjat

Olkoon f on T-jaksoinen funktio, jolla on Fourier-sarja

o Do
Tin
E F,e T .

n=—0o0

Talloin Fourier-sarja voidaan integroida termeittain:

/ f(t) dt = Fox + Z Fr— 27”,7 e’ T 1)

nF#
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Fourier-sarjat

Jos lisaksi funktion f’ toispuoleiset derivaatat ovat olemassa,
voidaan Fourier-sarja derivoida termeittain:

2. 27in . 2mi
)= D “FFaem

n=—0o0

Termeittain integrointi ja derivointi ovat voimassa myos reaaliselle
muodolle.
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Esimerkki

o0

oo(x) = — Z % sin(27nx)

n=1
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Fourier-sarjat

Parsevalin kaava

Jos f:lla ja g:lla on Fourier'n sarjat

f(x) = Z F,e 7

n=—0o0

27rm
g Gpe T %,

n=—0o0

on talloin
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Fourier-sarjat

/ f(x)g(x) dx = Z FnG,.

n=—oo

Plancherelin kaava
/ = Z |Fpl?

n=—0o0
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Fourier-sarjat

> 2 A — 27 27n
f(x) = Z Foe T = 0+Z(A cos?x+B sin — T )
n=—oo
Funktion f Fourier-sarjassa esiintyy perustaajuus f = ja sen
kaikki kokonaislukumonikerrat 2, 2, ... (jos kert0|met # 0).
Taajuus + esiintyy amplitudeilla F1, (valhtoeht0|sest|.
amplitudeilla A, ja B))

Taajuuksien £ 2 3 . sijasta kaikki reaaliluvut f € [0, c0).
J T
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