Insinoorimatematiikka 4

Demonstraatio 2, 22.3. 2022

1. Mé&érita funktion é(x — f) amplitudi- ja vaihespektrit
Vastaus: -
Fiote— ) = [ da— e dn = i,
—00
T4ll6in siis amplitudispektri on |F(y)| = 1 ja vaihespektri on —2m fy.

Tulkinta: Signaalin §(z — f) spektrissé esiintyvit kaikki taajuudet y itseisar-
voltaan 1 amplitudilla, mutta vaihekulma on —27 fy.

2. Laske konvoluutio n
Sz — ﬁ) * sinc 2Bx.
Vastaus:

n ) > n. .
5<$_ﬁ)*s1nc2Bx = /005(t—2B)SlnC2B(x—t)dt

= sinc2B(z — %) = sinc(2Bx — n).
3. Laske ]-'[e_O‘IZ](y), kun « > 0. Ohje: Luentoruutu 3/10 ja skaalausperiaate.
Vastaus:

Pl )ly) = FlemVEP Yy = | [Te V0P = [Teo2
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4. Madrita edellisen tehtévin ja luentoruudun 3/10 perusteella sellainen vakio C,
ettd Ce %" on todennikdisyysjakauma. Laske tdmén jakauman odotusarvo ja
varianssi. Ohje: My6s luentoruutu 3/10.

Vastaus: Koska

/_OO fx)de=F(0)=C
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Valitsemalla C' = \/g saadaan todenndkdisyysjakauma. Odotusarvoa ja va-
rianssia varten lasketaan 1. ja 2. origomomentit, jotka saadaan spektrin F(y)
useampikertaisten derivaattojen nollakohdista. Namé puolestaan 16ytyvit Tay-
lorin kehitelmén avulla:

2
F(?/)—e_jy2 —1- 24
o
s e e F/(O) . F”(O) ,Ql_ﬁ 1
Tastd ndhdadn suoraan a1 = > =0 ja ag = 22 = —I? = 2a
Odotusarvo on niin ollen 0 ja varianssi ag — a3 = i

»

. .. _z
Huomautus: Arvolla o = % saadaan ns. standardoitu normaalijakauma \/%e 2

jonka odotusarvo on 0 ja varianssi 1



5. Kun a, 8 > 0, muotoa f(x) = Be=27” olevia funktioita ja niiden kuvaajia kut-
sutaan Gaussin kellokdyriksi. Totea aluksi etté jos f(z) on Gaussin kellokéyré,
niin myds | f(z)|? on. Olkoon « > 0 kiinnitetty. Méritd edellisen tehtéivin pe-
rusteella sellainen 3 > 0, ettéi |f(x)|* on todennikdisyysjakauma. Laske tdméin
jakauman varianssi, F(y) = F[f(x)](y), seké jakauman |F(y)|* varianssi.

Vastaus: | f(z)]? = B2e2%" missé 32,20 > 0, joten myds |f(z)|? on Gaussin
kellokdyra. Jotta

2|2 — ﬁ2€—2a12
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olisi todennikdisyysjakauma, pitiad edellisen tehtivin mukaan olla 52 = /22,

T
(/22 Edellisen tehtéivin perusteella jakauman |f (z)|* odotusarvo on

. . s 1 1
0 ja varianssi 55- = 75-

siis f =

2
Tehtavin 3 mukaan F(y) = B\/gefiya joten jakauma |F(y)|* on muotoa

2m 222 2
2 _2x%
PP = /2250

Edellisten tehtévien perusteella tdméan varianssi on -

4m2 -

Huomautus: Ylliolevien tehtéivien perusteella jakaumien |f(y)* ja |F(y)*
varianssien tulo on 16%. Ns. Heisenbergin epayhtdlén mukaan varianssien tu-
lo muotoa |f(z)|* ja |F[f(z)](y)|* oleville jakaumille on aina vihintéin té-
méan suuruinen. Heisenbergin epdyhtdléon liittyvaa periaatetta pidetddn yhte-
néd 1900-luvun tieteen merkittavimmista saavutuksista. Kvanttimekaniikkaan
sovellettuna se tarkoittaa esimerkiksi sitd, ettd hiukkasen liikemaérad ja paik-

kaa ei voi yhtiaikaisesti masrittdd miten tarkasti hyvinsa.

6. Kirjoita differentiaaliyhtdld kuvan piirin syottdjénnitteen z (input) ja mitat-
tavan jannitteen y (output) vilille ja tulkitse piiri signaalia muokkaavaksi lait-
teeksi: jinnite x olkoon sydte ja y tuloste. Selvitd milld tavalla y(¢):n spektri
Y (f) riippuu x(¢):n spektristd X (f). Selvitd lopuksi miten y(¢):n amplitudis-
pektri voidaan esittdd x(¢):n amplitudispektrin avulla.

Ohje: Jénnite y on sama kuin pisteiden c ja d vélinen jainnite. Merkitse piirissa
a —b— c— d— a kulkevaa virtaa I:114 ja kiytd Kirchhoffin sdéntdjd seké
sihkoteknitkan perusyhtiloita U = RI, U = € ja I = O Mittarin y kautta
kulkeva virta oletetaan nollaksi. Laske saadusta differentiaaliyhtéléstd Fourier-
muunnokset ja lopuksi spektrien itseisarvot.

Vastaus: x = RI + % = RCy' +y.
Merkitadn X(f) = Fle()](f) ja Y () = Fly(®)](f), jolloin

X = RC - 2mifY +Y = (2mifRC + 1)Y



ja siis
1
Y=———"—X
2mifRC + 17

mista
1

V1+ (27RCf)?

Jos merkitddn fo = ﬁ, saa viimeisin yhtdlé muodon

Y] =

X1

1
Y= ——=XI.
2

L+ ()

Tulkintaa: Funktion H(f) = ﬁ graafinen esitys (alla kuva arvolla
Jr L
fo

fo = 10) tarjoaa selityksen siithen, miksi tehtavin piirid kutsutaan alipadsto-
suodattimeksi. Funktion H(f) arvo on ldhelld lukua 1 kun taajuus f on lihelld
nolla, mutta f:n kasvaessa itseisarvoltaan suuremmaksi arvon H(f) ldhenee
nollaa.

Mikali tehtévan piiri ajatellaan laitteeksi, joka muokkaa lihtojannitteesta x (in-
put) tulostejdnnitteen (output), voidaan todeta ettd yhtilon |Y| = H(f)|X]|
perusteella ldhelld nollaa olevat taajuudet signaalissa x eivit vaimene paljoa-
kaan, mutta kaukana nollasta olevat taajuudet vaimenevat paljon: H(f) toimii
vaimennuskertoimena. H(f) onkin ideaalisen pulssifunktion reaalinen vastine,
joka voidaan toteuttaa passiivisilla (eivit tarvitse ulkoista virtalahdetta) kom-
ponenteilla téssd tapauksessa, jossa signaalia edustaa jannitteen vaihtelu.

. Signaalista f(z) on saatu 1000 néytettd aikavélilla [0, 1] tasaisin valiajoin, mi-
ki merkitsee sitd, ettd signaalia esittdd jono (fo, f1,. .., fog9). Tamén signaalin
diskreetti Fourier-muunnos on jono (Fy, F1,. .., Fygg). Minki taajuuden ampli-
tudia talloin edustavat F117 }714997 F782 ja F946?

Vastaus: Taajuudet ovat 11, 499, 1000 — 782 = 218 ja 1000 — 946 = 54

. Ftsi 2 x 2-matriisi U, joka toteuttaa 2-pituisten jonojen diskreetin Fourier-

muunnoksen:
< }0 ) (7< Jo >
I 1 fl '

Mikd on U:n ki&nteismatriisi? Ohje: M&iritd ensin muunnos luonnollisen kan-
nan vektoreille (1,0)7 ja (0,1)7.



Vastaus: Jos (Fy, F1) = DET(fo, f1), on

ja

L a1
Fl:\/ikzofke —\/Q(fo f1)

misté voidaan laskea DFT(1,0) = —(1,1) sekd DFT(0,1) =

ollen
1 /1 1
U_\/ﬁ<1—1>'

THstd voidaan maarittaa U~ = U.

(1, —1). Niiin

S
S\

. Olkoon (Fo, Fl, PN ,FNfl) = DFT(fQ, fl, PN 7fN71) ja (GO7 Gl, PPN GNfl) ==
DFT(g0,91,---,9n—-1). Sijoita summaan

N-1
Y GiFiy
r=0

lauseke Fj_,:lle (luentoruudut 4/18), vaihda summausjérjestys ja sievennd mah-
dollisimman pitkélle. Tulkitse néin saatu yhtald vertaamalla sitd Fourier-muun-
nosten konvoluutioon.

Vastaus:

1 N-1
— G ki, =
W; rd'l—r

_ 2mik(l=7)
N

1
VN
1 1 f 727rTik’l 27r1i'7k'r
= — — fre e
N k=0 r=0 N
N-1 N-1 N—-1
1 2mikl 1 2nikr ].
= =D e vV =) GV =% > fugre”
N> N3 N =
gk
Viimeisin lauseke on tulojonon (fogo, f191,- .-, fn—19n—1) diskreetin Fourier-

muunnoksen I:s alkio. Saatu kaava on siis diskreettien Fourier-muunnosten kon-
voluutio.
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