Insinoorimatematiikka 4

Demonstraatio 4, 5.4. 2022
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1. Ratkaise differentiaaliyhtélo y' — —y = ze
x

Vastaus: Homogeenisen yhtilon ¢’ — x—gy = 0 ratkaisut saadaan seuraavasti:

/
Y 1 d 1
==& —1 = —,
y  x? dx nlyl 2

1
josta In|y| = —— + Cy, |y| = eCoe ja edelleen y = +eCoe~x = Ce~ 3. Diffe-
x

rentiaaliyhtilén yleinen ratkaisu saadaan vakion varioinnilla: y = C (a:)e_%, ja
sijoittamalla tdm& DY:hyn saadaan

C'(x)efi + C(ac)e*%% - %C(x)e*% —ze & C'(x) = .

1
Téstd saadaan C(z) = 322 + C jay = Ce™s + 53526’%.

2. Ratkaise differentiaaliyhtild y2y’ = e®.

Vastaus: DY on separoituva:

24y

1
7 :ex@yzdy:exdw@/dey:exdx—i—C@3y3:ex+C.
x

Y

Téastéa saadaan myos eksplisiittimuoto y = (3e” + 30)%.
3. Ratkaise differentiaaliyhtilo
;T +Y
Yy = .
r—y
ottamalla kiytt6on uusi funktio z = £ (jolloin siis y = zx). Laske y’ kiytta-
mélla tulon derivointisdéntod, ja sijoita y = za differentiaaliyhtaléon.

Vastaus: differentiaaliyhtdlé voidaan kirjoittaa muotoon

,_ 143
y - 1_ Y-
X
Jos sijoitetaan z = ¥ on y = 2z ja y = 2’z + z ja yhtdlé saa muodon

/ _ 14z 1. 1422
Zrt =1 @ 2x ==

dz 1+ 22 1—=2 1
—x = = nt dz= [ —d C
dacx 1> zn1+z2 z /ac T+

, joka on separoituva:

ja edelleen

1
arctan z — 5 In(1+2%) =Inz + C.

1 2
arCtang—iln(l—l-y—Q)zlnx—l—C(:)arctang—ln\/m:C
x T x



4. Ratkaise differentiaaliyhtilo 3 + 2y = 1 4 e3%.

Vastaus: Homogeenisen yht#lon ¢/ +2y = 0 ratkaisut saadaan yritteelld y = e,

josta saadaan algebrallinen yhtdlé A + 2 = 0. Téten homogeenisen yhtilon
kaikki ratkaisut ovat muotoa y = Ce ™27,

Yksittaisratkaisu voidaan yritteilld kuten tehtévissd 1. Toinen vaihtoehto on
kiiyttiad vakion variointia: Olkoon y = C(x)e™2%, joka alkuperiiseen yht#loon
sijoittamalla tuottaa

C'(a:)eih =14+ = C'(z) = e 4+ 2%,

josta
1 1
C(x) = ze* 4+ - +C
(x) 5¢ + £e +C,
ja ndin ollen
1 1
y=5+ ge?"”f + Ce 2.

5. Ratkaise differentiaaliyhtils y' — 1y = 1.

Vastaus: Vasen puoli ei ole médritelty, jos x = 0, ja oletetaan aluksi ettd = > 0.
Ratkaistaan ensin homogeeninen yhtalo

& Inlyl=lnz+Cy & |yl =z oy = Cx,
Missii C' = e (kaksi eri ratkaisua). Lisiksi huomataan, etti vakioratkaisu
y = 0 voidaan myos esittdd tdssd muodossa kun valitaan C' = 0.

Tamin jilkeen alkuperdisen differentiaaliyhtélén ratkaisut saadaan vakion va-
rioinnilla: y = C'(z)z, josta y' = C'(z)x + C(x), joka sijoittamalla saadaan

1 1
C'(x)r —C(z) + —Clx)r =1 C'(z)z =1 C'(z) = —.
x x
Tastd C(x) = Inz + C ja edelleen y = xInz + Cx.
Tapaus x < 0 kisitellddn samoin, T&ll6in homogeenisen yhtélon ratkaisu on
sama kuin edelld, C(x) = In|z| + C ja téstd y = xln|z| + Cz. Ratkaisut
voidaan yhdistdd viimeisimpédin muotoon.

6. Ratkaise differentiaaliyhtild 3/ = 3223,

Vastaus: DY on separoituva ja ratkaisu saadaan seuraavasti:

d 1 1 11
dx y2 y2 y 4
josta y = 1 Jos kuitenkin y = 0 on vakio, ei jakaminen onnistu mutta

~Igic
174+C
voidaan todeta ettd y = 0 on my0s ratkaisu
7. Ratkaise differentiaaliyhtilo 3/ = ze™Y.

Vastaus: DY on separoituva ja ratkaisu saadaan seuraavasti:

d 1
dy:xey@eydy:xdxﬁ/eydy:/xdmﬁey:2:1:2—1-0,
x

josta y = In(32% + O).



8. Ratkaise differentiaaliyhtils ' = (z + 1)(y + 1)

Vastaus:
dy 1
o (x+1)(y + )@y—i—ldy (r+1)dx
1 1
& /dey:/(x+1)da:+C<:>ln]y+l:2x2+x+C’.

Tastd saadaan )
1,2
!y+ 1’ — 2% +x+C,

joten mikdli y > —1, on
-1+ 38 +a+C,

y =
Jos taas y < —1, on

y=—-1-— e%a@—l—z—&-c’
Jos y = —1 on vakio, ei jakaminen alussa onnistu mutta voidaan todeta etta
y = —1 on kuitenkin ratkaisu.

9. Ratkaise differentiaaliyhtilo
322 + 2zy + 3+ (2 — 4y)y’ = 0.

Ohje: Yht&lo on eksakti.

Vastaus: Koska %(&'EQ +2zy +3) =2z = 8%(3:2 — 4y), on yhtilo eksakti ja
ratkaisua varten etsitddn funktio F', jolle pétee

oF __ 2
{% = 3:;: +2xy + 3
G = T — 4y.

Ylemmin yht#lon perusteella F' = 23 + 2%y + 3z + C(y), josta %—5 =224+ C'(y)

ja alemman yht#lon perusteella C'(y) = —4y ja edelleen C(y) = —2y* + C.
Differentiaaliyhtdlon ratkaisu on téten

23+ 2%y + 3z — 2% =D.



