Insinoorimatematiikka 4

Demonstraatio 5, 12.4. 2022 (tarkoitettu itseniisesti pohdittaviksi, ei de-
motilaisuutta)

1. Esité yleinen ratkaisu DY-parille

¥ +4dr+4y = 0
Y42 +6y = 0

Vastaus: DY-pari on homogeeninen:

<z)’@<z>-

Koska matriisin A ominaisarvot ovat —8 ja —2 seki néihin liittyvit ominais-

1

(3) (1) (2)

2. Esitd yleinen ratkaisu DY-parille

1 -2
vektorit ( 1 ) ja < ), on DY-parin yleinen ratkaisu muotoa

¥ = 3r -2y 4t
y = 2z —2y +3€

Vastaus: Tapa 1: Etsitdin ensin homogeenisen DY-parin
z\ (3 =2 x
y ) \2 -2 y
A

ratkaisu. Matriisin A ominaisarvot ovat 2 ja —1 ja n#ihin liitty vt ominaisvek-

torit < ? > ja ( ; > Néin ollen homogeenisen DY-ryhmén yleinen ratkaisu

T 2 2 4 oot 1y 2e2t et c1
y ) ! 1 2 2 ) 7\ e 2t Co
——

X(t) c

Etsitddn epdhomogeenisen yhtélon ratkaisu vakion varioinnilla: Merkitdin @ =
X (t)e(t), josta &' = X' (t)e(t) + X (t)c/(t) ja néin ollen

X'(t)et)+ X#)d(t) = AX(t)c(t) + f < X () (t) = f,

R . t
missé on merkitty f = < 3¢

2 -2t 1,2t 2, —2t —t
fen =1 _ [ 3e —ze t . ste —e
ct)=X (t)f—< _%et %tﬁt >(36t>_<_étet+262t

‘ ) . Télloin



josta saadaan x:

x = X(t)c(t) = ( %ie;;t_t ) +X(¢) ( Z; )

Y14 olevassa yhtdlossd jalkimmdéinen yhteenlaskettava on homogeenisen DY-
parin ratkaisu ja ensimmédinen on yksittaisratkaisu DY-parille.

Tapa 2: Etsitdédn homogeenisen DY-parin ratkaisut kuten tavassa 1 ja yksittiis-

ratkaisu Laplace-muunnoksilla. Voidaan pyrkia ratkaisuun, jolle 2(0) = ( 8 ),

jolloin DY-pari
x'(t) = Az(t) + f(t)

muuntuu muotoon

sX=AX+F&e(s[-AX=F&X=(sI-A)"'F.

Laplace-muunnosten perusteella matriisin (sI — A)~! kii#inteismuunnos on e*4,

jolloin konvoluutiosddnnon perusteella saadaan yksittiisratkaisuksi

z(t) = e« f(t) = /t WA f (1) du = 4 /t e (u) du.
0

0

Matriisi et4 voidaan médrittids diagonaaliesityksen avulla: Kun valitaan P =

2 1\
1 2 )°

josta saadaan

2 —t 2 —t 2t
tA e 0 1 —e"+4e 2e " + 2e
er=r ( 0 et > P = 3 < —2e 7t —2e2 et — 2

ja téstd suoraan laskemalla

t 5.2t _ 4t t
A A —set —ze "+ 3e" -t
€ /Oeuf(u)du:<—ge%t—geg_t-i-%—t-i-?)et )

Tamé on yksittaisratkaisu DY-parille, joskin vektorin molemmista koordinaa-
teista voidaan kaksi ensimmaéistd summattavaa yhdistdd homogeenisen yhtdlon
ratkaisuun.

Kun verrataan titi aiempaan tapaan

X [ x-'wsa
voidaan huomata etti kyseessi on tdsmélleen sama muoto, jossa matriisi et4
on korvattu matriisilla X (t) = !4 P.

tA maarittdman lineaarikuvauk-

Huomautus: Matriisi X (¢) ei ole matriisin e
sen matriisi A:n ominaisvektoreiden muodostaman kannan suhteen, vaan ai-
noastaan vektori ¢ ratkaisussa & = et/

tamassa kannassa.

c esitetddn ominaisvektoreiden muodos-

Huomio my6s ettd matriisin et kiidinteismatriisi saadaan muodossa et ja

talloin X (¢)~F = P~le 4,



Tapa 3: Homogeenisen DY-parin ratkaisu voidaan 16ytda kuten edelld. Kirjoi-

tetaan sitten DY-pari differentiaalioperaattorin D = % avulla muotoon

(D —3)x +2y =
-2z +(D+2)y = 3é

Kertomalla ylempi luvulla 2 ja alempi operaattorilla D — 3 saadaan

2(D - 3)z iy = 2t
{ (D —-3)(=2x) +(D-=3)(D+2)y = (D-3)3¢, "’

josta (D? — D — 2)y = 2t — 6el, siis
y' —y — 2y =2t — 6e’.

Homogeenisen DY:m y” — 3/ — 2y = 0 ratkaisu 16ytyy yritteelld y = e, josta
saadaan algebrallinen yhtlo \2 — A —2 =0 X\ € {-1,2}.
DY:n yksittdiratkaisu jolle y(0) = 3/(0) = 0 voidaan 16ytaé Laplace-muunnoksilla:
Ensinnédkin
) 1 1
Y —sY =2V =2 — 6——,
s s—1
josta
1 ( 2 6
s2—-5—-2's2 s-—1

Téastd saadaan osamurtohajotelmilla

Y = ).

1 1 3 1 1 5 1
Y =—— +— =+ —-=
6 s—2 s—1 s2 25 3s+1
ja edelleen
11 1 5 11 5 1
Y= —Ee2t+3et—t+§—§e*t = —Fe%— geft—i—i —t+ 3¢,
—_——

Yu

misséd yg:lla merkitty ratkaisun osa on myds homogeenisen yhtalén ratkaisu,
jolloin yksittaisratkaisuksi voidaan valita myos yg = % —t+ 3el.

Yksittaisen ratkaisun 16ytdmiseksi myos funktiolle  voidaan kirjoittaa
/ 1 t t
x :3x—2y+t:3x—2(§—t+36)+t:3a:—1—|—3t—66,
josta saadaan edellimainittujen periaatteiden perusteella ensinndkin homogee-

nisen DY:n ratkaisuksi 2 = e3' ja Laplace-muunnosten avulla (reunaechdoilla
2(0) = 0)

1 1 1
sX=3X—-—-+35-6—,
s s s—1
josta (osamurtohajotelmien kautta) saadaan
1 1 3 6 3 3 1
X = —— 4 — — = — R
5—3( s T2 3—1) * 2

s—3 s—1 s

ja Laplace-kdinteismuunnoksen avulla

x = —3e3 + 3¢t — .



3. Olkoon

A1 0O
0 A 10
J= 00 XA 1
0 0 0 A
4 x 4 Jordan-lohko ja f(z) = Z apx” jollain vélilla suppeneva Taylorin sarja.
n=0

Kéyta sarjaa sekd lineaarialgebran tietoja ja etsi muoto matriisille f(.J). Vihje:
Lopputulos sisdltdd funktion f derivaattoja diagonaalin yldpuolella.

Vastaus: Koska

3

n d \n n d®> yn
BN G %@A
0 An A L)
J" = X 2! gAZ ,
0 0 AT i
0 0 0 A
ja f(J Z anJ", voidaan sarjojen summat laskea matriisialkioittain ja saa-
n=0
da . .
F) ) 7"V ;lefm()‘)
PP (SR OV R H
0 0 f
0 0 0 )

4. Esitd yleinen ratkaisu DY-parille

¥ = dr—4y
y = 9x— 8y

4 —4

Vastaus: Matriisin A = < 9 _8

) ainoa ominaisarvo on —2 ja tdhén liittyvat

ominaisvektorit ovat kaikki vektorin v; = < 3 ) monikertoja. Nain ollen tulee

etsidl yleistetty ominaisvektori, joka on siis yhtilén (A + 27)%x = 0 ratkaisu.
Koska (A +2I)? = 0, toteuttavat kaikki vektorit tdmin yht#lon.

Té&ll6in voidaan valita mikd hyvansé vektori, joka ei ole vektorin v; monikerta,

esimerkiksi vy = ( (1) ) Talléin

—2t
tA 2t 2e
e v =¢€ V1 = _

ja
vy = (vt 1A+ 2)0s) = e LY (0 )
2 2 2 0 9
_ e 2t 4 6te=2
- Ote—2t

Yleinen ratkaisu voidaan kirjoittaa naiden lineaarikombinaationa, siis

T\ 2e~ % n e 2t + 6te2t
Y T ge2 c2 Ote—2t



Huomautus: Yleistettyd ominaisvektoria vy = < 0 > valittaessa ei kiinnitet-

ty huomiota siihen, ettd tdmé muodostaisi Jordanin ketjun ominaisvektorin v
kanssa, siis ettd olisi (A — A\ )v; = vo. Tami ei kuitenkaan ole tarkedd DY-
parin ratkaisun kannalta, ainoastaan jos haetaan Jordanin normaalimuodon
vilittavaa matriisia P.

. Esitd yleinen ratkaisu DY-parille

¥ = dx— 4y +2t2
y = 9z —8y+et

Vastaus: Edellisen tehtdvan perusteella vastaavan homogeenisen yhtdlon rat-
kaisu on muotoa = X (t)c, missi

2e 2t 72 4 Gte= 2

X() = < 3¢ gt > ‘

Yksittéisratkaisu 16ytyy télloin esim. vakion varioinnilla (kts. teht&va 2):

xy = X(t)/Xl(t)f(t)dt

5— Tt 4 4t? — 2t
2L — 9t + 12 + e~ — 3t%e 2

ja koko ratkaisu saadaan yhdistamalld yksittaisratkaisu sekdi homogeenisen yh-
tdlon kaikki ratkaisut.

. Etsi DY-parille

de _  _ 9.2
{4 7%
dy _ _1

a = 2 1Y

ratakiyrit (kts. Luentoruudut 6.4.). Jos mahdollista, etsi myos eksplisiittiset
esitykset funktioille z ja y, kun alkuehdot ovat z(0) = 2 ja y(0) = 1.

Vastaus: Ratakiyrien DY

dy _ —3vy _ly
dr =212 4z

on separoituva. Sen ratkaisu saadaan seuraavasti:
1 1 /1
/dy: /dx+C’,
Y 4/ x

Fksplisiittinen muoto on mahdollista 16ytaé, sillda DY-parin ensimméinen DY
on niinikddn separoituva:

dx 1
e, g = [ at
dt xr <:>/ 21’2 / + 027

1

josta = $(t + Co) 7! ja edelleen y = C1(3(t + Co) 1)1,
Ehto 2(0) = 2 tarkoittaa 2 = (0 + C2)~!, miké kiinnittdd arvoksi Cp = 1.
Ehto y(0) = 1 niinikiéin kiinnittii arvoksi Cy = 271

josta y = Cl.’ri.



7. Etsi DY-parille
7% = Tty
ratakiyrit 1) joko DY-parin eksplisiittisen ratkaisun kautta (esitd reaalisina)
tai 2) esittdmalld DY-pari yhtend %:n differentiaaliyhtélond ja ratkaisemalla
tdmé. Vihje ratkaisuun: Méadrittele uusi funktio z = £ (Jolloin y = zx), las-

ke y:n derivaatta tulon derivointisdannén mukaan ja ratkaise z nédin saadusta
DY':sta.

Vastaus: Tapa 1: DY-pari voidaan kirjoittaa muodossa

<z>’<;;;><z>-

Matriisin A ominaisarvot ovat 144 ja 1 — ¢ ja néihin liittyvit ominaisvektorit

( ! ) ja < _12 ) Niin ollen yleinen ratkaisu on muotoa

1
< i; > _Cle(l—i-i)t( i > +626(1—i)t< —1@ >’

joka saadaan Eulerin kaavan perusteella muotoon
< x ) - < i(cy — co)el cost — (c1 + co)el sint )

Yy (c1 + ca)el cost +i(cy — c2)el sint

Jos vakiot ¢; = a+if (o, f € R) ja co valitaan siten, ettd co = ¢, saadaan
kaikki kertoimet reaalisiksi; télléin i(c; — c2) = =20 ja ¢1 + c2 = 2« ja

T\ —2Bet cost — 2ael sint
y )\ 2aelcost —2Belsint
Kyseessé on siis ratakiyrien parametrimuoto.

Huomautus: Suoraan laskemalla saadaan
2?4+ y? = 4(042 + ﬁz)e%,
josta
r=2]|c|e.

Téastd ndhdadn, ettd ratakdyrit ovat logaritmisia spiraaleja.

Selitys: Kiyrin tangentin suunta on (2, y’) ja suunta origosta pisteeseen (z, y)
n (z,y) — (0,0) = (x,y). Suoraan laskemalla (2/)2 + (y')? = 222 + 2¢? ja tiiti
kiayttamalla saadaan edellamainittujen suuntien kulman kosini:

(@ y) - (z,y) 2det+yy  (z-yrt+(@+y)y 1

&y Il V2(a2 4 y2) V2(22+y2) V2

Niin ollen DY-pari méarittda parametrimuotoisen kiyrén, jonka tangentti on
45 asteen kulmassa origosta lahtevain, kidyrin leikkaavaan suoraan. Téllaiset
kayrat ovat ovat logaritmisia spiraaleja.

Tapa 2: Vastaus: differentiaaliyhtilo voidaan kirjoittaa muotoon

p_ 1+
y_l—

8

8



Jos sijoitetaan z = ¥, on y = zx ja y’ = 2’z + 2z ja yhtdlo saa muodon

1—|—z<:>, 1+ 22
2T = ,
1—=2 1—-=2

z’:v—{—z:

joka on separoituva:

1+ 22 1-— 1
dz _ 1tz :>/ Zdz:/md:c—&-c

dr’ T 1-2 1+ 22
ja edelleen
1
arctan z — B In(1+2%) =Inz + C.
Sijoittamalla z = ¥ saadaan ratkaisuksi
2

1
arctan 2 — §ln(1+y—2) :hnaH—C'<:>8L1rctamg —lnm:a
x x x

Huomautus:

Niin saatua yhtdléd voidaan myos tulkita napakoordinaattimuodossa: 6 =
arctan £ on pisteen (z,y) vaihekulma ja r = /22 4 32 sen etdisyys origos-
ta. Nain ollen yhtal6é voidaan kirjoittaa muodossa

O—Inr=C<r=c %= Be.

Tamén muodon perusteella ratakiyrat ovat logaritmisia spiraaleja.



