Insinoorimatematiikka 4
Demonstraatio 6, 19.4. 2022
1. Palauta kolmannen kertaluvun differentiaaliyhtilé
2" + 42" + 52" —x =2t
differentiaaliyhtaléryhméksi, jossa esiintyy vain ensimméisen kertaluvun deri-
vaattoja. Ohje: Madrittele uudet funktiot y ja z luentoesimerkin mukaisesti.
Vastaus:

"

Jos merkitidéin 2’ = y jay' = 2z, on 2/ = ¢y’ = 2’ saadaan DY muotoon

2 + 4z + 5y — x = 2t ja DY-ryhmiksi saadaan

/

¥ =y
y = =z
2 = —4z—-by+ax+2

Huomautus: Runge-Kutta -tyyppiset menetelméit soveltuvat nimenomaan en-
simmaéista kertalukua oleviin DY-rymiin, joten tdménkaltainen reduktio saat-
taa olla tarpeellinen numeeristen menetelmien soveltamista varten.

2. Olkoon z syGte ja y tuloste, joille patee differentiaaliyhtilo
y' —y =22 — .

Maarita systeemin siirtofunktio. Ohje: Luentoruudut

Vastaus: Laplace-muunnokset laskemalla puolittain saadaan s?Y —Y = 25X —

X, josta
2s —1
y=2 X
s —1
Siirtofunktio on siis 5 )
S J—
G(s) = .

3. Onko edellisen tehtévin systeemi stabiili? Ohje: Stabiilisuus mééraytyy siirto-
funktion napojen mukaan, kts. luentoruudut.

Vastaus: Siirtofunktion G(s) osoittajan nollakohta on s = % ja nimittajan
nollakohdat ovat +1. Niin ollen siirtofunktiolla on napa z = 1, jonka reaaliosa
on > 0. Systeemi ei siis ole stabiili.

4. Selvitéd onko differentiaaliyhtilén
y(3)+2y”—y’—2y:x’—x

madrittadmé systeemi stabiili.

Vastaus: Siirtofunktion mé&irittdmistd varten lasketaan Laplace-muunnokset
puolittain:
Y +25%Y —sY —2Y =sX — X,

josta
s—1

Y =
§3+2s2 —5—2




Siirtofunktion G(s) = M;;%H nimittdjilla on kuitenkin nollakohta s = 1,
joten se jakautuu tekijdihin s3 +2s%2 — s —2 = (s — 1)(s + 1)(s + 2), ja tillsin
siirtofunktio voidaan kirjoittaa muotoon

1
(s+1)(s+2)
Niin ollen siirtofunktion navat ovat s = —1 ja s = —2, jotka ovat molemmat
negatiivisia ja systeemi on néin ollen stabiili.

G(s) =

. M&aérité jonolle z, = na™ Z-muunnos. Ohje: Hyddynné ensin muunnos jonolle
a™ (luennoilla) ja kokeile derivointia z:n suhteen.

Vastaus: Luennolla esitetyn mukaan

> z
Zla"] = Z anz " = .
vt z—a

Derivoimalla yht&lo

oo
Z a2 " = Z
= z—a
puolittain saadaan
o0
—na"z "l = a4
n=0 (Z N CL)2

ja tésta edelleen
oo
Z na"z " = — 2
n=0 (Z - a)2

Tistd nihddin, etti
az

Zna"l = —
[na"] —a)?

. Mairitellddn lukujono x,, ehdoilla zg =1, 1 =1 ja

Tpt2 = NTp41 + Ty

Kaytd Z-muunnoksia selvittdiksesi millainen eksplisiittinen lauseke saadaan
jonolle x,,.

Vastaus: Olkoon F' jonon z, Z-muunnos, siis

o0
F= E Tpz "
n=0

Jonon nxn,4+1 Z-muunnos saadaan soveltamalla edellisen tehtivin ideaa seu-
raavasti:

o o0
F=xy+ E Tpz " =x0+ E Tpp12 "7,
n=1 n=0
josta

o
2F = xgz + E Tpy12 "

n=0

ja derivoimalla saadaan

[o¢]
F 4 zF =29+ Z(fn)xnﬂz_"_l,

n=0



ja
oo
2F + 22F = zgz — Z NTp+12
n=0
Niin ollen

Z[nep41](z) = xoz — 22[xy] — sziZZ[xn].

Jos siis merkitddn symbolilla Z jonon z, Z-muunnosta, saadaan rekursioyhta-
16sta
2 2 _ 2 7/
27 — 112 — 202" =202 — 24 — 2° 7 + 7.

Alkuarvot o = x1 = 1 sijoittamalla saadaan yhtdlo muotoon
P27 4 (P4 2—-1)Z =2+ 22,

ja o = 1 tuottaa alkuehdon Z(0) = 1. Homogeenisen version ratkaisu saadaan

seuraavasti: ) )
A 22 +z—-1 1 1
i:—iz—l———i——’
VA% 22 z 22
josta Zp = Cz~le=*~:. Yksittaisratkaisu 16ytyy periaatteessa vakion varioin-
nilla. Taman lisdksi on etsittdvi kidnteinen Z-muunnos niin saadulle ratkai-

sulle Z(z) (tyolés, lopullista muotoa ei vaadita ratkaisun yhteydessi).

. Mééritellddn funktio f : R? — R lausekkeella

3

-y
f(xay)_x(,_’_yg‘

Selvitd mikd funktion f raja-arvo origossa (0,0), kun origoa ldhestytddn suoraa
y = kx pitkin. Ohje: Sijoita y = kx ja mairitd raja-arvo kun z — 0.

Vastaus: Jos y = kx, ja k # 0, on

23 -k B kx? 0
26+ (k-x)2 ot 4 k2

Jos k=0, on f(x,y) = x% = 0, joten téssdkin tapauksessa raja-arvo on 0.
Huomautus: Tamén tehtévin perusteella funktion f(x,y) raja-arvo nayttaa

olevan 0, mikéli pistettd (0,0) lahestytéddn jotain suoraa y = kz pitkin.

. Selvitd edellisen tehtdvin funktion raja-arvo origossa, kun origoa ldhestytdan
kiyrdd y = ka3 pitkin. Voiko eri km arvoja kohti 16ytyi erilaisia raja-arvoja?
Ohje: Samoin kuin edellisessd tehtivassa.

Vastaus: Olkoon y = ka3, missi k # 0 on joku reaalinen vakio. T#lldin
_ 2 - ka? _k
xS (kxd)2 14 k2

f(z, kazg)

Niin ollen raja-arvo riippuu siitd miti kolmannen asteen kiyriad v = ka3 pitkin
origoa ldhestytadn.

. Mésritellisin funktio f(z,y,z) = cos(xy?z3). Laske osittaisderivaatat g—ﬁ, %
ja %.
Vastaus:
9 cos(zy?2%) = —sin(xy?23) - 3223

ox



— cos(zy?23) = —sin(xy?2?) - 2ya2®

oy

5 cos(zy?2?) = —sin(zy?23) - 322y
z



