Insinoorimatematiikka 4
Demonstraatio 7, 26.4. 2022

1. Olkoon f : R? — R? midritelty funktio f(r,0) = (rcosf,rsin@). Miki on
funktion f Jacobin matriisi? Entd mikd tdmé matriisi on jos (r,0) = (3, 2F)?

Vastaus: Jacobin matriisi on (kun muuttujat numeroidaan jarjestyksessa r, 6)
cosf —rsinf
sinf  rcosd

Pisteessd (r,0) = (3, 2F) timé4 saa arvon

0 3
-1 0
2. Etsi funtiolle f(r,#) paras mahdollinen lineaarifunktioapproksimaatio pistees-

s (3, 37”) Tarkennus: Etsi pyydetyn funktion matriisi luonnollisten kantojen
suhteen esitettyna.

Vastaus: Luonnolisten kantojen suhteen kysytty matriisi on

0 3
-1 0
3. Olkoon f(z,y) = 3z + 22 — 3. Oletetaan, ettd arvot (z,y) = (200,300) ovat

mitattuja, ja niissd voi olla mittausvirhettd |dz| < 1 ja |dy| < 2. Arvioi ko-
konaisdifferentiaalin avulla kuinka paljon mittausvirhe voi vaikuttaa arvoon

£(200, 300).
Vastaus: Kokonaisdifferentiaali on
daf = gd:cﬂ—gdy: (3 + 2z) dz — 3y° dy.
ox oy

Téhén sijoitettuna lukuarvot antavat arvion

|df |

(34 2-200) dz — 3 - 300% dy|
< 403 |dz| + 270000 |dy| < 403 - 1 4 270000 - 2 = 540403.

Mittausarvoon 3 - 200 + 2002 — 300% = —26959400 nihden tdméi mittausvirhe
on kuitenkin varsin vahéainen.

4. Siilion sisdlimpétilaa edustaa lauseke T'(w,y, z) = 3zy?2® + 23922 + zy?22.
Esinetta pisteessd (1,1,1) tahdotaan siirtda suuntaan, jossa lampdétila laskisi
mahdollisimman nopeasti. Mihin suuntaan silloin esinetti pitiisi siirtda?

Vastaus: Lampotilan nopein muutos tapahtuu gradientin suunnassa. Téssé ta-
pauksessa

VT = (3y223 + 322922 + 222, 6ay2S + 203y z + 22922, 9wy 2?4+ 23y + 2:1:y22)

Gradientti pisteessd (1,1,1)
Onsiis T(3+3+1,6+2+2,9+1+2)=(7,10,12)



5. Etsi funktion f(z,y) = 202 — 2 +y? —y suurin ja pienin arvo kolmiossa (sisiltii
reunan), jonka kirkipisteet ovat (0,0), (0,1) ja (1,0). Ohje: suora y = —x + 1
kulkee kahden kirkipisteen kautta.

Vastaus: Adriarvot 16ytyviit joko sisiiosasta tai reunoilta.

Vi (y) = (e = 1,25 = 1) = (0,0) & (,9) = (. 5)

Tama piste kuuluu sisdosaan, ja f(i, %) = —%

Tarkastellaan reunaa z = 0, 0 < y < 1. T4ll4 reunalla f1(y) = f(0,y) = y> —y.
A)=2-1=0sy=73jaf(0,3)=—1

Tarkastellaan reunaa y = 0, 0 < z < 1. T4lld reunalla fa(z) = f(x,0) =
Tarkastellaan reunaa y = —x + 1, 0 < z < 1. T&ll reunalla f3(x) = 222 —x +
(—2+1)? - (—2+1) = 322 — 22. f3(z) =6z —2=0&0= %ja fg(%) =1
Tarkastetaan viela arvot reunojen paatepisteissa (kolmion kérkipisteet): f(0,0) =
0, f(0,1) =0, f(1,0) = 1.

Niistd huomataan, ettd funktiolla on suurin arvo 1 ja pienin arvo —3

g.
6. Etsi funktion f(z,y) = 22 +y suurin ja pienin arvo yksikkdympyralld 22 + 12 —
1 =0 kiyttamalld Lagrangen kertoimen menetelmaa.

Vastaus: Merkitdin
F(z,y,\) =22 +y + A2? +y* - 1),

jolloin%—i:2x+2)\x, %—5:1+2)\yjag—§:m2+y2—l.

Ratkaistaan yhtaloryhma

20 +2Xx = 0
1+2xy = 0
x2+y2—1 = 0

Jos © = 0, saa ryhmd muodon

1+2xy = 0
> -1 = 0.

ja alimmasta yhtdlostd y = +1. Jos taas x # 0, saadaan ylin yhtdlé muotoon

1+ A =0, josta A = —1 ja téll6in toinen yhtild saadaan muotoon 1 — 2y = 0,
josta y = % Talléin alimmasta yhtilostd saadaan 22 = %, siis « £ §
Laskentaan funktion f arvot mahdollisissa pisteissd: f(0,1) = 1, f(0,—1) =

-1, f(:l:?) = % Nain ollen suurin arvo on % ja pilenin —1.

7. Laske funktion f(z,y) = 222 —x+y?—y integraali yli suorakulmion [0, 2] x [0, 3]



Vastaus:

2 13
/0/0(2x2—x+y2—y)dydx

L 1o

2
= 2 — — 22 d
/0 z%y zy + 3y 2y)$

2 9
= /O (6x2—3x+9—§)da:

3 9
— 3_922 7
= {(29& 5% +2x)
= 16-6+9=19.

8. Laske funktion f(z,y) = 2z — y integraali yli kolmion, jonka kirkipisteet ovat
(0,0), (0,1) ja (1,0). Ohje: Kolmion kahta kérkipistettd yhdistdd suora y =
—x 4+ 1, joten jos esimerkiksi z ulompana integrointimuuttujana kiy lapi véilin
[0, 1], niin y sisempénd muuttujana kulkee vilin [0, —z + 1]. Integrointijirjestys
voidaan valita my0s toisin.

/1 /_xH(Q:B —y)dydx

Vastaus:

1
1, 5
0
- 5+3 I 1
6 2 2 6

9. Olkoon A alue jota rajoittaa y-akselin vili [0, 1], Jana pisteestd (0, 1) pisteeseen
(1,1) ja Kiyrd y = /7. Laske funktiolle f(z,y) = ¢¥" integraali

/7

Vastaus:



