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Luku 1
Johdanto

1.1 Kerrattavaa

Tétd opintojaksoa varten tulee hallita aiemmissa insind0rimatematiikan kursseissa esitetyt tiedot. Opis-
kelijan on varmistauduttava, ettd Insinddrimatematiikka A:sta on omaksuttu ainakin seuraavat asiat:
kompleksilukujen kisittely, napakoordinaattiesitys, ykkosenjuuret, Eulerin kaavan mukainen yhteys eks-
ponenttifunktion ja trigonometristen funktioiden vélilld ja osamurtohajotelmien etsiminen. Insind6rima-
tematiikka B:sti tulee olla hallussa erityisesti derivointisddnnét, antiderivaatan 10ytdminen (madrddméton
integraali), kompleksiarvoisen funktion integrointi yli reaalisen vilin, I lajin epéoleelliset integraalit ja
niiden suppenemistarkastimet.

1.2 Kurssin sisallosta

Historiallisesti tarkastellen voidaan havaita matematiikkaa sovelletun erittdin monissa kdyttokohteissa
kautta aikojen. Varhaisimmat sovellukset liittynevit ajanlaskuun, astronomiaan, kaupankiyntiin ja maan-
mittaukseen. Uuden ajan alkaessa matematiikasta oli tullut korvaamaaton apuneuvo luonnontieteiden
kehitykselle. Matematiikkaa on usein kutsuttu luonnontieteiden kieleksi, ja katsaus menneeseen osoittaa,
ettd tdimd luonnehdinta on erittdin kuvaava. Mekaniikan kehittiminen, kvanttimekaniikasta puhumatta-
kaan, ei olisi ollut mahdollista ilman tarpeeseen sopivaa matematiikkaa. Aina 1900-luvun puoliviliin
asti fysiikka lieni tirkein motivaatio uuden matematiikan kehittdmiselle. Sittemmin uuden matematiikan
kehittdminen on liittynyt yhd enenevissd médrin informaatioteknologian ja biologian tarpeisiin.

Erityisen mielenkiintoisia ovat havainnot, joissa huomataan jotakin tarkoitusta varten kehitetyn ma-
tematiikan soveltuvan hyvin my6s muihin asiayhteyksiin. Joseph Fourier mallinsi limmon johtumista,
mutta hinen tyonsa on sittemmin havaittu soveltuvan yleisesti aaltoliikkeiden kuvailemiseen. Fourier’n
toitd jatkamalla on paddytty matematiikan osa-alueeseen, jota nykyisin kutsutaan Fourier-analyysiksi tai
harmoniseksi analyysiksi. Yleensd harmonisen analyysin ymmairretddn terminé olevan laajempi kisite,
joka sisdltdd Fourier-analyysin.

Taustatietoa

Joseph Fourier (1768-1830) oli ranskalainen matemaatikko ja
fyysikko, joka tutki mm. ldmmonjohtumista. Nykyinen Fourier-
analyysi, joka on yksi tdrkeimmistd menetelmistd informaation
késittelyssd ja analysoinnissa, pohjautuu hinen téihinsa.

(kuva: Wikimedia Commons)
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Aaltoliikettd koskevan teorian sovellusalue ei ole vihdinen, silld kvanttimekaniikan mukaisesti fysi-
kaaliset objektit voidaan kuvata aaltoliikkeind. Niinpd Fourier-analyysié voidaan pitdd yhtend kvanttime-
kaniikan kulmakivena. On kuitenkin huomattava, ettd kvanttimekaniikan teoriassa tarvittavat harmonisen
analyysin yleistykset saattavat poiketa perinteisestd Fourier-analyysistd hyvinkin paljon. Lisdksi harmo-
ninen analyysi saa entistd enemmin ilmaisuvoimaa kun sen koneistoa tulkitaan lineaarialgebran kautta.

Fysikaalisten sovellusten, kuten limmonjohtumisen tai aaltoliikeopin ohella on Fourier-analyysilld
erittdin térkeitd sovelluksia informaatiotekniikassa. Aaltoliikeoppiin perustuvat perinteiset sovellukset
ovat viime kiddessd ymmarrettivissd sitd taustaa vasten, ettd suuri osa nykyisestd informaation siirrosta
perustuu johonkin aaltoliikkeeksi kuvailtavaan fysikaaliseen ilmioon, kuten sihkdmagneettiseen sétei-
lyyn. Ehké kuitenkin kaikkein laajimmin nykyisin esiintyvd Fourier-analyysin sovelluskenttd perustuu
minkd hyvinsé informaation tulkitsemiseen aaltoliikkeiden yhdistelméksi. Télld tavoin on mahdollista
soveltaa harmonista analyysia esimerkiksi digitaalisen déinen tai kuvan pakkaamiseen ja kisittelemiseen.

Fourier-analyysin merkitystd signaalinkésittelylle on vaikea yliarvioida. Fourier-muunnoksia on pe-
rinteisesti kdytetty ilmididen jaksollisuuden analysoinnissa, mutta digitaalisen signaalinkésittelyn myota
Fourier-analyysin kédytdnnon sovellusten merkitys on kasvanut ennennidkeméttomén suureksi. Harmoni-
sen analyysin sovelluksia 16ytyy kiytdnnollisesti katsoen jokaisesta digitaalista signaalia késittelevisti
laitteesta, kuten matkapuhelimesta, digikamerasta, blue-ray -soittimesta, jne.

Fourier-analyysi on my®6s erittdin oleellinen osa nykyaikaista luonnontieteellistd tutkimusta. Periaat-
teellisella tasolla spektroskopia ja Fourier-analyysi ovat vahvasti toisiinsa kytkoksissid. Spektroskopian
laboratoriomenetelmit voidaan ymmartdd Fourier-analyysin kautta ja parhaimmat nykyaikaiset spekt-
rometrit perustuvat Fourier-analyysin laskennallisiin sovelluksiin. Tyypillinen sovellus on jonkin mo-
lekyylin ldsnédolon tai poissaolon tunnistaminen: Jos molekyylin tiedetidn absorboivan tai emittoivan
sahkomagneettista sateilystd tietyilld aallonpituuksilla, tulee néytteestd ldhtevistd sdhkomagneettises-
ta siteilystd (esim. valosta) selvittdd, milld vahvuuksilla eri allonpituudet siind esiintyvit. Esimerkiksi
molekyylien rakenteen tunnistamisessa kiytettdvd, ydinmagneettiseen resonanssiin (NMR) perustuva
menetelmi pohjautuu viime kéddessi Fourier-analyysiin.

Perinteinen, ns. jatkuva Fourier-analyysi keskittyy integraali- ja differentiaalilaskennan koneiston
ympdérille, mutta sovelluksissa erittdin tirkeéksi nousee diskreetti Fourier-analyysi. Jatkuva ja diskreetti
Fourier-analyysi tukevat toisiaan sekd teorian ymmartimisessa ettd kdytinnon sovelluksissa.

Kurssilla Insindorimatematiikka C on tarkoitus perehtyd Fourier-analyysin perusteisiin. TAtd varten
tarvittavia matemaattisia tyokaluja, differentiaali- ja integraalilaskentaa, erityisesti I lajin epéoleellisia
integraaleja, on esitelty jo Insind6rimatematiikka B:ssd. Ennen Fourier-analyysiin siirtymisti tulee kui-
tenkin vield esitelld yksi puuttuva matemaattinen tyokalu, nimittdin sarjaoppi. Siksi tdmi kurssi alkaa
sarjaopin osiolla, jonka yhteydessi laajennetaan I lajin epdoleellisten integraalien yhteudessi esitettyja
kisitteitd. Varsinainen Fourier-analyysi aloitetaan Fourier’n sarjojen kisittelylld ja tdstd 1dhtokohdasta
jatketaan Fourier’'n integraaleihin. Kurssin lopuksi esitetddn myos Fourier-muunnoksille sukua olevat
Laplace-muunnokset, joilla on vakiintuneet kayttokohteensa elektroniikassa.

1.3 Funktioiden esityksista

Erityisesti lineaarialgebran nidkokulmaa korostava ldhestymistapa harmoniseen analyysiin on seuraavan-
lainen: Ajatellaan funktion F(x) esittivin jotakin fysikaalista suuretta, jonka arvo riippuu x:sti (x voi
esittdd vaikkapa aikaa). Funktion F ominaisuuksien tarkastelua varten saattaa olla hyddyllistd esittdd F
joidenkin yksinkertaisten funktioiden avulla. Insind6rimatematiikka B:ssi esiintynyt Taylorin polynomi
on esimerkki tillaisesta esityksestd, jossa tosin esitys ei ole eksakti vaan likimiirdinen:

F(x) ~ ap + aix + axx® + a3x°> + ... + apx". (1.1)
Téssd tapauksessa polynomit 1 = X0 x = x!, x2, %3, ..., muodostavat ’yksinkertaisen” funktiosysteemin,
jonka avulla "monimutkaisempi” F esitetddn (likiméardisesti). Kertoimien ag, aj, as, ... midrittami-

nen on esityksen (1.1) kannalta tietenkin erittdin tdrked kysymys, ja Taylorin polynomeja koskevassa
Insin6orimatematiikka B:n luvussa tdmai ratkaistiin seuraavasti: a; = %F ®)(0).

Esitys (1.1) voidaan yleisti seuraavasti: funktioiden f;(x) = x¥ sijasta valitaan mitki hyvinsi jossain
madrin yksinkertainen funktiojono fy, fi, f2, . . ., ja pyritdén esittimidin monimutkaisempi F muodossa

F(x) = apfo(x) + a1 filx) + ar fo(x) + ... + anfu(x), (1.2)
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joko eksaktisti tai likiméaardisesti. My0s esityksessd (1.2) oleelliseksi kysymykseksi muodostuu se, miten
kerroin ay saadaan, kun F tunnetaan. Timai riippuu tietysti siitd minkélainen valittujen “kantafunktioiden”
fo, f15 f2, f3, - - . jono on. Osoittautuu kuitenkin, ettd summaesitys (1.2) on riittdmitdn useimpia sovelluksia
varten.

Yksi mahdollisuus yleistdd esitystd (1.2) on ottaa kdyttéon suurempi kantafunktiosysteemi, jossa
funktioita f;(x) olisi kokonaislukuarvojen ¢ € Z lisdksi olemassa jokaista ¢ € [a,b] kohti. Tall6in
joudutaan tilannetta késitteleméén eri tavoin: Merkitddn f;(x) = f(¢,x) ja funktioiden yhteenlaskun
sijaan integroidaan kaikki vilin [a, b] arvot ¢ yhteen:

b
F(x):/ a(t)f(t,x)dt, (1.3)

ja selvitettivind on miten “kerroinfunktio” a(r) midritetdsdn. Esitys (1.3) yleistyy vield siten, ettd in-
tegrointivili [a, b] saattaa yld- tai alarajaltaan ulottua dérettomyyksiin, esimerkiksi

F(x) = /00 a(t) f(t,x) dt, (1.4)

ja tilloin tulee selvittdd miten kerroinfunktio a(z) méiritetddn. Kurssilla Insindorimatematiikka B esityk-
sestd (1.4) annettiin esimerkkind ns. I'-funktio

F(x)z/ e dt,
0

jossa voidaan kerroinfunktioksi ajatella a(f) = e~ ja kantafunktiosysteemiksi f(¢,x) = t*~1.
Funktioiden esittimiseksi “kantafunktiosysteemin” avulla on ainakin seuraavat vaihtoehdot:

e Adrellinen summa:
n

F(x)= ) axfi(x)

k=1

 Adrellisen vilin integraali:
b
F(x) = / a(t)f(t,x)dt
a
* Ilajin epéoleellinen integraali

F(x) = /00 a(t)f(t,x)dt.

Ylldolevasta listasta puuttuu tietysti esimerkiksi yli koko reaaliakselin (—oo, 00) ulottuva I lajin epédoleel-
linen integraali, mutta selkedmpi laadullinen puute on se ettd ns. ddretontd summaa ei esiinny. Mité siis
tarkoittaisi esitys

(e8]
F(x) = Z a fie(x), (1.5)

k=1
kun fy, fi, f>, ... on valittu kantafunktiosysteemi? My0s aiemmin esiintynyt kysymys siitd, miten luvut
aop, ai, az, ... madritidn, toistuu tissd yhteydessd kuten aiemmissakin esityksissd, ja vastaus riippuu

tietysti siitd miten kantafunktiosysteemi fy, fi, f2, . . . on valittu.

Esityksen (1.5) pididttymétontd summaa sanotaan sarjaksi ja seuraavan luvun tarkoituksena onkin
perehtyi sarjojen ominaisuuksiin, alkaen siitd miti sarja pdittyméttoméani summana ylipiinsi tarkoittaa.






Luku 2
Lukujonot ja numeeriset sarjat

Téssd luvussa tarkoituksena on perehtyd sarjojen yksinkertaisimpiin muotoihin, ns. numeerisiin sarjoi-
hin. Myohemmin osoittautuu, ettid ns. funktiosarjat eivit peruskdsitteiltddan poikkea numeerisista sarjoista
oleellisesti, vaan tarkastelukohteina olevat ominaisuudet ovat erilaisia ja siksi tarkastelunikokulma muo-
vautuu viistamaétta toisenlaiseksi.

Sarjojen tarkastelu liittyy ldheisesti Insinddrimatematiikka B:n viimeisessd luvussa kisiteltyihin I
lajin epéoleellisiin integraaleihin, jotka médriteltiin raja-arvoina. Palautetaan kisite mieleen kertauksen
vuoksi. I lajin epéoleellista integraalia varten méiéritelldén ensin

M
IM) = / f(x)dx

ja sen jilkeen
o0 M
/a f(x)dx = A/l{lglm‘/a f(x)dx = Ivlllgloo I(M).

Epéoleellisen integraalin midrittely edellyttdd tietenkin, ettd ylldoleva raja-arvo on olemassa.
Ensimmdisen lajin epéoleellinen integraali merkitsee siis integraalia, jossa integrointi ei padty mihin-
kién yldrajaan, vaan jatkuu yli koko reaaliakselin. Analogisesti sarjan tahdotaan merkitsevin summaa

(o]
5
n=1

joka ei pdity lainkaan. I lajin epioleellisiin integraaleihin piéstiin funktioiden /(M) raja-arvoista ja
aivan samoin sarjojen méadritelméin tullaan pidsemiin lukujonojen raja-arvosta. Sarjan maéritelméksi
asetetaan

) M
a, = lim a
Z n M—co n»s
n=1 n=1

miké on tdysin analoginen I lajin integraalin méiritelméin kanssa: Ensin summataan johonkin ylédrajaan
M asti, ja sitten annetaan yldrajan M kédydd kohti ddretontd. Middritelméssi esiintyvd summa

M
SM = Zan
n=1

muodostaa lukujonon Sy, S, S3, .. ., jonka raja-arvosta on kysymys ja timén vuoksi perehdytédédn ensin
lukujonojen raja-arvoihin.

Muodollisesti reaalilukujono (tai kompleksilukujono) ay, az, as, . . . médritelldéin funktionaa : N — R
(tai f: N — C), missi siis a(n) = a,. Lukujonon raja-arvo direttomyydessd méiritellddn aivan kuten
reaaliakselilla méiriteltyjen funktioidenkin raja-arvo. Sanotaan, ettd lukujonon ay, ay, as, ... raja-arvo
on A, jos jonon jidsen a, saadaan miten ldhelle lukua A tahansa, kunhan » valitaan kyllin suureksi. Tama
tasmennetdin seuraavassa midritelmassa.
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Mairitelmé 1 Lukujonon aj, az, a3, ... raja-arvo on A, mikili jokaista positiivilukua € kohti on
olemassa luku M, > 0, jolle pitee

d(an, A) = |an — Al <€,

kunhan n > M.. Till6in merkitddn lima, = lim a, = A
n—oo

Miaritelmi 2 Lukujono ay, az, as, ..., suppenee, jos lima, on &direllisend olemassa. Muutoin
lukujono hajaantuu.

Esimerkki 1 Lukujono a,, = % suppenee ja lim% =0, silla

1 1
Lot <e
n n

1

kunn > =.
€

Esimerkki 2 Lukujono a, = n hajaantuu, samoin a, = (—1)".

Miaritelmi 3 Lukujono a,, on ylhddlti rajoitettu jos on olemassa sellainen luku M, ettd a, < M
jokaiselle n € N. Lukujono on kasvava, jos a,+| > a, aina, kunn € N.

Ylhéaalta rajoitettuja, kasvavia reaalilukujonoja koskee seuraava teoreettisesti tirkei tulos.

Lause 1 Ylhddltd rajoitettu, kasvava reaalilukujono a, suppenee.

Huomautus 1 Intuitiivisesti edellinen lause on melko ilmeinen: jos jono on kasvava, mutta silld on kui-
tenkin ylédraja, on jonon jasenten pakko “kasautua” johonkin pisteeseen, mikd varsin ilmeisesti onkin se
raja-arvo, jota jono ldhenee. Lauseen syvillisyys ilmeneekin siind, ettd se puhuu reaalilukujen ominai-
suudesta: lause nimittdin viittid, ettd “kasautumispiste” kaikille ylhailtd rajoitetuille, kasvaville jonoille
on olemassa.

Todistus Koska a, on ylhéiltd rajoitettu, on joukolla S = {aj,as,a3 ...} jokin yliraja. Reaalilukujen

taydellisyysaksiooman perusteella (kts. Insinoorimatematiikka A) joukolla S on télloin myos pienin

yldraja A = sup S. Osoitetaan, ettd lim a,, = A. Olkoon € > 0 miké hyvénsi, jolloin A — € ei siis enié ole

joukon S yléraja, silld A on ylédrajoista pienin. Koska A — € ei ole joukon S yliraja, on olemassa sellainen

joukon S alkio ap_, ettd aps, > A — €. Koska jono a,, on kasvava, on a,, > ap, aina, kunn > M.
Talloin arvoilla n > M, on voimassa (muista ettd A on joukon S yldraja, siis a, < A aina)

dlan,A)=A—-a, <A-ay, <A-(A-¢€) =¢,
mikd médritelman mukaan merkitsee sité, ettd lim a,, = A. O

Huomautus 2 Tarkastelemalla jonoa —a, jonon a, sijaan voidaan edellisen lauseen tuloksesta ndhdd
helposti, ettd alhaalta rajoitetut, vihenevit lukujonot suppenevat.
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Huomautus 3 Reaalilukujen tiydellisyysaksiooma (kutsutaan sitd nimelld TA) sanoo, ettd ylhailtd rajoi-
tetuilla, epatyhjilld joukoilla S on pienin yldraja (merkitdédn sup S). Kutsutaan edellisen lauseen tulosta,
siis sitd, ettd kasvavat, ylhdiltd rajoitetut jonot suppenevat nimelld JS. Tilloin ylldolevassa lauseessa on
siis johdettu oletuksesta TA tulos JS.

My®os kédnteinen tulos voidaan johtaa: ominaisuudesta JS seuraa TA, mikéd merkitsee sitd, ettd reaali-
lukuja médriteltdessd ominaisuudet JS ja TA ovat tasavertaiset: TA voidaan korvata JS:114 tai pdinvastoin.

Esimerkki 3 Olkoon

1\n
an=(1+—)
n

ja osoitetaan, ettd jono a, on kasvava. Tatd varten lasketaan

et (L4 )™ :( +1)(1+ﬁ)"+' _n+l(n+2 _ n+1)n+l

an (1+ Ly n) (1+ Ly Con \n+l n
n+1nn+2)\l  n+1 1 ntl
T n ((n+1)2) T (_(n+l)2)
n+1(1_ 1 ):n+1 n_o_
T on n+1 n n+l

Toisen ja kolmannen rivin vilistd suuruusarviota varten on kéytetty Bernoullin epédyhtdlod (Insinodrima-
tematiikka A) (1 + x)" > 1 + nx, joka pitee kun x > —1 jan € N. Y114 olevasta epayhtilostd seuraa, ettd
an+1 = ay, siis lukujono a, on kasvava.

Osoitetaan vield etté jono a,, on ylhélti rajoitettu. Tétd varten arvioidaan aluksi lauseketta (7) n—l, Kun
i > 2, saadaan

i kpl
—_——

n\ 1 n! 1 nn-1)-...-n=i+1)1 n-...-onl
ilnt  iWn—i)lnl i! nt = il nl

1 1 1 1

= = < = — .
ioi-@=-0-...-2-17 2,221 2071
N————
i kpl

Binomikaavalla saadaan

1ln_nnl_llnnl<2nl
() =2 (= e (g =2 D

i=0 i=2 =2
n-2 1\n-1
1 1 1 1-(3
2 i=0 2 2 1- % 2!

siis jono (1 + %)n on ylhailti rajoitettu. Koska se on myds kasvava, on silld lauseen 1 mukaan raja-arvo.
Tatd raja-arvoa merkitidn
e=lim(1+ l)"
n
ja kutsutaan Neperin vakioksi. Luku e = 2,7182818284590452354 . . . on luonnollisen logaritmin kanta-
luku ja e-kantaisella eksponenttifunktiolla f(x) = ¢* on se ainutlaatuinen ominaisuus, ettd f’(x) = f(x)

(ja f(0) = 1). On mahdollista perustella timéd ominaisuus kdyttamailld ylld olevaa médritelméd Neperin
vakiolle.

Miaritelmi 4 Olkoon aj, ay, a3, ... lukujono. Médritelldan osasummien jono Sy, Sz, Ss, ...
ehdolla S,, = a1 + ... + a, ja sanotaan, etti sarja

(o)
2

n=1



8 2 Lukujonot ja numeeriset sarjat

(o)

suppenee (merkitdin Z an l), mikili lukujono S;, suppenee. Muutoin sarja hajaantuu (merkitdén

n=1
(o)

Z an 7). Suppenevassa tapauksessa sarjan summaksi méadritelladn

n=1

00

Zan = lim S,,.

n=1

Huomautus 4 Edellisen miéritelmén tavoin miiritellddn sarja
(o)
S
n=k
missd k € Z on mikd hyvénsa kokonaisluku.

Esimerkki 4 Sarja 1 + 1 + 1 + ... hajaantuu, koska osasummien jono S, = n hajaantuu. Samoin sarja
1-1+1-1+1-...hajaantuu, koska osasummien jono S,, = %(1 + (=1)""1) hajaantuu.

Esimerkki 5 (Harmoninen sarja)

Osoitetaan, ettd sarja 1 + % + % + % + ... hajaantuu. Tédtd varten tarkastellaan osasummaa Sy« ja

ryhmitellddn summattavat seuraavasti:

S —1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+ ( | + l)
#7027 374) 576777 8 2141 2k
1+1+(1+1)+(1+1+1+1)+ +(1+ + )
- 2 \4 4 8§ 8 8 8 2k 2k
—
2k~ kpl
1 1 1 k
=l4+-+=-+...+-=1+=
2 2 2 2
D —
k kpl

Téten siis osasummalle Sy« pétee Syx > 1 + %, mistd ndhdédn, ettd S,x — oo, kun k — oco. Tisti seuraa,

ettd osasummien jono ja siis my0s sarja 1 + % + % + ... hajaantuu. Sarjaa

F
n=1 n
kutsutaan harmoniseksi sarjaksi.

Esimerkki 6 Osoitetaan, ettd sarja

0o

1
Z nn+1) @D

n=1

_1 1

suppenee ja lasketaan sen summa. Tétd varten etsitdén osamurtohajotelma 1 __1__1
n(n+1) n  n+l

osasumma S,, muotoon

jakirjoitetaan

Sp = ! + ! + ! +...+ !
"T12 023 3.4 777 nn+1)

1 1 1 1 1 1 1 1
STt G P T
1

n+1’

)

silld kussakin summattavassa jalkimmdiinen yhteenlaskettava kumoaa seuraavan ensimmadisen. Tastd
ndhdadn, ettd lim S, = 1, siis sarja (2.1) suppenee kohti lukua 1.
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Esimerkki 7 Osoitetaan, ettd sarja

1 1 1
1+?+3—2+4—2+... 2.2)
suppenee. Titd varten arvioidaan osasummaa S,,;; seuraavasti:

1 1 1
Spr1 =1+ =+=5+.. .+ —
i 23 (n+1)?

1 1 1
< —+ ...+ — <2
1-2 2-3 n(n+1)

Viimeisin epéayhtilo seuraa aiemman esimerkin yldrajasta. Tamé merkitsee sitd, ettd osasummien jono S,
on ylhaaltd rajoitettu, ja koska S, = S, + m, on se myds kasvava. Lauseen 1 perusteella jonolla S,
on raja-arvo S, mikd merkitsee siis sitd, ettd sarja (2.2) suppenee.

Huomautus 5 Sarjan (2.2) summa on my0s mahdollista laskea. Esimerkiksi myohemmin késiteltdvien
Fourier-sarjojen avulla voidaan osoittaa, etti

1+1+1+1+ —ﬂz
2232 42 6]

2.1 Sarjojen perusominaisuuksia

Seuraavassa lauseessa luetellaan tirkeimpid suppenevien sarjojen ominaisuuksia.

Lause 2

(o) (e8]
1. Jos sarjat Z a, ja Z b, suppenevat, niin myos sarja

n=1 n=1

S + )
n=1

suppenee (o, B € R) ja

i(aan + Bb,) = aian +,8i b,.
n=1 n=1 n=1

o =
2. Sarja Z a, suppenee tarkalleen silloin kun Z a, (k > 1) suppenee, ja tdlléin on
n=1 n=k
o k=1 o
S = Dt S
n=1 n=1 n=k
o o o
3. Jos sarja Z |a, | suppenee, niin myos Z ay suppenee. Mikali Z |ay | suppenee, sanotaan, ettdi
n=1 n=1 n=1
o0
Z a, suppenee itseisesti. Tdalloin pditee
n=1

o)

(o]
S < Sial
n=1

n=1

Todistus Suoraviivainen, sivuutetaan. O
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Huomautus 6 Lauseen 1. kohdan mukaan tavanomaiset summan késittelysdinnot patevit, mikéli mo-

lemmat sarjat Z an ja Z b, suppenevat. Kohdan 2 mukaan sarjan suppeneminen ei riipu mistdin sen

n=1 n=1
alkuosasta. Kohta 3 on dérellisille summille patevin kolmioepdyhtdilon yleistys suppeneville sarjoille.

Lauseessa mainittuja ominaisuuksia on syyté verrata Insind6rimatematiikka B:ssé esitettyihin analo-
gisiin I lajin ep@oleellisten integraalien ominaisuuksiin.

2.2 Geometrinen sarja

Mairitelma 5 Lukujono ay, az, a3, . . . on geometrinen, jos kahden peridkkiisen jasenen a,,+1 ja a,
suhde on vakio: 22t = g (tilloin siis a,+1 = ga,). Sarja

an
(o]
D
n=1
on geometrinen, jos jono ay, az, as, ... On geometrinen.

Geometrisen sarjan jisenet midraytyvit yksikasitteisesti suhdeluvusta g ja ensimmaéisestd jisenestid a; =
a. Talloin ay = aq, a3 = arq = aq>, ay = a3q = aq’, jne.
Geometrisen sarjan osasummien

Sy,=a+aq+aq*+...+aq""! (2.3)

avulla voidaan myos suppenemiskysymys ja summa mairittdd seuraavasti: Kertomalla (2.3) suhdeluvulla
q saadaan
qSw =aq+aq® + ... +aq"" +aq", 2.4)

ja vihentdmalld (2.4) yhtélosti (2.3) saadaan
(1-¢q)Sp =a-aq" =a(l-q"),

joten osasummalle S, saadaan lauseke (tapaus g = 1 on helppo mutta késiteltiivi erikseen)

1 — n
Sy =a—3~>L, 2.5)
l-¢q
ja tédstd saadaan seuraava tulos:
Lause 3 Geometrinen sarja
2, ad"
n=0

Esimerkki 8 Akilles kulkee kymmenen kertaa nopeammin kuin kilpikonna. Akilleen ja kilpikonnan kil-
pajuoksussa kilpikonna saa kymmenen metrin etumatkan. Kun Akilles on saavuttanut kilpikonnan 1&hto-
pisteen, on kilpikonna edennyt tdstd metrin eteenpdin. Kun Akilles saavuttaa timén pisteen, on kilpikonna
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edennyt tistd 10 cm eteenpdin. Kun Akilles saavuttaa timén pisteen, on kilpikonna edennyt tédstd 1 cm
eteenpdin, jne.

Akilleen saavuttaessa kilpikonnan aiempi olinpaikka on kilpikonna ehtinyt jdlleen edetd eteenpiin
1/10 matkasta, joka oli Akilleen tavoitettavana aiemmin. Seuraako tisti, ettd Akilles ei koskaan saavuta
kilpikonnaa?

Valitaan ajan yksikoksi se aika, jossa Akilles saavuttaa 1ahtokohdastaan kilpikonnan 1dht6kohdan.
Kilpikonnan ldhtSpaikkaa tavoittaessaan Akilles on siis kilpikonnan takana ajan 1. Tavoittaessaan sitd
paikkaa, mihin kilpikonna siirtyi ajan 1 kuluessa on Akilles kilpikonnan takana ajan 11—0 Ténd aikana
on kilpikonna jélleen ehtinyt siirtyd seuraavaan paikkaan, jota tavoittaessa Akilles kdyttdd ajan jne.
Talloin kokonaisaika, jonka Akilles on kilpikonnan takana, on

o i} 10
* 16" 700 * 1000 ZH .

100’

Kokonaisaika, jonka Akilles on on kilpikonnan takana, on siis aarelhnen 9 ja Akilles ohittaa kilpikonnan
tdmén ajan kuluttua.

Mahdollinen paradoksaalinen johtopéétds, jonka mukaan Akilles ei voi koskaan saavuttaa kilpikonnaa,
selittyy siten, ettd vaikka ajanhetkid jolloin Akilles on kilpikonnan takana onkin dédreton miérd, on silti
kokonaisaika, jonka Akilles on kilpikonnan takana &dérellinen.

2.3 Desimaaliesitys

Reaalilukujen desimaaliesitys lienee kdytetyin esimerkki suppenevasta sarjasta, jonka taustalla voidaan
nihdi geometrinen sarja. Esimerkiksi esityksessa

m=3,141592653589793 . .. (2.6)

3 viittaa luvun 7 kokonaisosaan, 1, kymmenesosiin, 4 sadasosiin, 1 tuhannesosiin, jne. Desimaaliesitys

(2.6) tarkoittaa siis lukua
1 4 1 5

—t—+—+—+
10 102 103  10*
Yleisemmin desimaaliesitys tarkoittaa lukua

3+

aq an as

ky L2, B
"0 102 T 10

2.7
missd k € Zjaa; € {0,1,...,9}. Voidaan luonnollisestikin kysy&, maaradako esitys (2.7) aina jonkin reaali-
luvun, toisin sanoen, suppeneeko sarja (2.7) kaikilla jonon ay, az, as, . . . valinnoilla (¢; € {0,1,2...,9}).

Vastaus tihdn kysymykseen on varsin helppo, silld sarjassa (2.7) osoittajat a; ovat rajoitettuja: a; < 9,
ja siis

e B2, B +a—”<k+2+i+i+ +i
10 102 103 10" T 10 102 108 " 107
1- ot
=k+9]—1—9sk+9 m—9=k+1,
10 10
joten siis osasummien S, = k + £ o+ W +. 10,, jono on ylhaalti rajoitettu. Koska S,, on selvistikin
kasvava jono, se suppenee lauseen Q) perusteella

Edelld nihtiin siis ettd kukin jono k, aj, az, a3 ..., (k € Z, a; € {0,1,...,9}) miirittelee reaaliluvun

esityksen (2.7) kautta. Edelleen voidaan kysya, onko sitten jokaisella reaaliluvulla olemassa desimaaliesi-
tys. On melko helppoa nihdi (harjoitustehtédvi), ettd ndin todellakin on asianlaita: jokaisella reaaliluvulla
on desimaaliesitys. Sen sijaan, ehki hieman ylléttden, voidaan néhdi, ettd desimaaliesitys ei vélttamétta
ole yksikdsitteinen, vaan ettd joillakin reaaliluvuilla voi olla kaksi eri desimaaliesitysté.

Esimerkki 9 Olkoon a = 0,999 .. ., miki siis tarkoittaa sitd, ettid

a—2+i+i+ —9( !
S0 102 108 T - L

-1=1.
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Toisaalta luvulla 1 on my6s desimaaliesitys 1 = 1,000. . ., mitd vastaa sarja

=1+ 0 + 0 + 0 +
- 10 102 108
Voidaan néyttidd toteen, ettd reaaliluvulla @ # O on kaksi eri desimaaliesitystd vain silloin, kun silld
on paittyvi esitys (desimaaliesitystd kutsutaan pidttyviksi, jos se siséltdd jostain rajasta alkaen pelkkia
nollia).

Esimerkki 10 Samoin kuin edelld, ndhdién, ettd 0,2000... = 0,1999.. .. Reaalilukujen kaksi eri desi-
maaliesitystd liittyvét toisiinsa aina tdmin esimerkin mukaisella tavalla: esitys, joka koostuu kokonaan
nollista jostain rajasta alkaen voidaan korvata esitykselld, joka koostuu kokonaan yhdeksikoistd samasta
rajasta alkaen, kun edellisti desimaalia vihennetdin yhdella.

On myos helppo havaita, ettd reaaliluvun desimaaliesitys on jaksollinen (jostakin rajasta alkaen)
tarkalleen silloin kun luku on rationaalinen. Jaksollisen (jostakin rajasta alkaen) reaaliluvun esitys kahden
kokonaisluvun osamééridnd saadaan aina seuraavan esimerkin tavalla:

Esimerkki 11 Olkoon a = 4,3254545454 . ... Talldin 100« = 432,545454 ... ja vihennyslaskulla saa-

daan
100 = 43254545454 . ..

- a = 432545454 ...
99« = 42822000000.. .,

c g _ 428,22 _ 42822 _ 2379
mistd saadaan a = % = Song = oo

2.4 Suppenemiskriteereiti

Aiempien esimerkkien perusteella sarjojen suppenemiskysymyksen ratkaiseminen vaikuttaa tyolailtd,
mutta kuitenkin on mahdollista johtaa yleisid periaatteita, joiden avulla suppenemiskysymys voidaan
ainakin joidenkin sarjojen osalta ratkaista. Esitetddn aluksi kriteeri, jonka perusteella voidaan joissakin
tapauksissa paitelld, ettd sarja ei suppene.

Lause 4 Jos sarja

i an (2.8)

n=1

suppenee, niin lim a,, = 0. Tdlloin siis sarja hajaantuu, mikdli lim a,, # 0.

Todistus Merkitddn S, = a; + ax + ... + a,. Oletetaan, ettd sarja (2.8) suppenee, mikd merkitsee etti

raja-arvo Zan = limS, = S on olemassa. Talldin S,, — S,,-1 = a, ja lima, = lim(S, — S,—1) =

n=1

limS, —1limS,,.1 =S-S=0.

Huomautus 7 Ehto lima, = 0 on edellisen lauseen mukaan vilttimaton sarjan (2.8) suppenemiselle,

[e9)
1
mutta ei kuitenkaan riittavd. Esimerkin 5 harmoniselle sarjalle Z — nimittdin pitee lim% = 0, mutta
n

n=1
siitd huolimatta sarja hajaantuu.

Niin kutsuttu Cauchyn suppenemisehto sivuaa edellisti kriteerid. Cauchyn ehto on ldhinné teoreettinen
eiki yleensi sovellu suppenemiskysymyksen ratkaisemiseen kidytannossa.
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Lause 5 (Cauchyn suppenemisehto)

Sarja Z a, suppenee tarkalleen silloin, kun

n=1

M +k

S e

n=M

saadaan miten ldhelle nollaa hyvinsd valitsemalla M riittdvdn suureksi (riippumatta siitd miten
(o)

k > 0 on valittu). Tarkemmin ilmaistuna, sarja Z a, suppenee tarkalleen silloin, kun jokaista
n=1
positiivilukua € kohti on olemassa rajaluku M siten, ettd

M +k

Zan <e€

n=M

kaikille k > 0, kunhan M > M,.

Todistus Sivuutetaan, mutta huomautetaan, ettd vastaava kriteeri patee myos I lajin epioleellisille inte-

graaleille: integraali / f(t) dt suppenee tarkalleen silloin, kun
1

M +k
f f(@t)dt
M

saadaan mielivaltaisen lihelle nollaa valitsemalla M riittdvin suureksi ja £ > 0 miten hyvéinsi.

Yleisesti voidaan todeta, ettd monet summiin liittyvit kisitteet ovat vaikeammin tavoitettavissa kuin
vastaavat integraaleihin liittyvit késitteet, esimerkiksi summan

n
S;(n)=Zkl=11+2]+...+nl
=l

lauseketta suljetussa muodossa on vaikea saada esille (suljetulla muodolla tarkoitetaan lausekketta So(n) =
n, Si(n) = %n(n + 1), S2(n) = %n(n + 1)(n+ %)jne.), kun taas integraali

" 1 1 1+1
I = =
1(n) ‘/0 t' dt I ln

on varsin helppo madrittaa.
Suppenemiskysymyksen osalta yhteys integraalien ja sarjojen vililld on kuitenkin suoraviivaisempi:

Lause 6 Olkoon f vdlilli [1, c0) mddritelty vihenevd funktio, joka saa vain ei-negatiivisia arvoja.

Tdlloin sarja
> fm)
n=1

[m f(@)dt

suppenee tarkalleen silloin kun integraali

suppenee.
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Todistus Oletusten perusteella sarjan seké integraalin ainoa mahdollinen hajaantumisen muoto on se,
ettd arvo lidhestyy dédretontd. Insindorimatematiikka B:ssd esitetyn Eulerin-Maclaurinin summakaavan

mukaan u
M M
Dison= [ s FESEED L [T - 1= ar

Virhetermii arvioitaessa otetaan huomioon, etti f on vihenevi, joten f’(¢) < 0. Talloin

M
</
1

M
_ _%/1 Fydr = %(f(l)—f(M))

M
dt < /1 |f ()] %dt

O -1 - )

M 1
[ rwe- -
1

Néin ollen

M
;f(”)_/le@d’ [ AL LD T - - P

< ’f(l);f(M)‘ N ‘f(l)—zf(M)

< S+ fM) < f(1) + f(1) =2f(1).

Viite seuraa tdstd suoraan.

> 1 * 1
Esimerkki 12 Sarja Z — suppenee tarkalleen silloin kun integraali / pry dt suppenee, miké tapahtuu
n 1 S

n=1

(o)
tarkalleen silloin kun s > 1. Erityisesti voidaan havaita uudelleen, etti sarja Z — hajaantuu, mutta etta
n

n=1
o0

1
sarja Z — suppenee.
n

n=1

Maidritelmien perusteella voidaan saada integraalien ominaisuuksia vastaava tulos sarjoille:

Lause 7 (Minorantti-majoranttiperiaate) Oletetaan, ettd jostakin rajasta ldhtien |a,| < b,,. Tdl-
loin

o (o)
1. Jos Z b,, suppenee, niin myos Z ay suppenee (vieldpd itseisesti)
n=1 n=1

2. Jos |an| hajaantuu, niin myos » b, hajaantuu.
/) 7 )

n=1 n=1

— sinn ; o 1
Esimerkki 13 Sarja Z 7 suppenee itseisesti, silld Slﬂ% < #, ja Z = suppenee.
n=1 n=1
(o]
Esimerkki 14 Sarjalle Z voidaan 16ytdd minorantti:
nyn +
n=1

n 1

n
> = —.
nVn+1  nyvn+nyn  2vn

00

1 “ 1
Koska sarja Z —— hajaantuu (vrt. vastaava integraali / Wdt), tekee myOs majoranttisarja
n 1 t

n=1

(e8]

P i
samoin.

A+ 1
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Samoin kuin integraaleille, voidaan my0s sarjoille esittdd vertailutarkastimet raja-arvomuodossa.

Lause 8 Oletetaan, ettii lim | 3| = L. Talloin
(o] (o)

1. Jos L = 0, niin sarjan Z |by| suppenemisesta seuraa sarjan Z |ay,| suppeneminen.
n=1 n=1

2. Jos 0 < L < oo, niin sarjoilla Z |a,| ja Z |b,,| on samanlainen suppenemiskdyttaytyminen.

n=1 n=1
(o8] (e8]
3. Jos L = oo, niin sarjan Z |b,,| hajaantumisesta seuraa sarjan Z |ay,| hajaantuminen.
n=1 n=1

Todistus Seuraa suoraan vastaavasta lauseesta I lajin epéoleellisille integraaleille.

Sarjoille on olemassa myds oma suppenemiskriteerinsd, jota ei esiinny I lajin epédoleellisilla integraa-
leilla. Tassi kriteerissd kdytetddn sarjan perdkkéisten jasenten osaméddrin raja-arvoa.

Lause 9 (Osamaaritarkastin)

(e8]
Jos sarjassa Z a, on jostain rajasta M alkaen
n=1
an+1 9 09 0 q g 9
1. < g < 1, (q vakio) niin sarja suppenee itseisesti.
n
an+1 .. . .
2. |=—==| = 1, niin sarja hajaantuu.
dan

Todistus Lauseen 2 kohdan 2 perustella riittdd tarkastella tapausta M = 1. Lauseen todistus perustuu
siihen, ettd 1-kohdassa saadaan sarjalle suppeneva geometrinen majorantti, ja 2-kohdassa hajaantuva

n

geometrinen minorantti. Jos nimittdin kaikilla n:n arvoilla pitee |“2t| < ¢, on |a,| < gqlan-1]| <
a

o0 [ee) [ee)
g% lan-a| < ... < ¢""|ay|. Titensiis sarjallaz |a,| on suppenevamajoranttiz g a| = Z lai| ",
n=1 n=1 n=0

kun g < 1.
Hajaantumista koskeva viite todistetaan analogisesti.

Myos osamédritarkastimesta saadaan helposti raja-arvomuoto, joka saattaa toisinaan olla helpommin
kiytettdvissd kuin varsinainen osamédritarkastin.

Aan+1
dan

Lause 10 Olkoon lim =L.

o)

1. Jos L < 1, niin sarja Z a, suppenee itseisesti.

n=1
(o]

2. Jos L > 1, niin sarja Z an hajaantuu.

n=1

Todistus Lauseen 9 tulokseen perustuva helppo harjoitustehtiva.
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Huomautus 8 Lauseessa 9 tarvitaan todella ehto [“2£L| < g < 1, ehto [“=L| < | ei riitd. Voidaan
nimittdin helposti huomata, ettd sekd hajaantuva sarja Z — ettd suppeneva sarja Z — molemmat
n n
n=1 n=1

toteuttavat ehdon “2+ < 1.

Sarjan itseiselle suppenemiselle saadaan my0s seuraava juuritarkastin.

Lause 11 (Juuritarkastin)

[ee)
Jos sarjassa Z a, on jostain rajasta alkaen

n=1

1. {/lan| < g < 1, niin sarja suppenee itseisesti
2. Vlan| = 1, niin sarja hajaantuu.

Todistus Kohdassa 1 saadaan suppeneva majorantti vield helpommin kuin edellisessé lauseessa: ehdosta
{lan| < g seuraa, ettd |a,| < ¢". Hajaantumista koskeva viite néytetédin toteen analogisesti.

My0s juuritarkastimesta voidaan esittidd raja-arvomuoto (harjoitustehtdvi).

2.5 Vuorottelevat sarjat

Jos suppenevassa sarjassa on vain dérellinen miérd negatiivisia (tai positiivisia) termeji, on suppene-
minen aina itseistd, silld sarjan alkuosa ei vaikuta suppenemiseen. Ehdollinen suppeneminen voi siis
tapahtua ainoastaan silloin, kun sarjassa on didreton madrd sekd positiivisia ettd negatiivisia termeji.
Tamaénkaltaisista sarjoista tarkeimpid ovat vuorottelevat sarjat.

Mairitelma 6 Jos a, > 0, sanotaan, ettd sarja

[ee]

D a,

n=1

on vuorotteleva.

Vuorotteleville sarjoille suppeneminen voidaan taata melko helposti:

Lause 12 (Leibniz)
Olkoon positiivilukujen jono a, vihenevd ja lim a, = 0. Tdlloin vuorotteleva sarja

[es]

2D ay 2.9)

n=1

suppenee. Lisdksi kirjoitelmassa

) M
D=1 ay = Y =1 ay + Ry
n=1 n=1

Jjddnnostermi
M M+l M+2
Ry = (D" ap1 + DY apa + ()" Fapas + .

on samanmerkkinen kuin ensimmdinen poisjtetty termi (=1) apy.1 ja |Rpg| < apgy1.
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Todistus Valitaan parillinen k (parittomalla arvolla vain merkinnédt muuttuvat hieman) ja arvioidaan
osasummien

SM+k = (—1)1_1a1 + (—1)2_1(12 + ...+ (—I)M_laM +...+ (—1)M+k_1aM+k

seka
Sy =CED"Ta + (D) a4+ (DM gy,

erotusta. Ensin todetaan, etta

(=DM (Spr4x — Sm)

=apm+1 —apm+2 T am+3 —am+4t .ot AMk-1 — M4k

———
>0 >0 >0
>0+0+...40=0
ja toisin ryhmittelemalla
M

D" (Sm+x — Sm)
=am+1 — (Apme2 — ap3) = (Ap+s — apes5) — ... — AMsk
N——

>0 >0 >0
< amp+

Kahdesta edelld saaduista arvoista seuraa, etta
0 < |Sm+k —Sml < apry1.

Koska oletuksen mukaan lima, = 0, saadaan apz4; miten pieneksi hyvinsd valitsemalla M riittdvin
suureksi. Tdlloin sarjan (2.9) suppeneminen seuraa Cauchyn suppenemisehdosta (lause 5).
Kun merkitdén sarjan summaa S:114, voidaan jadnnostermi kirjoittaa muotoon

(“DMRy = (DM (S - Sm) = gillgo(—l)M(SM+k - Sm)

misti aikaisempien arvioiden mukaan saadaan 0 < (=)™ Ry, < ap41.

Esimerkki 15 Koska lim % = 0, voidaan edellisen lauseen perusteella todeta, ettd sarja

1 1 1
l——+=-—=-+—... 2.10
2 3 4 (2.10)
suppenee. Myohemmin nidhdiin, ettd timén sarjan summa on In 2, mutta tisséd voidaan todeta, ettd sarja
(2.10) suppenee vain ehdollisesti: itseisarvot ottamalla saadaan harmoninen sarja

1+ ! + ! + ! +
2 3 4 7
jonka on jo aiemmin todettu hajaantuvan. Jos sarjan (2.10) summa haluttaan miérittdd siten ettd virhe on
korkeintaan %, tulee edellisten arvioiden mukaan laskea yhteen tuhat ensimmaéisti termié.

2.6 Termien jarjestyksenvaihto, Cauchyn tulo

Verrattaessa sarjoja ddrellisiin summiin voidaan aluksi todeta, ettd suppenevassa tapauksessa voidaan
sulkeita asetella aivan kuten férellisissiikin summissa. Téll6in nimittédin sulkeistamalla saadun sarjan
osasummien jono on alkuperdisen sarjan osasummien jonon osajono, joka siten suppenee kohti alkupe-
ridisen sarjan summaa. Sen sijaan sulkeiden poistaminen sarjasta voi olla ongelmallista.

Esimerkki 16 Vuorottelevien sarjojen yhteydessi havaittiin, ettd sarja



18 2 Lukujonot ja numeeriset sarjat

o111 _ N !
S—1—§+§—2+—...—;T (2.11)

suppenee. Sulkeita asettamalla saadaan positiiviterminen sarja

1 1 1 1 1
(1_§)+(§_Z)+(§__)'”

S
6

1

1 = 1
+3-4+ﬁ+““zzn(zn—1)’

| =

joka suppenee myds ja sen summa on sama kuin alkuperdisenkin sarjan summa.

Esimerkki 17 (1—1)+ (1 —=1)+ (1 —1)... esittdi triviaalisti suppenevaa sarjaa 0 + 0+ 0 + ... = 0, mutta
sulkeet poistamalla saadaan sarja
I-1+1-1+1—-+...

joka hajaantuu.

Myds muita eroja sarjojen ja ddrellisten summien vélilld voidaan huomata. On nimittdin mahdollista
todistaa, ettd ehdollisesti suppenevasta sarjasta saadaan termien jarjestystd vaihtamalla sekd hajaantuva
sarja ettd sarja, joka suppenee kohti miti tahansa annettua reaalilukua.

Missé hyvénsi sarjassa voidaan aina vaihtaa dérellisen monen termin jirjestysti sarjan suppenemisen

tai summan siitd kérsimdittd. Jos nimittdin vaihdetaan vain termien ay, ..., ap jarjestystd, voidaan
kirjoittaa

M 0

=D but D an

n=1 n=M+1
missd jono by, ..., by on saatu jonosta ay, . . ., aps jirjestystd vaihtamalla. Tilloin

M M

D b= an

n=1 n=1

eiki sarjan suppeneminen riipu sen alkupiisti, kuten jo aiemmin todettiin.
Jos suppeneminen on itseistd, voidaan termien jérjestystd vaihtaa mielivaltaisesti.

Lause 13 Jos sarja suppenee itseisesti, niin jokainen siitd termien jdrjestystd vaihtamalla saatu
sarja suppenee (vieldpd itseisesti) kohti alkuperdisen sarjan summaa.

Todistus Sivuutetaan. O

On mahdollista todistaa myos kiénteinen tulos edelliselle lauseelle: Jos termien jarjestyksenvaihto ei
muuta suppenemista eikd summaa, niin silloin sarja suppenee itseisesti.

Edelld mainittujen tuloksien perusteella itseisesti suppenevat sarjat toteuttavat oleellisesti samankal-
taiset laskulait kuin tavalliset ddrelliset summat. Tarkastellaan lopuksi miten sarjojen tulo muodostetaan.

(o]
Maaritelma 7 Merkintd Z amb, tarkoittaa sarjaa, jonka termeind ovat kaikki tulot a,, b, m,n > 1
m,n=1
jossakin jérjestyksessa.
Lause 14 Jos sarjat S = Z amjaT = Z by, suppenevat itseisesti, niin jokainen tulosarja Z ambn
m=1 n=1 m,n=1

suppenee itseisesti kohti tuloa TS.

Todistus Sivuutetaan. O
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Kayttokelpoinen jarjestys Cauchyn tulo sarjojen tulon laskemiseksi saadaan muuttamalla indek-
sointi nollasta alkavaksi. Talloin itseisesti suppenevien sarjojen Y, @, ja 2. b, Cauchyn tulo
on sarja

00

S o0 ok
Z am Z b, = Z Z Amby = Z Z Ak—nbn
m=0 k=0 n=0

n=0 k=0 m+n=k
= apbg + a1by + agby + axbg + a1by + aghy + . ..
+ apby + an_1b1 + ... +a1b,_1 +apb, +....

Esimerkki 18 Kun |x| < 1, saadaan geometrisen sarjan avulla






Luku 3
Funktiosarjat ja integraalin maarittelemét funktiot

Insindorimatematiikka B:ssd ja tamin kurssin alkuosassa on kisitelty kahta toisilleen hyvin ldheistéd
matemaattista objektia: I lajin epédoleellisia integraaleja ja sarjoja. Kummatkin ovat raja-arvoja ddrelliselld
vililla madritellyistd késitteistd: I lajin epdoleellinen integraali saadaan raja-arvona integroinnin yldrajan
kasvaessa:

o M
/ f@®)dt = lim / f(@) de 3.1)
1 M—oo Jq
ja sarja puolestaan saadaan raja-arvona summan ylirajan kasvaessa:
0 M
Do fa= lim 3. (3.2)
n=1 n=1
Sarjoja, kuin myds I lajin epéoleellisia integraaleja voidaan yhti hyvin tarkastella myds muuttuvina
objekteina. Jonon fi, f>, f3, ..., sijaan voidaan tarkastella jonoa fi(x), f2(x), f3(x), ... jolloin sarjan

(3.2) summa F(x) oletettavasti riippuu x:n arvosta. Nain paadytddn funktiosarjoihin
F(x) = Z Ju(x). (3.3)
n=1

Samoin my6s integrandina toimivan funktion f(r) sijaan voitaisiin tarkastella funktioita (¢, x), jolloin
ilmeisestikin I lajin integraalin (3.1)

F(x) = /lDo f(t,x)dt, (3.4)

arvo riippuu x:n arvosta. Sanotaan, ettéd (3.4) on integraalin mddrittelemd funktio.

Huomautus 9 Johdannossa sekd esityksessi (3.3) esiintyi liséksi kerroinjono ag, ai, az, . . . ja esityksessa
(3.4) kerroinfunktio a(r). Téasséd kappaleessa voidaan kerroinjonon ajatella sisiltyvian merkintddn f,(x) ja
kerroinfunktion merkintéén f(¢, x).

Huomautus 10 Funktiosarjojen summan, samoin kuin integraalin maérittelemin funktion integroinnin
alaraja voidaan ilman muuta valita toisinkin, ja epdoleellisuus voi esiintyd my0s alarajalla.

Funktiosarjojen ja integraalin méirittelemien funktioiden teoriat ovat varsin samankaltaiset. Itse asias-
sa ndiden kisitteiden samankaltaisuutta voitaisiin korostaa kirjoittamalla f,,(x) = f(n, x), jolloin (3.3)
voidaan kirjoittaa muotoon

F(x) = ) fnx),
n=1

mutta timénkaltaista merkintdd kdytetddn harvemmin. Yhti lailla analogiaa korostaisi myos merkinté
f(t,x) = f;(x), jolloin (3.4) voitaisiin kirjoittaa muotoon

Flx) = /1 fxd,

mutta titdkin merkintdd kiytetddn ddrimmadisen harvoin.

21
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Kiintedlld x:n arvolla funktiosarja palautuu tavalliseksi vakiosarjaksi samoin kuin integraalin mii-
rittelemd funktio palautuu I lajin epdoleelliseksi integraaliksi. Nédiden suppenemisen tarkastelemiseksi
voidaan siis kéyttdd aiemmin opittuja suppenemiskriteerejd, mutta kiinnittdmailld x vakioksi seuraavat
kysymykset jadvit avoimiksi: millaisen funktion sarja (3.3) tai integraali (3.4) méérittelee? Mitkd funk-
tioiden f;,(x) ominaisuuksista esimerkiksi periytyvit sarjalle (3.3) ja mitkd funktioiden f(z,x) ominai-
suuksista funktiolle (3.4)? Kutsutaan funktiota f,(x) sarjan (3.3) ja funktioita f(z,x) integraalin (3.4)
osafunktioiksi.

Miaritelmi 8 Sarja (3.3) suppenee vililla 7, mikali se suppenee jokaisella arvolla x € /. Samoin
madritellddn integraalin (3.4) suppeneminen vililla 7.

2 1

Lo ,joten F(x) = 1+ x +x s

Esimerkki 19 Tunnetusti 1 + x + ... +x" = 5=
x € (—=1,1). Ndin ollen jadnnostermille R, (x) pitee

+...= suppenee, kun

|x|n+l

[Rn (0] = |F(x) = Fa(0) = T

mistd ndhddén, ettéd jadnnostermin R, (x) saamiseksi e:in pddhin nollasta tulee n valita aina suuremmaksi
mitéd ldhempini | x| on lukua 1. T4llin sanotaan, ettd vaikka sarja

Fx)=l+x+x2+x>+...

suppenee vililld (-1, 1), ei se suppene tasaisesti talld valilla.

3.1 Summaus tai integrointi yli 4édrellisen vilin

Tarkasteltaessa aluksi funktiosarjan sijaan dérellistd summaa

N
Fn(x) = D falx)

n=1

voidaan todeta, ettd osafunktioiden jatkuvuus, integroituvuus ja derivoituvuus periytyy suoraan summa-
funktiolle Sy (x) ja integraalit ja derivaatat voidaan laskea termeittdin. Taéma seuraa mainittuja analyyttisi
ominaisuuksia koskevista perustuloksista. Vastaava tulos pitee my0s integraaleille.

Lause 15 Jos funktio f : [1,N] X [a,b] — R on jatkuva, niin

N
mm=[~mmm

on jatkuva vililld [a, b). Jos kutakin t € [1,N] kohti f(t,x) on integroituva yli viilin x € [a,b], niin

myos Fn(x) on, ja
b N b
/ Fn(x)dx = / / f(t,x)dxdt.
a 1 a

Jos lisdiksi % f(t,x):[1,N] X [a,b] — R on jatkuva, niin Fy on derivoituva ja

N
0
FI'V()C)=/1 af(t,x)dt

Todistus Sivuutetaan. O
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3 gin xt

Esimerkki 20 Olkoon F(x) =

on my0s F(x) jatkuva. Lisiksi

dt. Koska osafunktiot Si“tx’ ovat jatkuvia, kunz € [1,3]jax € R,

3 3
t t 1 1
F'(x) = / COSX 4y = / —sinxt = —(sin3x — sin x).
1 t X X

Lisiksi

3 cos 2t — cos 5t
- 2 dt
1 t

3 3 13 sinxt 33 cos xt
F(x)dx = dx dt = - dt
Jorwan= [0 [ asar= (-5

3.2 Tasainen suppeneminen

Edellisessd pykildssd esitetyt tulokset osafunktioiden ominaisuuksien periytymisestd eivit vélttamétta
pide, mikdli summan sijaan tarkastellaan sarjaa tai dérellisen vilin integraalin sijaan I lajin epdoleel-
lista integraalia. Téstd ndhdddn esimerkkejda myohemmin Fourier'n integraalien ja Fourier’n sarjojen
yhteydessa.

Esimerkki 21 Tarkastellaan miksi jatkuvuutta ei voida ndyttdd funktiosarjoille toteen ilman lisdoletuksia,
vaikka kaikki osafunktiot olisivat jatkuvia. Olkoon

F(x) = ) ful®),
n=1

suppeneva sarja, kukin f;, jatkuva, ja yritetddn nédyttad toteen, ettd F'(x) olisi jatkuva. Tétd varten arvioidaan
etiisyytd

N o N o
d(F(x), F(x0)) = [F(x) = Fxo)l = ). fu@) + D\ fu@) = [ D" falro) + D" fulxo)
n=1 n=1

n=N+1 n=N+1

N oo oo
DA = o)+ Y )= D falxo)

n=1 n=N+1 n=N+1
N 0o o0

< DO = L) +| D) F@]+] D flxo)|.
n=1 n=N+1 n=N+1

Itseisarvomerkkien sisélld esiintyvistd lausekkeista ensimmadinen on direllinen summa, joten se saadaan
jatkuvuuden perusteella mielivaltaisen pieneksi, kunhan x valitaan riittdvén ldhelti xo:aa. Seuraavat kaksi
lauseketta puolestaan ovat suppenevan sarjan loppuosia, joten myds ne saadaan mielivaltaisen pieneksi,
kunhan N valitaan riittdvén suureksi.

Ongelmaksi muodostuu kuitenkin se, ettd jos toinen lauseke halutaan saada pienemmiksi kuin jokin
ennalta annettu raja, tulee N valita tietyn rajan yldpuolelta. Téllin taas ensimmaiisen lausekkeen yhteen-
laskettavien méérd voi tulla suureksi, ja sen saamiseksi ennalta annetun rajan alapuolelle saattaa vaatia
x:n valitsemista aina vain ldhempii x(:aa, jolloin taas toisen lausekkeen pieneksi saamiseen tulee ehka
N:id kasvattaa, ja ndin piddytddn loputtomaan kierteeseen.

Edellisen tarkastelun perusteella jatkuvuus voitaisiin nayttdd toteen, mikili sarjan loppuosa
(o9
D, h®
n=N+1

saadaan pieneksi x:std riippumatta. Téalldin sanotaan, ettd sarjan tai integraalin suppeneminen on tasaista,
ja edellisen pykildn tulokset voidaan yleistaa.
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Mairitelmé 9 Sarja

F(x) = ) fulx)
n=1

suppenee tasaisesti valilld I, mikéli jokaista positiivilukua e kohti on olemassa sellainen rajaluku
M., ettd

i ()| <€
n=M

jos M > M, olipa x € [ valittu miten tahansa. Samoin integraalin

F(x) = /1 f(t,x)dt

sanotaan suppenevan tasaisesti vililld 7, jos jokaista positiivilukua e kohti on sellainen rajaluku

M, ettd
/ f(t,x)dt
M

jos M > M, olipa x € I valittu miten tahansa.

< €,

Huomautus 11 Tasaisen suppenemisen kannalta oleellista on lisimédre “olipa x € [ valittu miten tahan-
sa”. Tama nimittdin ilmaisee sen, ettd sarjan

F(x) = ) fulx)
n=1
ja integraalin

F(x) = [ f(t,x)dt

loppuosat

n;fnm j /M Ft,x)dr

saadaan miten ldhelle nollaa hyvénsi, kunhan summaus/integrointi aloitetaan riittdviin suuresta luvusta
M, riippumatta siitd miten x on valittu.

Tasainen suppenemisen midritelméaé saattaa olla hankala kiyttda sellaisenaan, mutta funktiosarjan,
samoin kuin integraalin miirittelemén funktion tasaiselle suppenemiselle olemassa kiyttokelpoinen
kriteeri.

Lause 16 (Weierstrassin M -testi)

1) Jos on olemassa sellainen jono My, M», M3, . . ., ettd

L | fu(X)| < My, kun x € 1 ja

2. sarja Z M, suppenee,

n=1

niin sarja
PE
n=1

suppenee tasaisesti vililld I.
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2) Jos on olemassa sellainen funktio M(t), ettd
1. |f(t,x)| < M(t), kun x € I ja
2. integraali M(t) dt suppenee,

1

niin integraali

/1wf(t,x)dt

suppenee tasaisesti vililld I.

Todistus Sivuutetaan. O

Weierstrassin kriteerissd mainittu yldraja M,, tai M(t) osafunktioille voidaan usein 16yt valitsemalla
suurin mahdollinen arvo x:lle tarkasteluvalilla.

Esimerkki 22 Jos 0 < a < 1, saadaan esimerkin 19 sarjalle | f,(x)| = |x"| < &”. Koska sarja Za"

n=0
suppenee (geometrinen sarja, summa ﬁ), voidaan edellisen lauseen perusteella todeta, ettd esimerkin
19 sarja suppenee tasaisesti vililld [—a, a].

Seuraavassa lauseessa esitetddn tdrkeimpid ominaisuuksia, jotka periytyvit osafunktioilta f,(x) ja
f(t, x) sarjalle ja integraalille siind tapauksessa, etti suppeneminen tapahtuu tasaisesti.

Lause 17 Oletetaan, ettd funktiot f,,(x) ovat jatkuvia vililla I, f(t,x) : I X R — R jatkuva ja etti
sarja ja integraali

A=) 50 o Re= [ fend
n=1

suppenevat tasaisesti vdlilld I. Talloin

1. Fi(x) ja F,(x) ovat jatkuvia vdlilld 1.
2. Fi(x) ja F>(x) ovat integroituva vililld I ja

/ab Fi(x)dx = ;/ab Jfu(x)dx
/ab F(x)dx = /100 /abf(t,x)dxdt

3. Jos f,(x) on jatkuva vililld I ja a%f(t, x) : I XR — R on jatkuva ja

;fn'(x) sekd /lw;—xf(t,x)dt

suppenevat tasaisesti vililld I, niin Fy(x) ja Fy(x) ovat derivoituvia vdlilli I ja

F(x) = an'(x) sekd  Fy(x) = /l (%f(t,x) dt.
n=1

Todistus Sivuutetaan, mutta huomautetaan, etti jatkuvuus funktiosarjalle voidaan tasaisen suppenemisen
tapauksessa todistaa esimerkissd 21 mainitulla tavalla. O

Esimerkki 23 Sarja

(e8]

S =y Siz;” (3.5)

n=1
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sin nx

o 1
suppenee tasaisesti koko reaaliakselilla, silld < L ja sarja Z — suppenee. Niin ollen funktio
" n

n=1
(3.5) on jatkuva koko reaaliakselilla, silli kukin osafunktio S on,
Esimerkki 24 Esimerkistd 22 seuraa, etti sarja
LSy
I+ =0

suppenee tasaisesti vililld [—a, a], missd 0 < a < 1. Jos siis 0 < x < a, saadaan puolittain integroimalla

( l)n n+l
In(1 = —dt " " dt =
1+ = | Z( )/0 Z ol
Summausindeksia vaihtamalla saadaan siis
b n 2 3 4
1n(1+x)=Z(—1)"-1%:x—%+%—%+..., (3.6)

n=1

ja sarja (3.6) suppenee, kun |x| < 1. Toisaalta taas Leibnizin lauseen (lause 12) mukaan sarja (3.6)
suppenee tasaisesti vililld [0, 1], joten sen summafunktio on jatkuva télld vililld. Koska my6s In(1 + x)
on vililld [0, 1] jatkuva, ja sen arvo yhtyy sarjan (3.6) arvoon vililla [0, 1), on arvojen oltava samat myos

pisteessd x = 1. Ndin ollen

1 1 1
1n2—1—§+§—z+....

[ee]
=)

n=0

Esimerkki 25 Sarja

suppenee tasaisesti vililld [-a,a] (0 < a < 1). Derivoimalla puolittain saadaan

1 (o] (o]
— = Z nx"! = Z(n + 1)x".
(1 h x) n=1 n=0

Termeittdin derivointi onnistuu, koska myos derivaattasarja suppenee tasaisesti valilld [—-a,a] (miksi?
Katso my0s esimerkki 18).

Esimerkki 26 Aiemmin todettiin, ettd sarja Z — suppenee tarkalleen silloin kun s > 1. On kuitenkin
n
n=1
mahdollista laajentaa sarjan
o 1
{s)= ) — 3.7)
n=1 n

midrittelema funktio koko kompleksitasoon lukuunottamatta pistettd s = 1. Reaalialueella sarjaa (3.7)
kutsutaan toisinaan yliharmoniseksi sarjaksi, mutta sen miirittelemén funktion laajennusta taas Rieman-
nin {-funktioksi. Riemannin {-funktion nollakohtien sijainti kompleksitason alueessa 0 < Re(s) < 1 on
yksi tirkeimmistd matematiikan toistaiseksi avoimista ongelmista. Riemannin {-funktion nollakohtien
sijainnilla mainitussa alueessa on nimittiin suora yhteys alkulukujen jakauman méirittdmiseen. Ns. Rie-
mannin hypoteesin mukaan alueessa 0 < Re(s) < 1 sijaitsevien -funktion nollakohtien reaaliosa on %
Tamén hypoteesin oikeaksi todistamisesta on Clay Mathematics Institute luvannut miljoonan dollarin

palkkion.

3.3 Potenssisarjat

Kurssilla Insinddrimatematiikka B tutustuttiin Taylorin polynomeihin sekd ndiden erikoistapauksiin
Maclaurinin polynomeihin.
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Lause 18 (Taylorin polynomi) Oletetaan, ettd funktio f on n+1 kertaa derivoituva jossakin pisteen
Xxo ympdristossd. Tdlloin

(k) (n+1)
f()_zf (0) 0)k+f (é)

(n+—1)!(x — Xo)n+1, (38)

missd & € (x,xg) tai & € (xg, x).

Funktion f Taylorin polynomi pisteessi xo voidaan laajentaa Taylorin sarjaksi

f()—Zf C0) (o,

mikéli funktiolla f on kaikkien kertalukujen derivaatat jossakin pisteen xo ympdristossd. ja mikali
summan (3.8) jaddnnostermi

()
(n+1)! (x - xO)"”
lahenee nollaa, kun n — oo.

Esimerkki 27 Olkoon f(x) = sin x ja xo = 0. Télldin f)(x) on joko + sin x tai + cos x, joten | f"*D(¢£)| <
1. Jddnnostermille saadaan siis arvio

f(n+1)(§)xn+1 . |x|n+l o
(n+1)! T (m+1)! ’

kun n — oo. TillGin siis sinifunktiolla on koko reaaliakselilla suppeneva Taylorin sarja

2o X

inx=x—-—+——-—+
R TR T
Taylorin sarjat ovat erikoistapauksia potenssisarjoista, joiden tirkeimpid ominaisuuksia késitellddn
tdssd luvussa. Muotoa

(9]
2, dnlx = x0)" (3.9)
n=0
olevia sarjoja sanotaan potenssisarjaksi pisteessd xo. Kun tarvittaessa vaihdetaan muuttujaa ja merkitdian
t = x — xp, voidaan olettaa, ettd xo = 0.
Yleisesti ottaen sarjojen suppenemista ei voida pditelld siitd, ettd sarjan termit ldhestyvit nollaa.
Potenssisarjojen kohdalla melkein tillainen paéttely voidaan kuitenkin tehda.

Lause 19 Jos potenssisarjalle

o]

Z apx" (3.10)

n=0

ja jollekin luvulle ¢ > 0 pdtee lima,c" = 0, niin (3.10) suppenee itseisesti valilli (—c,c) ja
tasaisesti kaikilla vileilld [—a,a] C (—c,c). Jos taas jollekin luvulle c pdtee lima,c" # 0, niin
sarja (3.10) hajaantuu aina, kun |x| > c.

Todistus |a,x™| = |ayc"| |i—‘|n < H—“|n (kun n on kyllin suuri), jolloin siis itseisarvoilla varustetulle
sarjalle saadaan suppeneva majorantti. Jos lisdksi |x| < a, on majorantti riippumaton x:sti ja sarja
suppenee tasaisesti M-testin perusteella.
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Jos lima,c™ # 0 ja|x| > ¢, niin a,x" = a,c"(%)", eikd timd lauseke ldhene nollaa, silld a,c" ei tee
niin. Ndin ollen sarja ei suppene pisteessi x.

Edellisestd lauseesta seuraa, ettd potenssisarjojen suppenemiselle on kolme vaihtoehtoa:

(9]
e Sarja Z an(x — xp)" hajaantuu aina, kun x # xo,
n=0

(e8]

¢ On olemassa luku R > 0, jolle pétee: Z an(x — xo)" suppenee, kun |x — xg| < R ja hajaantuu,
n=0
kun |x — xo| > R

e Sarja Z an(x — xp)" suppenee aina, kun x € R.
n=0

Miaritelmi 10 Yllamainittua lukua R, mikéli sellainen on olemassa, sanotaan potenssisarjan

Z an(x — x0)" suppenemissdteeksi. Jos potenssisarja hajaantuu kaikilla x:n arvoilla, sen sup-
n=0
penemissiteeksi madritellaan R = 0 ja mikéli se suppenee kaikilla x:n arvoilla, merkitdén R = co.

00

Esimerkki 28 Sarjalle Z e x" pitee
n=0

Ve’ xm = " |x| > 1,

kun 7 on kyllin suuri ja x # 0. Juuritarkastimen (lause 11) mukaan sarja siis hajaantuu, kun x # 0. Ndin
ollen kyseisen sarjan suppenemisséde on 0.

X .n

Esimerkki 29 Sarjalle Z x_' pitee
i n!
xn+1 X
m+ 1) nl|

x|

n+1

kun x — co. Osaméiritarkastimen (lause 9) nojalla kyseinen sarja siis suppenee kaikilla x:n arvoilla,
joten sen suppenemissidde on R = oo.

(e8] (e8]
Lause 20 Sarjoilla Z apx" ja Z nanx""' on sama suppenemissdde.
n=0 n=1

Todistus Jos |nanc"_1| lahenee nollaa, kun n — oo, tekee |a,c"| = % \nanc"_1| samoin.

Valitaan sitten 0 < ¢; < c. TéllGin |nanci“1| = |a,c"| n(%)"& ja koska limna™ = 0 kun a € (0,1),
ndhdéin, ettd |nanc;‘"| lihenee nollaa mikéli |a, c"| tekee niin. Koska ¢; voidaan valita miten ldheltd
tahansa lukua c, seuraa viite lauseesta 19.

Kun kootaan yhteen edellisten lauseiden tulokset saadaan

Lause 21 Potenssisarjan summafunktio

F(x) = Z apx"
n=0

on suppenemisvililld (—R, R)
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1. Jatkuva,

b © b
2. Integroituva ja / F(x)dx = Z / anx" dx, sekd
a n—ova

3. Derivoituva ja F'(x) = Z na,x"1. Myos derivaattasarjan suppenemissdde on R.

n=1

[oe]

Seuraus 1 Potenssisarjan Z an,x" summafunktiolla F(x) on kaikkien kertalukujen derivaatat ja a, =
n=0
F™(0)
n!

Todistus Sijoitetaan x = 0 ja sovelletaan toistuvasti edellisen lauseen kohtaa 3.

Seuraus 2 (Potenssisarjojen identtisyyslause) Jos sarjat Z apx" ja Z b, x" suppenevat jollakin
n=0 n=0

vdlilld (—c,c) ja Z a,x" = Z bpx", niin tdlloin a,, = b, kaikillan € {0,1,2,3,...}
n=0 n=0

Huomautus 12 Edelldamainitun perusteella voidaan havaita, ettd potenssisarjat ja Taylorin sarjat ovat 14-
hestulkoon sama asia. Jos nimittdin potenssisarjalla on positiivinen suppenemisside, miérittelee potens-
sisarja suppenemisvililldén funktion, jonka Taylorin sarja se on.

Esimerkki 30 (Binomisarja) Olkoon a mikd hyvinsi reaaliluku. Funktion f(x) = (1 + x)® derivaatat
voidaan laskea: f/(x) = a(1 +x)®7, f7(x) = afe - DL +x)*72, .., fOx) =@ -1)... (e — k +
D(1 + x)*k,

Jos merkitéddn

a\ al@-1)...(a—k+1)
(k)_ k!

(yleistetty binomikerroin), voidaan siis kirjoittaa

FP ) = k!(Z)(l + 077k,

jolloin siis

fPO) _ (@
k! _(k)

ja funktiolla f(x) = (1 + x)® on olemassa Taylorin polynomi
n
(1+x)" = ;) (Z)xk + (ni‘ 1)(1 + o)
missd & € (0, x). Jadnnostermia

a
1+ a-n—1_n+l
(n + 1)( &) .
on kuitenkin hankala arvioida, mutta sarjan
(o] a N
S(x) = nZ:O (n)x 3.11)

suppeneminen voidaan osoittaa osamiéritarkastimen avulla:

|l —n
= x| =[x,
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kun n — oo. Sarja (3.11) siis suppenee, kun |x| < 1. Niin on saatu ns. Binomisarja
o [«
1+x)% = " 3.12
(l+x)" =) (n)x (3.12)

joka suppenee aina, kun |x| < 1.

Huomautus 13 Jos a on positiivinen kokonaisluku, on () sama kuin kurssilla Insind6rimatematiikka A
médritelty binomikerroin ja () = 0 aina, kun n > . Tilléin (3.12) palautuu direlliseksi summaksi ja
yhtélo (3.12) tavalliseksi binomikaavaksi.

Esimerkki 31 Valitsemalla binomisarjassa @ = —% ja x:n asemesta —t saadaan

mistd integroimalla saadaan

arcsin /x ! dt +1x3+_1-3x5+1-3-5x7
mx = =X _— — o
0 1-£2 23 245 2-4.67

+ ...

Potenssisarjojen yleisten ominaisuuksien perusteella integroimalla saatu sarja suppenee sielld missa
alkuperdinenkin, joten ylldoleva sarja suppenee, kun |x| < 1.
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Sarjaopin sovelluksia

4.1 Eulerin kaava

Aiemmassa luvussa johdetusta sinifunktion Taylorin sarjasta

oo X

sinx=x—-—+—- - —

3t 5 7
saadaan termeittdin derivoimalla Taylorin sarja kosinifunktiolle:

xr oxt x®

cosx=1-—+——-——+

21 41 6!
Eksponenttifunktion Taylorin sarja on my0s helppo johtaa:

F=1+x+ 2+x3+x4+
e = X+ —+ =+ —
20 31 4

Télloin

O () S (20 M (0 M (9 S 9 S 0

TR T T TR TR T
=1+ix——2—ix—3+x—4+ix—5—x—6—ix—7+
2 3t Tis T T
=1—x—2+x—4—x—6+...+i(x—x—3+x—5—x—7+...)
TIPS 35T

COS X + I sin x.

Tdmad on insinddrimatematiikka A:ssa esitetty Eulerin kaava. Eksponenttifunktion sarjan termien uudel-
leenjirjestely ei muuta sarjan summaa, koska sarja suppenee itseisesti.

On huomattava, ettdl tilld kurssilla ei ole erityisesti kdsitelty kompleksisten sarjojen teoriaa, mutta
teorian pédpiirteet pysyvit samoina siirryttdessa reaalialueelta kompleksilukuihin. Weierstrassin M -testi
tasaiselle suppenemiselle on pitevi, samoin kuin sovellettavissa olevat suppenemiskriteerit.

4.2 Generoivat funktiot ja rekursioyhtilot

Lukujonojen analysoimiseksi ja ominaisuuksien selvittimiseksi voidaan toisinaan kéyttda tekniikkaa,

jossa lukujonon avulla miiritellddn funktio, jonka ominaisuuksista toivotaan saatavan selville lukujonoon
liittyvéad informaatiota.

Jos ag, ay, as, . . . on lukujono, sanotaan ettd

A(x) = Z anx" 4.1)
n=0

31
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on jonon ay, ai, az, . . . generoiva funktio.
Esimerkki 32 Vakiojonon 1, 1, 1, ... generoiva funktio on
2 3 1
l+x+x"+x"+...= .
1-x
Esimerkki 33 Jonon & =1, % =1, % = % i, = %, generoiva funktio on
1 1
l+x+—x’+—x>+...=¢".
2! 3!

Aiempien lukujen perusteella voidaan generoivan funktion derivaatoista esittdd seuraava tulos valitto-
masti.

Lause 22 Jos sarja (4.1) suppenee vililli I = (—a,a), on funktiolla A kaikkien kertalukujen

derivaatat vdlilld I, ja
A™(0) = nla,.

Sarja (4.1) mddrittelee jatkuvan funktion suppenemisalueellaan ja voidaan derivoida ja integroida
termeittdin.

Positiivisen suppenemisséteen olemassaolo puolestaan voidaan taata silld, ettd jono a, kasvaa kor-
keintaan eksponentiaalisesti.

Lause 23 Jos on olemassa sellaiset positiiviluvut R ja M, ettd |a,| < R" aina, kun n > M, niin
sarja (4.1) suppenee valilldi (—R%, }3).

Todistus Mainituilla oletuksilla |a,x"| < (R |x|)", missd |R |x|| < R - % = 1. Sarjalla on siis suppeneva
geometrinen majorantti.

Huomautus 14 Yksipuolinen Z-muunnos tarkoittaa jonon xg, x1, X2, X3, ... generoivaa funktiota, jossa

muuttujan x paikalle sijoitetaan z~':

X()=x0+x12 407 24320 +...
Z-muunnosta kdytetidin digitaalisessa signaalinkdsittelyssd jonon xg, X1, x2, . . ., analysoimiseksi. Tdlloin
kyse on generoivan funktion kisittelysta.
Kaksipuolinen Z-muunnos tarkoittaa molempiin suuntiin d@drettdmin jonon ..., x_5, X_1, Xo, X1, X2,
... kahdesta osasta koottua generoivaa funktiota:
_ 3 2 -1 -2
X(@Z)=...+x37 + X022 +x12+x0+xX12 +x07 " +...

Tarkastellaan generoivien funktioiden kayttod rekursioyhtdloiden ratkaisemisessa seuraavan esimerkin
avulla.

Maaritelmé 11 Fibonaccin luvut méiritelldan seuraavasti: Fo = 1, F; = 1, ja Fy00 = Fy + Fp,
kunn > 0.

Fibonaccin lukujonon ensimmaiset jdsenet ovat ylld olevan méiritelméin mukaan siis 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13, 21, jonon seuraava jdsen saadaan siis kahden edellisen summana. jonon Fy, Fi, F3, ... generoiva
funktio:
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F(x) = ZF,,x" =1 +x+ZF,,x" =1 +X+ZF,,+2X"+2
n=0 n=2 n=0

josta x:114 kertomalla saadaan

xF(x) = Z F,x"™! = x + Z Fox™ = x + Z Fpx™t?
n=0 n=1 n=0
ja edelleen

x*F(x) = Z F,x"*?
n=0

Talloin
F(x) = xF(x) = X*F(x) = 1+ x = x+ > (Fpaa = Fp1 = F)x™2 = 1,
n=0
joten
F(x) = —
X)= ——.
1-x—x?

Tdlloin siis funktio F(x) = ;—— pitéd sisalldén kaiken informaation Fibonaccin luvuista, ja tdstd

voidaan saada esille es1merk1k51 eksphsuttlnen esitysasu Fibonaccin luvuille.
Titd varten etsitidin osamurtohajotelma funktiolle F(x): toisen asteen yhtilo ratkaisemalla saadaan

l-x—x?>=—(x—a)(x—pB), missia = _1%6 jafB = _1%6 Niin saadaan

NN S EEUN SNV SURUUN SRS SNSRI BRGNS S0 SR SRR S
(”-‘a_gx_a‘ﬁ_ax_ﬁ-‘Q$;?;‘x_ﬁ)-7$avtg‘zl_g

- Z( )n Z(ﬂ)n) — Z )n+] )n+l)xn'

n=0 n=0 n=0

)

Tastd voidaan péaitella, ettd

_ (L L
SR (A

Koska 5 = 1,61803 .. . ja 155 = —0,61803 .. ., niihdain, etti

it 5\ n+ —/5\n+
)= 7))

\V5\n
Fnz%(lz 5) +1,

jossa likiméardistys tarkkenee n:n kasvaessa. Edelleen voidaan todeta, etti

Foi1 noo 1+\/§
F, 2

Raja-arvoa HT\g kutsutaan kultaisen leikkauksen suhteeksi. Tatd suhdetta on antiikin ajoista asti pidetty
lansimaisessa taiteessa ja arkkitehtuurissa erityisen esteettisend rakennusten osien suhteille.

4.3 Sarjaratkaisut differentiaaliyhtiloille

Myothemmin osoittautuu, ettd melko harvoille differentiaaliyhtidlotyypeille on olemassa yleisté ratkaisu-
menetelmii. Sarjaoppi tarjoaa mahdollisuuden ratkaisujen 10ytdmiseen joissakin sellaisissa tapauksissa,
joissa aiemman menetelmit eivit toimi.

Luonnontieteissd, erityisesti fysiikassa erityisen tirkeitd ovat toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlot

v +a(x)y’ + b(x)y = c(x),
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joille ei kuitenkaan ole olemassa ratkaisukaavaa. Insinddrimatematiikka D:ssé tullaan kuitenkin huomaa-
maan, ettd jos vastaavalle homogeeniselle yhtilolle

Y +a(x)y’ +b(x)y =0
lIoytyy jokin ratkaisu, niin alkuperdisen yhtdlon kaikki ratkaisut voidaan 16ytdd. Tadlloin homogeenisen
yhtilon ratkaisua voidaan etsid merkitsemallad tuntematonta funktiota y potenssisarjalla

3

y=a0+a1x+a2x2+a3x + ...,

kehittamalld a(x) ja b(x) sarjoiksi, ja selvittdimilld ndin minkélainen on jono ag, ai, az, . . ..
Esimerkki 34 Valon diffraktioon liittyvd Airyn differentiaaliyhtilo
y'+xy=0

on muodoltaan yksinkertainen, mutta mikddn Insindorimatematiikka D:ssi esitettdvi yleinen ratkaisu-
menetelmi ei sithen pysty.
Valitaan alkuehdoiksi y(0) = 0 ja y’(0) = 1 ja merkitédén

(o8]

y(x) = Z anx",

n=0

jolloin alkuehdot merkitsevit, ettd ap = 0, a; = 1 ja

(@) = nayx"!

n=1

ja
(e8]
y'(x) = Z n(n — a,x"2.
n=2
Nyt siis
(o) (9]
xy = Z anxn+l — Zan_3xn—2
n=0 n=3

ja differentiaaliyhtdlon vasen puoli saa muodon

y'+xy= Z n(n — Da,x2 + Z an_3x"? =2ay + Z(n(n — Day + an_3)x" 2.
n=2 n=3

n=3

Koska timén pitéé olla nolla kaikilla x:n arvoilla, on oltava a; = 0 ja

kaikilla n > 3. Téll6in siis a3 = —ﬁao =0,a4 = —ﬁal =-73,05 = —ﬁaz =0, a6 = —Glfsag =0,
a7 = ~75a4 = 757 ne ja
| 1 7
X)=x——x"+ ——x' -
y() 43 77.6.4-3

Niin saatu sarja suppenee kaikilla x:n arvoilla (miksi?), joten saatu sarja edustaa Airyn yhtilon ratkaisua
koko reaaliakselilla.
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Fourier’n sarjat

S

Funktiosarjoissa Z gn(x) summattavien funktioiden gg, g1, g2, . . . ei periaatteessa tarvitse muodostaa
n=1
erityisen systemaattista ja helposti kuvailtavaa kantafunktiosysteemid, mutta sovellusten kannalta tama

olisi toivottavaa. Potenssisarjoissa kantafunktiosysteemi koostuu siirretyn muuttujan potensseista (x —
x0)", missd n € {0,1,2,...} ja potenssisarja on ndiden yhdistelmi (padttyméton summa):

(o)

F(x)= ) an(x = xo)",
n=0
missd kertoimet ag, aj, ap, ... pitdd madrittdd kutakin funktiota F ja kutakin tarkastelupistettid xo varten

erikseen. Timé on aiemmin selvitetty: a; = % Funktion F(x) esittdminen potenssisarjana edellyttad
kuitenkin, ettd F:114 on kaikkien kertalukujen derivaatat olemassa.

Fourier-sarjat, kuten muukin Fourier-analyysi rakentuu ajatukselle, jonka mukaan mitd hyvénsa funk-
tioita pyritdén esittiméin trigonometristen funktioiden sin x ja cos x avulla. Koska mainitut funktiot edus-
tavat selkedd aaltomuotoa, on uskottavaa, néditd muokkaamalla ja yhdistelemélld voidaan esittdd hyvinkin
monenlaista aaltoliikkeitd. Liséksi trigonometrisilla funktioilla on differentiaali- ja integraalilaskennan
kannalta kayttokelpoisia ominaisuuksia, esimerkiksi derivaattojen méirittiminen on yksinkertaista.

Edelleen on huomattava, etti Eulerin kaava e’ = cosx + isinx kytkee yhteen kosinin, sinin ja
kompleksisen eksponenttifunktion, joten Fourier-analyysi voidaan yhtilailla perustaa funktioiden esityk-
selle kompleksisen eksponenttifunktion avulla. Timi valitaankin kurssin paaasialliseksi ndkdkulmaksi.

Palautetaan mieleen Insindorimatematiikka A:sta seuraava kisite:

Mairitelmé 12 Funktiolla f : R — C on jakso 7, jos f(x + T) = f(x) kaikilla x € R.

Esimerkki 35 Funktioilla sin x, cos x ja e* on jakso 2m, kun taas funktioilla sin 27 x, cos 27x ja 27X on
jakso 1.

Lause 24 Jos funktiolla on jakso T, on silld myds jakso nT jokaista kokonaislukua n kohti.
Todistus Helppo, jatetddn harjoitustehtivéksi. g

Otetaan kéyttoon kisitteet f-taajuinen sini-, kosini- ja ekspenttifunktio, jotka perustetaan siihen ajatuk-
seen, ettd vililld [0, 1] funktio sin(27x) toistaa jaksonsa tasan kerran, sin(27x - 2x) kaksi kertaa, sin(27 - 3x)
kolme kertaa, jne.

Miiritelmé 13 Midritelldédn f-taajuiset trigonometriset funktiot sy ja ¢y sekd eksponenttifunktiot
seuraavasti:

» f-taajuinen sinifunktio médaritellidn sy(x) = sin(27fx) ja f-taajuinen kosinifunktio cs(x) =
cos(27 fx).

» f-taajuiset eksponenttifunktiot midritellddn e r(x) = PH

jae_r(x) = o

35
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Suoraviivaisella laskulla nihdéin, ettd

i flxs L . . .
mif(x+%) _ 2Tifx 2 _ 2mifx

er(x + }) =e = er(x).

ja sama paittely pitee f-taajuiselle sini- ja kosinifunktiolle. Ndin ollen kyseisilld funktioilla on jakso
T = ch Tdmi korostaa nimitystd ” f-taajuinen”, silld ykkosen mittaisella reaaliakselin vililla funktiot
exr(x), sp(x) ja cr(x) toistavat samat jaksot f kertaa.

Esimerkki 36 Funktiolla sso(x) = sin(2x - 50x) on jakso %.
Lause 25 Kaikilla n € Z funktioilla s 2 (x), cz(x), ja ex(x) on jakso T.

Todistus Ndytetédn viite toteen eksponenttifunktiolle e » (x), muille todistus on samanlainen.

2nin 2nin
ex(x+T)=e'T (tT) = 77X

2rin | 2rinx
T T = T

e e =en(x).

Kurssilta insindorimatematiikka B on erityisesti palautettava mieleen seuraava tulos:

Huomautus 15 T-jaksoisen eksponenttifunktion (joka ei ole vakio) integraali yli 7-pituisen vilin
on nolla: jos n # 0, niin

a+T

a+T
2rin T 2rin T 2rin 2nin
eTxdx=/ e T X = — (¢ @) _ Ty —
o 2rin 2rin

a

Jos taas n = 0, on integraalin arvo T'.

Eksponenttimuodossa esitetyille Fourier’n sarjoille on Fourier'n integraalien lailla tyypillistd sum-
mauksen ulottuminen negatiivisesta positiiviseen dédrettomyyteen, mutta sarjaopille ominaisen mééritel-
min (jonka mukaan sarja tulisi hajottaa kahteen osaan ja méadrittdd suppeneminen kummallekin erikseen)
sijaan Fourier-sarjoille kdytetddn seuraavaa midritelmaa:

i F, :A/lIian 3 F,.

n=—oo n=—

Tamad vastaa tarkalleen kahteen suuntaan dédrettomén integraalin maéritelmad Cauchyn péddarvona (kts.

Insindorimatematiikka B):
- M
/ f(x)dx = lim / f(x)dx.
oo M—co J_ar

5.1 Fourier-sarjojen kompleksinen muoto

Mairitelmé 14 Olkoon f : R — C T-jaksoinen funktio. Télldin funktion f (kompleksinen)
Fourier-sarja on

fo)= ) R, (5.1)

n=—oo

missd F, € C kaikille n € Z. Lukuja F}, kutsutaan funktion f Fourier-kertoimiksi tai spektriksi.
Lisiksi jokaista n € {0,1,2,3,...} kohti sanotaan, ettd funktiossa f esiintyy taajuus %, jos F, #0
tai F_,, # 0. Kerrointa F;, kutsutaan myds taajuuden 7 amplitudiksi ja sen itseisarvo ilmaisee kuinka
voimakkaasti taajuus 7 esiintyy funktiossa f.
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Fourier-sarjoja koskevat Fourier-analyysin peruskysymykset ovat seuraavanlaiset: Milld ehdoilla f on
mahdollista esittdd Fourier-sarjana (5.1) ja miten kerroinjono F;, saadaan selville, kun funktio f tunnetaan?

Huomautus 16 Taajuus fysikaalisena suureena on aina positiivinen, vaikka eksponenttifunktiot e%(x)
esiintyvitkin my0s negatiivisilla n:n arvoilla. Negatiivinen n:n arvo on kuitenkin vain matemaattinen
esitystapa vailla fysikaalista tulkintaa, ja negatiiviset n:n arvot voidaan aina vilttdd kdyttdmailld reaalista
esitystd, johon perehdytddn myohemmin.

Huomautus 17 Fourier-sarjana esitettdvéissd funktiossa 5.1 voi esiintyd vain taajuuksia 7 = nf, jolloin
sanotaan ettd f:n spektri on pistemdiinen tai diskreetti.

Huomautus 18 Jos tarkastellaan T-pituisella vililld [a, @ + T] médriteltyja funktioita, joilla on Fourier'n
sarja

fE)= ) R,

n=—o0o

voidaan ajatella, ettd kertoimet F,, toimivat funktion f koordinaatteina systeemissi, jossa kantafunktioina
2ri . .e seiee s
ovat e* T . Funktiota f vastaa siis kahteen suuntaan pédttyméton jono

(s F3,F 9, F 1, Fo,F1,F), F3,. . ), (5.2)

miki omalla tavallaan merkitsee sitd, ettd Fourier-sarjojen avulla voidaan ainakin tietyssd mielessd “har-
ventaa” funktion esitystd: Vilin [@,a + T] kaikkien arvojen (ylinumeroituva méiré, kts. Insindorima-
tematiikka A) sijaan riittdd em. kerroinjono (5.2) (numeroituva miird) mistd funktion f kaikki arvot
voidaan periaatteessa rekonstruoida. Sama havainto “harvennuksesta” toimii myds potenssisarjoille, mut-
ta osoittautuu, ettd Fourier-sarjojen avulla esitettdvien funktioiden joukko eroaa potensisarjojen avulla
esitettavistd oleellisesti: Fourier-sarjojen esittimit funktiot ovat jaksollisia, miké ei pade potenssisarjoil-
le. Sen sijaan potenssisarjojen esittdmét funktiot ovat jatkuvia, miki taas puolestaan ei vélttimattd piade
Fourier-sarjoille.

Palataan sarjaesityksen (5.1) yksityiskohtiin. Koska f on T-jaksollinen funktio, on kysymys Fourier’n
sarjan olemassaolosta mielekkaisti asetettu: kukin funktio x — ¢“ 7~ on T-jaksollinen funktio, joten
tdlléin myos sarjan (5.1) summa on sellainen, jos sarja suppenee. Télloin tulee siis selvittdd, miten
kertoimet F,, miiritetddin. Tatd tarkoitusta varten taas voidaan kéyttdd huomautuksessa 15 mainittua
integraalin ominaisuutta.

Selvitetddn tuntemattomat kertoimet F,, seuraavasti: Jos

f)= ) Fpe,

n=—oo

niin talloin

(o]
_2aim 2mi(n-m)
f(x)e " T * = ZFne T

n=—oo

ja siis pitéisi olla
a+T

_2zmim > a+T 27ri(nfm)x
f(x)e T Fdx = Z F, e T dx.
(e

@ n=-oo

Aiemmin todetun perusteella oikean puolen summassa esiintyva integraali on 0, jos n # m, kun taas
tapauksessa n = m kyseessséd on vakiofunktion 1 integraali yli vilin [, @ + T]. Néin ollen

a+T 2rim
/ f(x)e™" T Ydx=F,-T,
a

mista

1 a+T 2rin
F, = —/ f(x)e” T *dx. (5.3)
T Jo
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Tadma ndyttdd siis vastaavan Fourier-analyysin peruskysymykseen Fourier-sarjojen kohdalla: Kertoimet
F,, sarjaesitykseen (5.1) 10ydetdin integraalilla (5.3). Funktiosarjojen teorian nojalla voidaan kuitenkin
huomata, ettd vastaus on puutteellinen, silld sarjan integroiminen termeittdin ei ole aivan suoraviivaista:
Termeittdin integrointi onnistuu, jos sarja suppenee tasaisesti, mutta muutoin sité ei voida taata.
Fourier-sarjoille voidaan kuitenkin todistaa seuraava tulos:

Lause 26 Jos T-jaksoisen funktion f toispuoleiset derivaatat f'(xo+) ja f'(xo—) ovat olemassa ja
F,, mdidritetty kuten yhtdlossd (5.3), niin sarja (5.1) suppenee pisteessdi xo kohti arvoa %( f(xo+) +

f(xo-)).
Edelld on merkitty f(xo+) = XEI;lJr f(x)ja f(xo-) = XEI;I_ f(x).

Todistus Vaativa, sivuutetaan. O

Huomautus 19 Jos funktio f on edellisen lauseen ehtojen liséksi jatkuva pisteesséd xg, ovat vasemman-
ja oikeanpuoleiset raja-arvot f(xo—) = f(xp) = f(xp+) samat, jolloin Fourier-sarja suppenee kohti arvoa

f(x0).

Huomautus 20 Méiéiritettéiess'ai Fourier-sarjan kertoimia luku @ on vapaasti valittavissa. Tyypillisid valin-

tojaovata = O tai @ = 2 , missd T on jakson pituus. Jos tarkasteltava funktio f on alun perin jaksoton,
saatava Fourier-sarja edustaa jaksollista funktiota, joka médrittyy funktion f arvoista vililld [a,a + T].
Okunx <0

Esimerkki 37 Olkoon f(x) = . Méiritetdéin f(x):lle Fourier-kertoimet F,,, kun méirittely-

lkunx >0
viliksi valitaan [—m, 7). Télloin T = 27 ja

F—L‘/ﬂf()c)dx—L/”dx—l
"o /), oy 2

jakunn # 0, on

Fy

T
. —mxd _ —inx dx = —lnx
/ flx)e e / "o / —m

0 kun n = 2k on parillinen,
— kun n = 2k + 1 on pariton.

Zmn

= (T ) = = (1) - 1) = {

Esimerkki 38 Olkoon oyp(x) = x— [ x| — % Selvisti oy on 1-jaksoinen funktio ja Fourier-sarja funktiolle f

voidaan midritelld esimerkiksi ottamalla lihtokohdaksi vili [0, 1), jossa funktio yhtyy polynomiin x — %
Jos télldin n # 0, on

1 1 1
nin 1 . 1 d 1 )
F, = / f(x)e_zfx dx = / (x — E)e—Zmnx dx = / (X = =)— ——— ™ 2inx gy
0 0 0

27dx —2min
: 1 ! , 1 1 :
—27rlnx —2minx —27rm —27r1-0
= - = + — dx = - - —— -
/(x 2) 27rm 27rin/0 ¢ * 2 —27an - 2) Zmn
= - I+1)=- ,
47rin( ) 2min

kun taas arvolla n = 0 saadaan

1 1
1 1, 1
Fo—/o(x—z)dx—é(zx —zx)—

Talloin siis funktiolla oy on Fourier-sarja

oo(x) = — Z S, (5.4)

n=-co
n#0
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joka todella suppenee funktion oy arvoja kohti niissi pisteissd, joissa oy on jatkuva. Sen sijaan funktion
oy epdjatkuvuuspisteissé (kokonaislukupisteet) sarja suppenee kohti vasemman- ja oikeanpuoleisen raja-
arvon keskiarvoa 0 kohti. Niin ollen yhtésuuruus (5.4) ei todellisuudessa pade kaikkialla, vaan rikkoutuu
epdjatkuvuuspisteissi.

5.2 Fourier-sarjojen reaalinen muoto

Kuten aiemmin mainittiin, on Fourier-sarjoilla my0s reaalinen muoto, jossa trigonometriset funktiot
korvaavat eksponenttifunktion. Ndiden muotojen vilittdvina tekijdnd toimii Eulerin kaava.

Reaalinen muoto saadaan yhdistdmaélld kompleksisessa muodossa termit, jotka vastaavat kertoimia
F_, ja Fy:

nin 2ni(-n) 2 2 2m(— 2m(—
SR F e T ¥ =F,(cos %x + i sin %x) + F_,(cos yx + i sin #x)

Fue
2rn . . 2nn 2nn . 2nn
= (F, + F_,) cos Tx +i(F, — F_,)sin Tx = A,, cos Tx + B,, sin Tx,

missd on merkitty A,, = F,, + F_,, ja B, = i(F, — F_,,). Lisdksi on erikseen huomioitava termi, jossa n = 0.
Talloin Ag = Fy + F-g = 2Fy ja By = i(Fy — F—o) = 0 ja sarjan reaalinen muoto saadaan seuraavasti:

M M -1 M M .
27in 2min o 2xin o 2in o 27n(—n)x
ZFneT =F0+ZeT +ZFneT =F0+ZF,,eT +ZF,ne T
n=—M n=1 n=—M n=1 n=1
M
2zin 2m’(fn)x
=Fy+ Foe T+ F e T
n=1

M
A 2 2
= 70+;(Ancos$x+3nsin$x).

Kun annetaan luvun M ldhestyd dédretontd, ndhdédn, ettéd

2

n=—o0o n=1

2min A = 2nn . 2mn
Z F,e T * L Z (A,, cos Tx + B, sin Tx) . 5.5)

Yhtilon (5.5) oikean puolen sarjaa kutsutaan vasemman puolen reaaliseksi muodoksi. Fourier-sarjoja
kutsutaan my0s trigonometrisiksi sarjoiksi, ja reaalinen muoto perustelee timin nimityksen. Koska ker-
toimille F;, on olemassa esitys (5.3), saadaan yhteyden A,, = F,, + F_, ja B,, = i(F,, — F_,) perusteella
my0s reaalisen muodon kertoimille muotoa (5.3) vastaava integraaliesitys, mutta laskutoimitusten kan-
nalta on usein suoraviivaisempaa selvittad kompleksisen muodon kertoimet F,, ja tésté reaalisen muodon
kertoimet A, ja B, ylld kuvatulla tavalla.

Nimitys “reaalinen muoto” tulee kokonaan perustelluksi kuitenkin vasta jos voidaan ndyttéa toteen, etti
kertoimet A,, ja B, ovat reaalisia. Ndin todellakin on, jos f on reaaliarvoinen funktio. Téalldin nimittdin

— 1 T 2zin 1 ot 2in 1 [T 2in
F, = —/ f(x)e™"T *dx = —/ f(x)e™"T Xdx = —/ f(x)e’T “dx =F_,
T Jo T Jo T Jo

jasiksi A, = F, + F_, = F, + F, =2Re F, € Rja B, = i(F, - F_,) = i(F, — F,) = -2Im F, € R.

1

_27rin+

Esimerkki 39 Esimerkin 38 Fourier-sarjalle saadaan reaalinen muoto seuraavasti: Lasketaan A,, =

(—m) =0jaB, =i(-5— - (—ﬁ)) = —-L mistd niihdin, ettd

0

oo(x) = — Z nin sin(2mnx). (5.6)

n=1
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Ylldolevassa sarjaesityksessd, kuten jo aiemminkin esitetyssd op:n Fourier-sarjassa on se ominaisuus,

ettd oy ei ole jatkuva funktio, vaikka sarjan kaikki osafunktiot ovatkin jatkuvia. Tama merkitsee sitd, ettd
ylldoleva Fourier-sarja ei suppene tasaisesti.

Epitasaisesta suppenemisesta seuraa, ettd 1dhestyttdessi epdjatkuvuuspistetti joudutaan ottamaan mu-

kaan aina vain enemmén sarjan termeji, jos halutaan pitdé ylld samaa laskentatarkkuutta.

Seuraavaan kuvasarjaan on piirretty funktion o(x) reaalisen Fourier-sarjan alkuosia, joihin on otettu
mukaan 1, 2, 3, 4, 10 ja 50 ensimmaéista termii.

~ o3f 25 \o4F fa
FAl F VL / \
/ \o.: o / \ / K / “'I,
/ A E / A / okl / \
! r | f o f \
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Esimerkki 40 Midritetizn funktiolle f(x) = x? Fourier-sarja f;(x) vililld [-7, 7] ja f>(x) vlilld [0, 27].
Kummassakin tapauksessa jakson pituus on 2r ja osittaisintegroinnilla saadaan

) i e*inx
/x e " dx =

3 (in®x? +2nx = 2i)+ C
n

kun n # 0. Ndin ollen vililld [—7, 7] on

- b
ja

T .
1 —inx 1" 2(=1)"
Fn——/e 3 (in2x2+2nx—2i)=( 3) 2n = =D .
n

)
Sijoitusta tehdessi piti huomioida ettd €™ = ¢="" = (=1)", silld n € Z. Tilloin

> cos(nx).
n

. 2 o 4=
inx _ 7
3+n;w = e —3+;

Reaalista muotoa etsittiessi pitii huomata, etti (—1)7" = ((=1)"1)" = (=1)".
Vililla [0,27] taas
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ja
1 2/71 einx 2nni+2 2w, 2
kbl e

F, = o 3 (in*x* + 2nx - 2i) =

n2 n n?

Sijoitusta tehdessi pitdi huomata, etti e="?™ = ¢/"2% = 1, koska n € Z. Tilloin

[oe]

472 2mni+1) 472 & 4 4
f(x) = % + Zo %em - % + Z‘f(n—z cos(nx) — 7” sin(nx)).
n#0 n=

5.3 Fourier-sarjojen ominaisuuksia

Aiemmin on kasitelty funktiosarjoja kahdesta eri ldhtokohdasta: Ensinnékin ldhtien funktiosta, jolle py-
ritdédn etsimain esitys sarjan avulla, ja toisaalta 1dhtien sarjasta, jonka toivotaan esittdvin jotain funktiota.
Fourier-sarjojen yhteydessd ensimmadiselld lahestymistavalla voidaan taata enemmin differentiaali- ja
integraalilaskennan kannalta toivottuja ominaisuuksia.

Fourier-sarjoille voidaan todistaa seuraavat tulokset:

Lause 27 Olkoon f T-jaksoinen funktio, joka toteuttaa lauseen 26 ehdot.

o Tilloin Fourier-sarja (5.1) voidaan integroida termeittdin, siis

2nin

x T
/0 () dt = Fox + Z Fuz—('?

X,

e Jos funktion f"' toispuoleiset raja-arvot ovat olemassa jokaisessa tarkasteluvdilin pisteessd,
voidaan Fourier-sarja (5.1) derivoida termeittdin, siis

, o 27N xin
Fa= ), S T

n=—oo

Mikdli f’(x) on epdjatkuva, suppenee derivoimalla saatu sarja pisteessd xo kohti toispuoleis-
ten raja-arvojen keskiarvoa %( f'(xo+) + f/(x0—)). Termeittiin derivoituvuus ja integroituvuus
pdtevdiit myos reaaliselle muodolle.

Yll4 oleva lauseen todistus vaatii sen verran esitietoja, ettd sitéd ei voida esittdd Insindorimatematiikan
kurssikokonaisuudessa. Sen sijaan lausetta voidaan kéyttdd uusien fourier-sarjojen johtamiseksi entisista.

X
Esimerkki 41 Kurssilla Insin6orimatematiikka B merkittiin o (x) = oo(t) dt. Tall6in funktiolle oy (x)

0
saadaan Fourier-sarjan reaalinen muoto seuraavasti: Koska (epédjatkuvuuspisteitd lukuunottamatta)

o)

oo(x) = — Z % sin(2rnx),

n=1

on
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X el 1 X Ll 1
= = — — in(2 - — I
o1(x) /0 oo(t) dt ,?:1 — /0 sin(27nt) dt Z .

-1
—— cos(2nnt)

g O T %

o 2rn
= i ;(cos(2ﬂnx) -1)= i L cos(2nnx) — Z !
= = o 2w
= i ! cos(2nx) + C
- 2,2 ’
p— 2n4n

missd on merkitty

SR
CZ_Z 2nn?

n=1
Aiemman perusteella tiedetéddn, ettd timi sarja suppenee, joten vakio C on hyvin méiritelty ja koska

vililld [0,1) on op(x) = x — %, on

X
* x o1 1 11 1
o1(x) = oo(t) dt = r——dr:/—tz—_;z_Z__,
1(x) ‘/0 o) '/0( 2) 02 2 2x 2x

kun x € [0, 1). Talld vililld siis pétee

1
21202

1, 1 =
o(x) = Ex - Ex =C+ ; cos(2mnx). 5.7

Koska o7 on jatkuva funktio, jonka derivaatat ovat toispuoleisina olemassa kaikkialla, esittdd niin
saatu sarja funktiota o kaikkialla. Huomionarvoisena voidaan pitdd myos siti, ettd Fourier-sarjan (5.7)
esittdmén funktion jatkuvuus voidaan todeta yleisen sarjaterorian perusteella:

1
= 2n2n?’

cos(2mnx)
2n2n?

joten sarja suppenee tasaisesti ja siksi yhtdlon (5.7) oikea puoli miirittelee jatkuvan funktion (osafunktiot
ovat jatkuvia).

Myos vakio C voidaan médrittdd, kyseessahin on funktion oy (x) Fourier-sarjan vakiotermi Fy. Tamé
saadaan tavalliseen tapaan integroimalla:

_ L

1
4 12

C =F —‘/10'(x)dx—/l(lxz—l)c)d)c—1
R o270 27 76

Talloin saadaan siis selville, ettd

i 11
222 12’
n=1

joka voidaan kirjoittaa edelleen muotoon
—5 = —.
“in 6

Funktion ja sen Fourier-kertoimien vililld on seuraavan lauseen esittdmi yhteys, jota kutsutaan Par-
sevalin kaavaksi.

Lause 28 (Parsevalin kaava) Olkoot f ja g vdlilli [a,a + T)| mddriteltyji funktioita, joilla on
suppenevat Fourier-sarjat

f(x) = i Fe 7%

n=—co
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ja
g(x) = Z Gneb;"inx.
n=—oco
Télloin
1 a+T _ ) _
= | f@stdx= ) FG,
a

n=—oo

Todistus Muodollisesti lausekkeita késittelemélld saadaan yhtidloketju

a+T e a+T 27r1n 2nin il = 2nin = —_ 2rim
/ f(x)g(x)dx:/ ZGneTxdx—/ ZFeTxZGne T Ydx
@ m=—oo a n=—oo m=—oo

n
[o0] (o8]

> __ 27n(n 2mi(n=m) @t i)
Z WG dx ZZFnG/ e TN dx

n=—00 Mm=—00

”MS H'Mg

c”I

mistd viite seuraa. Yhtidloketjussa on kuitenkin monia tarkempia perusteluja vaativia seikkoja, jotka
sivuutetaan. U

Valitsemalla Parsevalin kaavassa f = g saadaan ns. Plancherelin kaava

1 a+T 5 €9 5
2[R a= Y IR,

n=—oo

miki voidaan sanallisesti ilmaista seuraavalla tavalla: Funktion | f(x)|? keskiarvo vililld [, @ +T] on sama
kuin funktion f Fourier-kertoimien itseisarvojen nelididen summa. Fourier-sarjojen reaaliselle muodolle
Plancherelin kaavaa pitdi jonkin verran muuntaa. On nimittédin helppo todeta, ettd jos A, = F,, + F_,, ja
B, = i(F,, — F_,), niin

1
|Fn|2 + |F—n|2 = z(lAn|2 + |Bn|2)~

Lopullinen esitysasu reaalisen muodon Plancherelin kaavalle jatetdin harjoitustehtivéksi.






Luku 6
Fourier-muunnokset

Fourier-sarjoja késittelevissd luvussa tarkasteltiin 7-jaksoisten funktioiden esityksia

flx) = f]nmﬁ”

n=-oo

joiden kertoimien jonoa (..., F_3, F_p, F_1, Fy, F1, F, F3,. . .) kutsuttiin spektriksi. Sanottiin, ettd funk-
tiossa f esiintyy taajuus % jos F,, # O tai F_,, # 0. Esitystd Fourier’n sarjana voidaan ajatella yleistettivéin
siten, ettd taajuuksien % missd n € {0,1,2,3,...} sijaan sallittaisiin kaikki mahdolliset taajuudet, jolloin
paddytddn Fourier’n sarjojen sijasta Fourier’n integraaleihin.

6.1 Fourier-integraali ja -muunnos
Trigonometristen tai eksponenttifunktioiden kombinaatiot
n
f(x) = Fe¥ > ¢ BB~ oy F ey = Z Fy e 6.1
k=1

ovat kéyttokelpoisia joissakin tapauksissa, mutta summien (6.1) avulla ei voida esittdd kaikkia sovelluk-
sissa tarvittavia funktioita. Tilanne ei muutu oleellisesti, vaikka dérellisten summien sijasta siirryttdisiin
sarjoihin.

Jos sen sijaan summien (6.1) sijasta siirrytiddn integraaleihin, saadaan esitettyd varsin suuri joukko
funktioita f(x). Periaatteen tasolla summista tai sarjoista integraaleihin siirtyminen merkitsee pistespekt-
rin(...,F3,F_5,F_1, Fy, F1, F>, F3,. . .) laajentamista jatkuvaksi spektriksi:

fm=[Fmﬁm@. (6.2)

(9]

Mairitelma 15 Funktion f integraaliesitystd (6.2) kutsutaan Fourier-integraaliksi tai Fourier'n
integraaliksi ja funktiota ' f:n spektriksi.

Huomautus 21 Fourier-analyysissa, toisin kuin yleisessid epdoleellisten integraalien teoriassa, kahteen
suuntaan ddrettdman integraalin ajatellaan aina merkitsevin Cauchyn paiarvoa:

(o) M
[m f(x)dx = A/lIian[M f(x)dx.

Klassisen Fourier-analyysin perustehtédvind on selvittdd, millaisille funktioille f esitys (6.2) on olemassa
ja miten spektri F' 16ydetddn. Alan perustulos on seuraavassa lauseessa, jonka todistusta ei esitetd tidssa
yhteydessd, vaan se perustellaan vasta luvun lopussa.

45
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Lause 29 Oletetaan, ettd f:lldi on korkeintaan ddrellinen mddrd epdjatkuvuuspisteitd ddrellisilld

)

véleilld ja ettd integraali / | f| on ddrellisend olemassa. Tdlloin f:lld on epdjatkuvuuspisteitd

lukuunottamatta esitys Fourier’n integraalina

1@ = [ Foe ay 6.3)
Jja talloin
F(y) = / f(x)e 2 dx, (6.4)

oS

Huomautus 22 Jos /

—00

|f| suppenee, niin tietenkin myos / |f| suppenee (miksi?). Integraalin
0

o)

| f(x)] dx suppenemisen perusteella voidaan arvioida myGs nopeutta, jolla | f(x)| ldhestyy nollaa:

O(ietetaan, ettd f on niin sddnnollinen, ettd raja-arvo xlg}go x| f(x)| on olemassa. Jos timé raja-arvo ei ole

nolla, olemassa sellainen vakio ¢ > 0, ettd x | f(x)| > ¢ kun x on kyllin suuri. Téten | f(x)| > c)—lc suurilla
o0

x:n arvoilla, joten minoranttiperiaatteen mukaan / | f(x)| dx ei suppene. Tamén ristiriidan perusteella

x|f(x)| = 0, kun x — oo, mikili raja-arvo on ole(r)nassa. Samoin voidaan todeta, ettd x | f(x)| — 0, kun

x — —oo, mikéli raja-arvo on olemassa.

Yhtil6 (6.3) voidaan tulkita funktion f(x) esitykseksi y-taajuisten eksponenttifunktioiden x - ¢>**Y
avulla. Yhtilo (6.4) puolestaan ilmaisee, ettd spektrin F(y) yhteys funktioon f(x) on varsin symmetrinen:
Funktion F(—y) esityksessd Fourier'n integraalina kerroinfunktiona toimii f(x).

Mairitelmé 16 Funktion f Fourier-muunnos on funktio

FLA) = / " F)e Y dx

Edelld esitetyn perusteella funktio [ f] on tilloin kerroinfunktiona f:n esityksessid Fourier’'n inte-
graalina:

F) = / FLA0)E dy.

Miaéritelmé 17 Funktion f kddnteinen Fourier-muunnos on funktio

FUA0 = [ s ax

Meiiritelmien perusteella 7~ 'F[f] = FF ~![f] = f lukuunottamatta mahdollisesti funktion f epi-
jatkuvuuspisteitd. Vaihtoehtoinen merkintd Fourier-muunnokselle on F[f] = f. Myos merkintitapa,
jossa funktion f Fourier-muunnosta merkitiin isolla kirjaimella F, on toisinaan hyvin kéyttokelpoinen.

Huomautus 23 Kirjallisuudessa esiintyy myds muunlaisia miéritelmid Fourier-muunnokselle ja kién-
teiselle Fourier-muunnokselle. Useimmiten ndmi eroavat tdmin kurssin médritelméstd eksponentissa
esiintyvin kertoimen 27 osalta (joissain mééritelmissd kdytetddn muuttujana kulmataajuutta w = 2n f
taajuuden f sijaan).
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Mairitelmé 18 Olkoon F = F[f] funktion f : R — C spektri. Kun F esitetddan napakoordi-
naattimuodossa F(x) = |F(x)| ¢!?™), sanotaan, etti |F(x)| on f:n amplitudispektri ja 6(x) on f:n
vaihespektri.

Jatkoa varten otetaan kdyttoon ns. normalisoitu sinc-funktio.

Maaritelma 19

sinc x = S‘;‘r;”‘, kun x # 0,
*= 1, kun x = 0.

Kirjallisuudessa esiintyy toisinaan my6s normalisoimaton sinc-funktio, joka méaéritellddn lausekkeella

sin x sin x
——. Koska 11rr(1) —— =1, on sinc-funktio (normalisoimaton ja normalisoitu) jatkuva koko reaaliakse-
xX— X

1111a Jatkossa tarkasteltavaksi tulee muotoa 7 sinc(7x) oleva funktlo jonka kuvaajia on eri 7:n arvoilla
piirrettyni seuraavaan kuvaan. Koska |7 sinc 7x| = |T S;T"T’;” | < , ovat timén funktion arvot kaukana
origosta ldhelld nollaa, ja mitd suurempi 7 on, sitd kapeamman ja korkeamman piikin” funktion 7 sinc(7x)

kuvaaja muodostaa origossa. On syytd huomata myds, etté sinc on parillinen funktio: sinc(—x) = sinc(x).

ol
ol iy

Funktion y = 7 sinc(rx) kuvaajat arvoilla
H | T=1,7=5jat =10.

IHim
OWWMNWW\WHM‘ H‘U W W aaammaanns
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Maaritelmé 20 Madritelldan suorakulmainen pulssi I1 seuraavasti:

1, kun |x| < 1,
I(x) = % kun |x| = %,
0 muutoin.

Esimerkki 42 Pulssifunktion IT Fourier-muunnos on

)

Fimo) - [

1
—0o -3

Jos y # 0, on siis

1
—2miy —2miy

_oxixy 1
emey:

F)(y) =

——

—_ ol

= —sin(ny) = sinc y.
Ty

Jos y = 0, saadaan
1

2
FII(y) = / dx =1 = sincO.
1
-3
Talloin siis kaikilla y:n arvoilla
FIT](y) = sinc y.

1
(x)e Y dx = /2 (x)e™ 2 dx =

1

B=

_(e—m'y _ em'y)

Tama merkitsee sitd, ettd funktio IT voidaan esittdd Fourier’n integraalina

I(x) = / sinc y - e dy,

00

6 Fourier-muunnokset

A
e Y dx.

jossa funktion IT spektri sinc y saa suurimman arvonsa origossa ja ldhenee nollaa kun loittonee origosta.

Esimerkki 43 Madiritellaan ns. signum-funktio seuraavasti:

—1,jos x <0,
sgn(x) =4 0,josx =0,
1, jos x > 0.

ja lasketaan funktion f(x) = sgn(x)e~®"! missi @ > 0 Fourier-muunnos.

M 0 M
/ Sgn(x)efalx\efhrlxy dx = f _ea/x72mxy dx +/ efax727rtxy dx
-M - 0

M
0 M
= / _;ex(a/—briy) _ / 1 e—x((1/+27riy)
a —2miy b a+2miy
1 ) 1 )
= ——(1- e—M((x—Zmy)) _ : (E—M((H—Zﬂ'ly) ~1)
a —2miy a +2miy
M—co 1 . 1 _a—2niy - (a +2niy)
a-2miy  a+2miy a? + (2my)? a2+ Q2ay)Y

siis .
4miy

Flsgn(x)e **)(y) = T oo
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Tapauksessa @ = 0 ei integraali suppene, mutta sen sijaan saatu lauseke on mielekéds (kun y # 0). Siksi
funktion sgn Fourier-muunnoksena usein pidetdén funktiota
4riy i 1
Flsgn(N)Iy) =-7F5=-——=7"",
4rcy Ty inmy

vaikka signum-funktio ei toteutakaan ehtoa lim sgn(x) = 0. Itse asiassa Fourier’n integraali
X—*00

/ .LeZm'xy dy,
—oo LTTY

jonka siis pitdisi esittdd signum-funktiota ei sellaisenaan suppene pisteessd y = 0 olevan epéoleellisuus-
kohdan vuoksi. Cauchyn péddarvoksi tulkitsemalla, hajottamalla integraali positiiviseen ja negatiiviseen
osaan ja yhdistimélld ndmi saadaan kuitenkin suppeneva integraali, joka todella esittdd signum-funktiota
(harjoitustehtdvi).

6.2 Fourier-muunnoksen tulkintaa
6.2.1 Fourier’n integraalin esitysmuotoja

Olkoon F funktion f spektri, jolloin siis

1w = [ Foemay. ©5)
Tédmi merkitsee sitd, ettd f on esitetty y-taajuisten eksponenttifunktioiden e.,(x) = e*2mXY [y € [0, 00)
avulla integraalina (joka voidaan tulkita raja-arvoksi summista). On oleellista huomata, etti esityksessi
(6.5) funktion F argumenttina ei ole x, vaan integrointimuuttuja y. Funktiolla F on esityksessé (6.5) siis
kerroinfunktion asema: F(y) médrittdd, milld vahvuudella (amplitudilla) y-taajuinen eksponenttifunktio
x = ¥ on mukana f:n esityksessi, aivan samoin kuin esityksessi (6.1) kerroin Fj méris, milld
amplitudilla f;-taajuinen eksponenttifunktio ¢>** on lisn.

Erityisesti reaaliarvoisille funktioille f saattaa toisinaan olla havainnollisempaa kiyttdd eksponent-
tifunktion esitystd sini- ja kosinifunktioiden avulla: Merkitdin A(x) = F(x) + F(-x) ja B(x) =
i(F(x) — F(-x)), jolloin F(x) = %(A(x) — iB(x)) ja F(-x) = 3(A(x) + iB(x)) ja funktion f esitti-
vid integraalia voidaan késitelld seuraavasti:

M M 0
2mix _ 2mix 2mix
[ rmemay= [T rmeaye [ powdy
M . M .
= [ e e [ e ay
0 0
M
= [ F0E s ey dy
0
M
= / (F(y)(cos(2rxy) + isin(2nxy)) + F(—y)(cos(2Qmxy) — i sin(2Qnxy)) dy
0
M
= /0 ((F(y) + F(=y))cos(2nmxy) + i(F(y) — F(-y)) sin(2nxy)) dy

= /M A(y)cos(2rxy) + B(y) sin(2rxy)) dy.
0

Kun annetaan M:n ldhestyid déretontd, saadaan
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[ F(y)ez”ixy dy = ./0 (A(y)cos(2mxy) + B(y) sin(2rxy)) dy

00

Tdlloin f on siis esitetty f-taajuisten kosini- ja sinifunktioiden x — cos(2zxy) ja x — sin(2zxy)
avulla; esityksessd y kay lapi kaikki reaaliarvot. Niin saatua esitystd voidaan kylld kdyttdd muillekin
kuin reaaliarvoisille funktioille, mutta talloin kerroinfunktiot A(x) ja B(x) eivit vilttamaittd ole reaalisia.
Reaaliarvoiselle funktiolle f kuitenkin pitee

F(y) = / " fae-miny d = / " @ dx = / T f@eTY dx = F(-y),  (66)

joten A(x) = F(x) + F(=x) = F(x) + F(x) = 2Re(F(x)) ja B(x) = i(F(x) = F(~x)) = i(F(x) = F(x)) =
—2Im(F(x)) ovat reaaliarvoisia funktioita.

Reaaliarvoisille funktioille saadaan vield yksi vaihtoehtoinen esitys saadaan hajottamalla F amplitudi-
ja vaihespektriksi: F(y) = |[F(y)| ¢?®), jolloin

f(x) :/(; (F(y)ezﬂixy +F(—y)e_2”ixy)dy :‘/0 ZRC(F(y)eznixy)dy

= 2/ Re ( |F(y)| eie(y)ez”ixy) dt = 2/ |F(y)| cos(rxy + 6(y)) dy.
0 0

Lisdksi voidaan huomata, ettd yhtilostd (6.6) seuraa
F(=y) = F(y) = [F(y)| €/00) = |F(y)] e

ja
1) = |F(y)] ),

F(=y) = [F(-y)| ) = [F(y)

joten reaaliarvoisille funktioille f patee sekd

F(y)=F(-y) etti 6(-y)=-6(y),

missd 6(y) on f:n vaihespektri.

6.2.2 Aiinisignaalin esittiiminen

Tyypillinen Fourier-muunnosten sovellus on inen kisittely. Aiini fysikaalisena ilmioni merkitsee ilman-
paineen vaihtelua, ja nidin ollen yhden &énildhteen tuottamaa déntd voidaan yksinkertaistetusti kuvata
ilmanpaineen poikkeamana /(t) ajan ¢ kuluessa. Ainirauta on esimerkki harmonisesta virihtelijisti, joka
tuottaa siniaallon: A(f) = A sin(wt + ), missi A, w ja 0 riippuvat ddniraudan ominaisuuksista, ajanhetken
t = O valinnasta ja suurejirjestelmésté. Yleensd on tapana merkitd w = 27 f, jolloin A(t) = A sin(2r f1+6).
Lukua f kutsutaan virédhtelyn taajuudeksi, A:ta sen amplitudiksi ja 0:aa vaiheeksi.

Adiniraudan tuottama siniaalto mielletifin puhtaana d#neni ja itse asiassa kaikki #inet saadaankin
yhdistelemilli eritaajuisia, -vaiheisia ja -vahvuisia siniaaltoja, kuten piakkoin ndhdéén. Tosin yhti hyvin
voitaisiin puhua kosiniaalloista, silld sinx = cos(x — 7). Jos h(z) on mikéd hyvinsd dinisignaali ja
H(f) = |H(f)| ¢°) sen Fourier-muunnos, on
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() =2 /O |H(f)| cos2x ft + 6(f)) df. 6.7)

Tami merkitsee sitd, ettd ddnisignaali 4(f) on koostettu puhtaista kosinidénisti

2|H(f)|cos2n f1 + 6(f)).

missid f kulkee ldpi kaikki taajuudet f € [0, o). Esitys (6.7) on hyvin sopusoinnussa puhtaan sinidédnen
esityksen kanssa, mutta esitys

h(t) = / H(f)e™ " df (6.8)
on usein matemaattisesti suoraviivaisempi, vaikka tissd funktion A() yhteys yksinkertaisiin viridhtelyliik-
keisiin ¢*™/* on intuitiivisesti heikompi, silld seka spektri H( f) ettid eksponenttifunktiot e, (r) = e*>*if*

ovat kompleksiarvoisia. Esityksen (6.8) intuitiivisessa késittelyssé tulisikin muistaa, ettd reaalisen déni-
signaalin esittdminen tapahtuu kéyttdmallad vain arvoja f > 0, mutta kompleksisessa esityksessd kuhunkin
f:n arvoon liittyy sen vastaluku — f, jotka parina edustavat samaa taajuutta f. Matemaattisesti timéi ilme-
nee siten, ettd eksponenttifunktiot e,y kumpainenkin sisiltivit f-taajuisen sini- ja kosinifunktion, missd
f > 0. On myds huomattava, etti H(—f) = H(f) ja ™27/t = ¢2xift,

Fourier-muunnoksia voidaankin kéyttdd taajuuskorjainten ja -suodattimien analysointiin ja suunnitte-
Iuun. Jos esimerkiksi signaalista 4(¢) tahdotaan poistaa taajuuden fj ylittdviat komponentit, tima tapahtuu
siten, ettd etsitddn signaalin 4(¢) Fourier-muunnos H( f) esitysta

W) = / " H(p)P df

varten. Taajuutta f; suuremmat taajuudet poistetaan asettamalla H(f) = 0, jos f > fy tai f < —fp ja ndin
saadaan uusi signaali

Jo )
hn(t) = / L Hpe

josta epétoivotut taajuudet on poistettu.

Mairitelmi 21 Sanotaan, ettd funktio f siséltdd taajuuden y, mikéli F[f](y) # O tai F[f](—y) #
0. Jos F[f1(y) = 0, kun |y| > B, sanotaan, ettd f ei sisdlld B:td korkeampia taajuuksia. Jos
on olemassa B, jota korkeampia taajuuksia f ei sisélld, sanotaan, ettd funktiolla f on rajoitettu
(taajuus)kaistanleveys.

Fourier-muunnosten tarjoamilla tydkaluilla voidaan toisaalta analysoida mekanismeja, jotka muok-
kaavat signaalia ja toisaalta taas suunnitella niitd. Esimerkiksi vastuksista, keloista ja kondensaattoreista
rakennetun RCL-piirin vaikutusta sdhkoisesti esitettyyn signaaliin voidaan arvioida Fourier-analyysin
keinoin.

Adnisignaalin yhteydessi funktio A(f) esittiii ilmanpaineen poikkeamaa ajan kuluessa, kun taas esi-
merkiksi sdhkoisen signaalin yhteydessd 4 voi esittdd jannitteen arvoa ajan funktiona.

Mairitelmi 22 Termi aikataso viittaa signaaliin /(7) tai sen graafiseen esitykseen. Termi taajuus-
taso merkitsee signaalin A(t) spektrid H(f) tai sen graafista esitystd, mikali H( /) on reaaliarvoinen.
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6.3 Fourier-muunnosten ominaisuuksia

Useat Fourier-muunnosten perusominaisuuksista voidaan johtaa suoraan integraalien ominaisuuksien
perusteella.

6.3.1 Perusominaisuuksia

Koska Fourier-muunnos ja sen kddnteismuunnos miiritellddn samankaltaisella kaavalla, ovat tdssd esi-
tellyn kaltaiset ominaisuudet voimassa my0s kédnteisille Fourier-muunnoksille.

Lause 30 (Lineaarisuus)
Olkoot a1, an € C sekd fi ja f> funktioita, joilla on Fourier-muunnos. Talloin

Flafi + o] = e FLAi] + 2 F [12]
Todistus Seuraa suoraan integraalien lineaarisuudesta. 0
Seuraavissa lauseissa merkitadan F(y) = F[f(x)](y).

Lause 31 (Duaalisuusperiaate) ¥ [F|(x) = f(—x) lukuunottamatta mahdollisesti epdjatkuvuus-
pisteitd.

Todistus

fex) = FUF)(-x) = / F()m Y gy = / F(y)e™ dy = FIF](x)

Lause 32 (Kompleksinen modulaatio eli taajuussiirto)

FLf ()™ ¥(y) = F(y = yo)-

Todistus

FLAR)](y) = / " fyerrior vy gy / " F)e MO0 gy = By - ).

Lause 33 (Aikasiirto) 4
FLA(x = x0)](y) = F(y)e 07,

Todistus Seuraa suoraan duaalisuusperiaatteesta.

Lause 34 (Skaalaus)
Kun a > 0, on

L
Flf(@x)l(y) = —F(=)
a «a
Todistus Integraaliin sijoittaminen x = - antaa

1

FLA@D](y) = / Flax)e i dx = / Fe 5~ ds = 2R,

Lause 35 (Derivointi)

FLOI0) = 2riyF(y).
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Todistus Osittaisintegroimalla saadaan

PN = [ F@e? = [ fe - [ pe(2niy) s

—00

= 27riy/ F(x)e™ XY dx = 2miyF(y).
Sijoituksessa kéytettiin tarkasteltavien funktioiden ominaisuutta lim f(x) = lim f(x)=0. O
X—00 X——00

Induktiolla saadaan myos

FLF M) = Criy)'F(y).

Lause 36 (Parsevalin kaava)
Olkoon G(y) = Flg(x)](y). Talloin

[ F()GO) dy = / e

(o9

Todistus Sivuutetaan toistaiseksi. O

Yll4 olevaa kaavaa kutsutaan erityisesti fysiikkaan liittyvien sovellusten yhteydessid myos teho-
teoreemaksi. Tapauksessa g = f kaava saa muodon

[ FOP dy = / FP dx,

00

joka tunnetaan my0s nimelld Plancherelin kaava. Myos titd muotoa kutsutaan toisinaan Parsevalin
kaavaksi.

Esimerkki 44 Lasketaan funktion f(x) = sinc x Fourier-muunnos. Aiemmin on todettu, ettd suorakul-
maisen pulssin IT Fourier-muunnos on ¥ [IT](y) = sinc y, joten duaalisuusperiaatteen mukaan

Fsinc x](y) = I(-y) = II(y).

Sinc-funktion spektri on siis nolla, kun |y| > % mikd merkitsee sitd, ettd sinc-funktiolla on rajoitettu
kaistanleveys.

© sinx
Esimerkki 45 Osittaisintegroinnilla voidaan todeta, ettd integraali / —— dx suppenee (harjoitusteh-
0 X

tavd). Lasketaan sen arvo. Tehddin integraaliin sijoitus x = 7y, jolloin saadaan

/%dx:‘/ Smﬂyﬂdy:n/ sincydy:z/ sincy dy.
0o X 0o 7y 0 2 Jow

Viimeisin yhtdsuuruus perustuu siihen, etti sinc on parillinen funktio.
Edelleen voidaan kirjoittaa

/ sinc x dx = / sinc x - e "0 dx = Fsinc x](0) = I1(0) = 1,

(o)
00 s
S x T
—dx=—.
0 X 2

Esimerkki 46 Olkoon A € R ja 7 > 0. Suorakulmainen, A-korkuinen, 7-levyinen pulssi tarkoittaa funk-

tiota AII(Z), jonka arvo on A kun |x| < % ja 0, kun |x| > 7. Lineaarisuuden ja skaalausperiaatteen

3
mukaan timén Fourier-muunnos on

00

joten

ﬂAn(f)](y) = At sinc(ry). (6.9)
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Asetetaan A = 1 ja moduloidaan vield tdtd muokattua pulssia f-taajuisella eksponenttifunktiolla
e?™*f jolloin saadaan katkaistu f-taajuinen eksponenttifunktio

€2 X kun |x| < 5>

f 2rifx _
H(T)e B { 0, kun |x| > .

Modulointiperiaatteen (Lause 32) mukaan ndin saadun funktion Fourier-muunnos on

FIE)e?™ 1) = 7 sine(r(y = )

mikad siis merkitsee sitd, ettd katkaistu f-taajuinen eksponenttifunktio voidaan esittda Fourier’n integraa-
lina

H(é)ez’”'fx = / Tsinc(r(y — f)) - e2mxy dy.

00

Spektri 7 sinc(7(y— f)) muistuttaa piikkia, joka keskittyy kohtaan f. Piikki on sitd kapeampi ja korkeampi,
mitd suurempi 7 on. Tama on tietysti hyvin luontevaa, silld mitd suurempi 7 on, sitd pidemmaille katkaistu
eksponenttifunktio yhtyy katkaisemattomaan.

6.4 Delta-funktio

Palautetaan mieleen, ettd kantava ajatus Fourier-analyysin takana on esittd (riittdvén sddnnolliset) funktiot
f : R — C Fourier’n integraalina:

fx) = / ) F(y)e*™™ dy, (6.10)

o0

missd F' = 7 f] toimii kerroinfunktiona; esitys (6.10) on siis f:n esitys eksponenttifunktioita e, missi
y € [0, 00) kidyttéen.

Vakavia ongelmia Fourier-analyysissé aiheuttaa seké sovellusten etti teorian tasolla kuitenkin se, ettéd
itse “peruspalikoiden”, siis f-taajuisten eksponenttifunktioiden e.f(x) = e*271*f esittiminen Fourier'n
integraalina on erittdin ongelmallista. Téllaista esitystd varten tulisi siis olla sellaiset funktiot o, ettd

e2mifx / (5f(y)€2mxy dy. (6.11)

Fourier-analyysin perustulosten mukaan f-taajuisen eksponenttifunktion spektrin &7(y) pitéisi télloin
olla esitettdvissd integraalina

or(y) = / " i 2wy gy / " i) g (6.12)

Integraalissa (6.12) ilmenee kuitenkin ongelmia. Suoraan maéiritelmiin perustuen tulee laskea ensin
integraali
M . ~
/ o 2x0-F) gy
-M

ja midrittdd raja-arvo, kun M — co. Integraalin laskeminen onnistuu aiempien tietojen perusteella
helposti: Merkitdéin M = 7, jolloin

-

/ e 2mix0f) gy = / T(2)e e 27 g = FIIL(Z )™ ¥)(y) = 7 sinc(x(y - 1)),
_ e T T

z
2

mik& on 7-levyiseksi katkaistun f-taajuisen eksponenttifunktion spektri. Kun M — oo, my0s 7 — oo, ja
jo aiemmin on todettu, ettd timd muistuttaa yhd enemmin pisteeseen y = f keskittynyttd piikkid, jonka
korkeus kasvaa 7:n kasvaessa.

On kuitenkin helppo todeta (harjoitustehtivi), ettd raja-arvoa
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lim 7 sinc(r(y — f))
T—00

ei ole ddrellisend olemassa millddn y:n arvolla, misti seuraa, ettd integraali (6.12) ei suppene millddn
y:n arvolla. Tistd seuraa, ettd f-taajuista eksponenttifunktiota e2™/* ei voida esittid Fourier'n
integraalina.

Fourier-analyysin teoria ndyttdd siis kokeneen kovan kolauksen: sen perustavia rakennusosia, f-
taajuisia eksponenttifunktioita ei voida esittdd siind muodossa (Fourier'n integraalina), jossa Fourier-
analyysi pyrkii kaikki funktiot esittimédidn. Tdmi vastoinkdyminen on tietenkin ikévid teorian kannalta,
mutta ei yhdentekevd myoskién erityisesti sihkotekniikkaan ja kvanttimekaniikkaan liittyvien sovellusten
nikokulmasta.

Sovellusten tarpeiden vuoksi onkin pyritty tarvittava esitys saavuttamaan késitteistod laajentamalla.
Vaikka ldhtokohta

5¢(y) = lim 7 sine(z(y - £))

osoittautuikin kestdmittoméksi (raja-arvoa ei ole direllisend olemassa millddn y:n arvolla), voidaan
kuitenkin havaita, ettid

- [ Ljosy=f,
Th_)II(}o sinc(r(y — f)) = {0, muutoin.

ja tdimén perusteella voisi otaksua, ettd funktiokésitteen o5 yleistys (mikili sellainen ylipdénsi voitaisiin
maidritelld), pitdisi toteuttaa

8r(y) = do(y = f)-
ja
oo, kun y = 0,

do(y) = { 0, kun y # 0. (6.13)

Merkitdédn jatkossa dp = ¢ ja yleistetdin vield ehtoa (6.11) vaatimalla, ettd jokaiselle pisteessd f
jatkuvalle funktiolle F pitee

F(f) = / 5(y — F)F(y) dy. 6.14)

00

Ehdon (6.13) mukaan 6(y — f) tulee olla nolla kaikkialla muualla paitsi pisteessd y = f, ja titi taustaa
vasten ehdon (6.14) tulkinta on seuraava: §-funktio §(y — f) ’poimii” funktion F arvon F( f) integraalista
(6.14).

Mairitelmi 23 Diracin o-funktio on yleistetty funktio, joka toteuttaa ehdon (6.14) ja jonka arvot
reaalifunktioksi tulkittuna toteuttavat ehdon (6.13).

Edellisen méaritelmian mukaan

o = [y - i a,

(o)

siis f-taajuisen eksponenttifunktion x — e?**/ spektri on
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Fle™ ™ 1(y) = 6(y - f).
Erityisesti vakiofunktiolle 1 (f = 0) saadaan

FIY) = 6(y).

Edelld kuvailtu delta-funktio ei siis ole reaalifunktio, vaan yleistetty funktio, jolle tavalliset reaalifunk-
tioiden ominaisuudet eivit vélttamattd ole voimassa. Se ei esimerkiksi saa mitdén reaaliarvoa nollassa ja
toimii integraaleissa toisin kuin reaalifunktiot:

/oo F(x)6(x — x0) dx = F(xp),

0

siis delta-funktio ”poimii” arvon F(xp) ylld olevasta integraalista.

On olemassa useita loogisesti tyydyttivid tapoja méadritelld Diracin delta-funktio, mutta valitettavasti
ndistd jokainen veisi kohtuuttomasti resursseja. Sen vuoksi tdlld kurssilla tyydytiddin méadritelméién 23,
joka oikeastaan ei ole miiritelméd vaan funktion ¢ kuvailu reaalifunktioden ominaisuuksista ldhtien.
Loogisesti kestidvd médritelma olisi luonnollisesti tarpeen 0-funktion ominaisuuksien johtamista varten,
mutta tdssd kurssissa tarkka médritelma sivuutetaan.

Taustatietoa

Paul Dirac (1902-1984) oli englantilainen fyysikko, joka kehitti
kvanttimekaniikkaa ja kvanttisahkodynamiikkaa. Dirac kehitti suhteel-
lisuusteorian mukaisen esityksen elektronin aaltofunktiolle. Hénelle
myonnettiin fysiikan Nobel-palkinto 1933.

(kuva: Wikimedia Commons)

Yleisen kdytdnnon mukaan delta-funktion kuvaajaksi piirretdéin yksikkopituinen nuoli origosta ylos-
pdin. Vastaavasti funktioita 26(x) ja —36(x — 2) kuvataan 2- ja 3-pituisilla nuolilla, joista ensimmiinen
osoittaa origosta ylospdin, ja toinen pisteestd x = 2 alaspdin.

Kuva 6.1 Funktion §(x + 1) + 26(x) — 36(x — 2) kuvaaja



6.4 Delta-funktio 57

6.4.1 Konvoluutio

Laskemisen kannalta lauseen 30 ilmaisema lineaarisuus on yleensi toivottava ominaisuus, mutta funk-
tioiden tulolle ei vastaavaa ominaisuutta ole: yleensd nimittdin

Flfel# 711718l

Sen sijaan on mahdollista mééritelld operaatio, joka kéyttiytyy muodollisesti tulon tavoin ja jonka suhteen
Fourier-muunnokset jakautuvat tuloksi.

Miiritelmi 24 (Konvoluutio) Funktioiden f ja g konvoluutio mééritellddn seuraavasti:

(f *£)(x) = / " fglx -1y di

Konvoluution perusominaisuudet on helppo johtaa integraalien ominaisuuksista:

Lause 37 Kaikille funktioille f, g ja h: R — C, joille alla esitetyt konvoluutiot on olemassa, pditee
frg=gxf,

Jfr(gxh)=(f*g)*h,

frlag+Bh)=af«g+pBfxh,

D(fxg)=Df+g=fxDg.

Todistus Harjoitustehtava. g

Konvoluution médritelmi itse asiassa perustuu siihen, ettd seuraavan lauseen, jonka todistus sivuute-
taan, halutaan toteutuvan.
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Lause 38
Flf«gl=Ff]-Flgl ja Flf-gl=Ff]=Flgl

Edelld mairitelty konvoluutio ei ole ainoa mahdollinen, vaan Laplace-muunnosten yhteydessa pereh-
dytddn my0s toisenkaltaiseen konvoluutioon. Itse asiassa jokaista Fourier-muunnoksen kaltaista operaa-
tiota kohti méérittyy oma konvoluutiokésitteensa.

Esimerkki 47 Olkoon 71 > 1 > 0 ja tarkastellaan kahta erikokoista suorakulmaista pulssia

_ | A kun |x] < %’,
f(x)‘{ 0, kun |x| > &,
ja
) = Az, kun |x] < Z,
| 0 kun|x| > F.
Talloin

(f*g)=[ f(t)g(x—t)dt=[Z Mgl —1)di = A, /_,f ¢(u) du

0, kun x < —13%2

71
X+~ —
Ay [07 Apdu = AjAp(x + B52), kun -T2 < x < -T2
2 T
A
= Ay f 3, Ay du = Aj Ay, kun —% <x< ‘%
2
2 _
Ar 70 Avdu = AjAy(=x + T52) kun TSR < x < TR
2

0, kun x > 7572,

Jos 71 = 1, on tulos niin kutsuttu kolmiopulssi, jota merkitdan symbolilla A.

Esimerkki 48 Olkoon A kolmiopulssi, jonka leveys on 27 ja korkeus A. Aiemman esimerkin mukaan
A saadaan konvoluutiona kahdesta 7-levyisestd suorakulmaisesta pulssista I1, joiden korkeus on \/g .
Talloin
A
FIAIY) = FITT1() = (FITI() = (| Z7siney)’ = Atsinc’ ry.

Kiytetdin jélleen merkintdd 6, (x) = 6(x — y). Delta-funktion médrittelevin ehdon (6.14) mukaan

Flx) = / FONSCx - y)dy = / £, () dy, 6.15)

ja ndin saatu yhtdlo tarjoaa jilleen yhden tulkinnan J-funktioille: Kaikki reaaliakselilla midritellyt,
kompleksiarvoiset funktiot voidaan esittéi funktioiden 0y, missd y € R avulla integraalina (6.15). Téll6in
siis kerroinfunktiona toimii itse funktio f!

Konvoluution méaritelmén perusteella yhtdlo (6.15) voidaan kirjoittaa muotoon

J(x) = (f % 6)(x),

kunhan f on jatkuva. Tama merkitsee, ettd 5-funktio on ns. identiteettialkio konvoluution suhteen samoin
kuin ykkonen on identiteettialkio reaalilukujen kertolaskun suhteen.

Lause 39 Delta-funktiolla on seuraavat ominaisuudet:
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1. 6(-=x) = 6(x),

2. x6(x) = 0 kaikilla x € R,
3. 6(ax) = %5()6), kun a > 0,
4. x6’(x) = =6(x).

Todistus Sivuutetaan. O

Koska §-funktio ei ole tavallinen reaalifunktio vaan yleistetty funktio, saattaa kiyda niin ettd totutut
integraaleja koskevat kaavat eivit vilttdmattd pade. Erikoistapauksissa on télloin kiytettiva 6-funktion
madritelmad yleistettynd funktiona (jota ei tdlld kurssilla késitelld). Tavanomaiseen tapaan voidaan kylla
todeta, ettd jos ¢ € (a, b), niin

b a b o0 o0
/ 6(x—c)dx=/ 6(x—c)dx+/ 6(x—c)dx+/ (5(x—c)dx=/ 6(x—c)dx =1, (6.16)
a —co a b —0co

mutta sen sijaan tapaus jossa d-funktion ddrettomyyskohta esiintyy integrointirajan reunapisteessd on
ongelmallinen. Integraali
c
/ o(x —c)dx
a

c—

lim 6(x —c)dx = lim 0=0.

e—0+ J, e—0+

nimittdin tulkitaan raja-arvoksi

ja samoin

b b
/ 6(x —c)dx = lim / 6(x —c)dx = lim 0 =0,
c e—0+ J e—0+

+e

Titen siis alkuperdisen integraalin (6.16) katkaisu pisteessd c ei tuota odotettua tulosta.

Esimerkki 49 Midritetddn kosinifunktion x — cos(2x f x) Fourier-muunnos. Eulerin kaavasta seuraa, etté
1 . .
cos(2nfx) = E(ez’”fx + e ZFx,

joten
Fleos2n /1) = 371 10) + S F1e 1) = 30y = )+ 300+ ).

Samalla tavoin voidaan maérittdd sinifunktion x — sin(2x f x) Fourier-muunnos

Flsin2nfD1(0) = 5:00 = )= 3:60 + ).

Esimerkki 50 Esitetdin ideat, jotka tarkemmin perusteltuina johtavat Parsevalin kaavaan (Lause 36).

'[00 F(»)G(y)dy = [: [: f(r)e iy dr[oo g(s)e=27isy ds dy

/ / f(r)e—Zniry dr/ @627@\‘)1 ds dy

= / / f(r)@e_hiry ¥ dr ds dy
y=—00 Jr=—00 J s=—c0

= / / f(r)g(s) / e MY gy ds dr
r=—00 J §=—00 y=—00

/00 " f(r)@d(r—s)dsdr= " f(r) " g,mé(r—s)dsdr

r=—o00 §=—00

[o0]

F(r)g(r)dr.

r=—00

Ylldolevassa yhtéiloketjussa jdi perustelematta myds integrointijdrjestysten vaihtaminen.



60 6 Fourier-muunnokset

6.4.2 Heavisiden funktio

Miaritelméa 25 Heavisiden askelfunktio méadritellddan seuraavasti:

1 0, jos x < 0,

H(x) = =(sgn(x)+ 1) = %,jos x =0,
2 .

1, jos x > 0.

On helppo huomata, ettd
1

3)
missd [T on aiemmin mééritelty suorakulmainen pulssi. Heavisiden askelfunktio on tavallinen reaalifunk-
tio, joka on derivoituva kaikkialla muualla paitsi pisteessid x = 0. Yleistettyjen funktioiden avulla voidaan
kuitenkin médritelld Heavisiden askelfunktion derivaatta kaikkialla:

II(x) = H(x + %) - H(x -

iH(x) = §(x), (6.17)
dx

jolloin my0s

H(x) = [x 6(t) dt. (6.18)

(o8]

Taustatietoa

Oliver Heaviside (1850-1925) oli englantilainen sdhk6insindori,
matemaatikko ja fyysikko, joka toi kompleksilukujen kayton
sahkotekniikan teoriaan. Heaviside keksi operaattorimenetelmén
RCL-piirien dynamiikkaa kuvaavien differentiaaliyhtildiden rat-
kaisemiseksi, kehitti vektorianalyysii ja sen keinoin yksinkertaisti
Maxwellin sihkomagnetismia kuvaavat yhtdlot nykyiseen muo-
toonsa. Heaviside oli etevd oppilas, mutta l&hes kuuroutui nuorena,
jatti koulun 16-vuotiaana eikd suorittanut tutkintoja, vaan opiskeli
sittemmin itsendisesti.

(kuva: Wikimedia Commons)

Esimerkki 51 Etsitadan Heavisiden funktiolle Fourier-muunnos. Esityksen

H(x) = 5 (sgn(0) + 1)

perusteella saadaan

1 1 1
FIH@N) = 5(Flsen()I(y) + FIHK)) = 5(—— +(y).
iy
Esimerkki 52 Derivointia koskevan ominaisuuden (Lause 35) mukaan

FLh'()I(y) = 27iyFh(x)](¥).

Olkoon N
hx) = / F@)dr,

jolloin analyysin peruslauseen mukaan 4’(x) = f(x) ja derivointia koskeva kaava ndyttdisi tuottavan
integrointia koskevan kaavan
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* 1

U0 = P10
—oo miy
Ylld oleva kaava on kuitenkin yleisesti ottaen virheellinen, silld derivointia koskevan kaavan todistuksessa
X
oletettiin, ettd lim A(x) = 0. Tétd ehtoa ei h(x) = / f(t) dr valttamitta taytd, vaikka f tayttaisikin.
X—00 co

Lisdksi on huomattava, ettd analyysin peruslause takaa yhtdsuuruuden 4’(x) = f(x) pétevin vain niissa
pisteissd, missd f on jatkuva.
Esitys integraalin Fourier-muunnokselle saadaan seuraavasti:

[ F@)dt = / H(x — ) f(t)di = (H » f)(x)

joten
5(y)

2
Y114 olevassa kaavassa voidaan vield ottaa huomioon, ettd 6(y) = 0, kun y # 0, joten kaava voidaan
edelleen kirjoittaa muotoon

LU g0 an =71 PI0) = FUHIO) - FUI0) = (3 + 27110
—0 Y

o(y)

* 1
U f0d = 2110 + F110)

mikali [ f] on tavallinen reaalifunktio, joka on rajoitettu kaikilla ddrellisilld vileilla.

6.5 Keskusmomentit ja epatarkkuusrelaatio

[:fmdx: )

sanotaan, ettd f on todenndikoisyysjakauma. Todenndkoisyysjakaumaan liitetddn satunnaismuuttuja X,
jonka tulkitaan saavan arvo vililld [a, b] todennékéisyydelld

Jos f(x) = 0ja

b
P(aSXSb)z/ f(x)dx.

Maairitelmé 26 Olkoon f kuten edelld ja n € N. Télloin

a,(X) = E(X") = /°° x" f(x) dx,

—00

on satunnaismuuttujan X n:s origomomentti. Ensimmaiistd origomomenttia kutsutaan satunnais-
muuttujan keskiarvoksi tai odotusarvoksi ja merkitdin

e8]

u=a(X)=EX)= / xf(x)dx.

—00

Mairitelma 27 Olkoon f reaalifunktio, 4 = E(X) jan € N. Lukua

00

n(X) = B(X — ") = / (= )" F(x) dx

—00
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kutsutaan satunnaismuuttujan X n:ksi keskusmomentiksi.

Y1ld olevasta midritelmisti seuraa, ettd po(X) = 1 ja 1 (X) = 0.

Miaritelmi 28 Satunnaismuuttujan X toista keskusmomenttia

o0 =B =) = [ (= P fw s
kutsutaan varianssiksi. Varianssista kiytetdan myos merkintdd Var(X). Varianssin neliGjuuri o =
v 12(X) on nimeltddn keskihajonta.

Miiritelminsi mukaisesti varianssi on satunnaismuuttujan (X — u)? keskiarvo (odotusarvo). Titen
varianssi siis kuvaa siti, kuinka suuri poikkeaman nelié (x — u)> on keskiméirin. Varianssi on siti
pienempi, mitd todenndkdisemmin satunnaismuuttujan arvot 16ytyvit keskiarvon y ldhettyviltd. Varianssi
mittaa siis satunnaismuuttujan jakauman leveyttd. Myos kolmatta ja neljattd keskusmomenttia kdytetidin
kuvaamaan jakauman muotoa: niiden avulla méiiritelladn vinous % ja kurtosis %, joka kuvaa jakauman
teravyytta.

Esimerkki 53 Mairitellddn

f(x)_{%,kunOSxﬁ 10,

0, muutoin.

Télloin f on sellaisen satunnaismuuttujan X jakauma, joka saa reaaliarvoja vililtad [0, 10] tasaisella
todennékdisyydelld. Satunnaismuuttujan keskiarvo on

10

00 1 10 1 )
,u:E(X):[ooxf(x)dx:m A xdx:mézx =5

ja varianssi

10
10 25

o 1 11
Var(X) = E(X — p)?) = / (x =572 f(x)dx = o (x —5)dx = T / g(x -5)7 = 3~ 8,33.
- A

Esimerkki 54 Maiiritellaan
5555 (102 = x2), kun x € [0, 10]
0 muulloin,

f(X)={

jolloin f(x) midrittelee satunnaismuuttujan X jakauman, jossa X saa kaikkein todennikoisimmin arvoja
luvun O ldhelti.

) 3 10 15
,u:E(X):/ xf(x)dx = —— x(lOz—xz)dx=Z=3,75,

N 2000 J,

ja
Var(X) = E(X - ) = [ To-Bpsars 3 [ B0 o yar= 2 5.0
- W= s 2000 J, 4 16 7

Edellisen esimerkin keskihajonta on suurempi, koska jakauma on “’levedmpi”.

Keskusmomentit voidaan ilmoittaa origomomenttien avulla Newtonin binomikaavaa ja integraalin
lineaarisuutta kéyttden. Esimerkiksi
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Var() = =B - 0?) = [ = Prody= [ (2 2+ hpo
= / X2 f(x)dx — 2;1/ xf(x)dx + #2/ f(x)dx
=@ —2u-pu+pdl=ar— it =012—a/12 = E(X?) - B(X)%.

Fourier-analyysi tarjoaa tykaluja keskusmomenttien mésrddamiseen. Jos nimittdin funktiolla f(x) on
olemassa Fourier-muunnos F(y), on

F(y) = / " Fe ¥ dx

ja siis nollas origomomentti saadaan yksinkertaisesti:

F(0) = [ f(x)dx = ap.

Jatkossa kiytetddn nimityksid keskusmomentti ja origomomentti siitd riippumatta, onko f todennékoi-
syysjakauma. Derivointia koskevan lauseen (Lause 35) duaalimuodon mukaan

(o)

Fo = [ amin e d = Comift [ e e

—00

jolloin siis origomomentit saadaan Fourier-muunnoksen derivaattojen avulla:

00 ()
anz/ x" f(x)dx = )

N o (6.19)

Tutkittaessa katkaistua eksponenttifunktiota todettiin, ettd mitad “levedmpi” katkaisu on, sitd kapeam-
pi” on vastaava spektri — ja pdinvastoin. Varianssin kisite on luonteva jakauden leveyden mittari ja
Fourier-muunnosten ominaisuudet tarjoavat keinot arvioida jakauman leveyttd suhteessa sen Fourier-
muunnoksen leveyteen.

Seuraavan lauseen todistuksessa tarvitaan Fourier-muunnosten ominaisuuksien lisdksi my0s ns.

Cauchyn-Schwarzin epayhtalod
(ferrs [r [ &

joka pitee myds ddrettomille integrointivéleille, kunhan integraalit ovat olemassa. Cauchyn-Schwarzin
epdyhtéldlle tunnetaan lyhyt todistus, johon perehdytddn myohemmin. Sen sijaan tdssd yhteydessd voidaan
johtaa helppo seuraus Cauchyn-Schwarzin epadyhtdlosti:

s/)7g+f§|s/(|7g|+|f§|>:z/|f| 2l Sz(/ |f|2)%('/ .

Lisédksi on muistettava kompleksiluvuista, ettd |z]* = zZ, missi Z on z:n kompleksikonjugaatti.
Fourier-muunnosparien jakaumien leveyksid arvioi seuraava lause:

V(?gw@

Lause 40 (Heisenbergin epayhtilo) Olkoot xg ja yo € R. Jos funktiolla f on Fourier-muunnos F
ja raja-arvot lim x |f(x)| ovat olemassa, niin
X—>+00

([ 1rer a) <ior [ a-xoP il ar [ 6= P IF0PR d.

Todistus Todistetaan lause vain tapauksessa xo = yp = 0. Yleisen tapauksen todistus on samankaltainen,
mutta sisdltdd enemmin teknisid yksityiskohtia.
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Huomautuksen 22 mukaan lim,_, .o, x | f(x)|> = 0, joten osittaisintegroimalla saadaan

(o]

°° “d © d
[ s ar= [ Lalrof as= [ xireP - [ ed P ax

(o) (o) —00
—00

— - [ e = - [ x0T + W) d

00 —

- / (OO + < fOOF) da.

Edelli todetusta Cauchyn-Schwartzin epédyhtidlon johdannaisesta seuraa tilloin
([ 1rer as) <4 [ sl a [P ax

Parsevalin yhtdlon ja derivaatan Fourier-muunnoskaavan perusteella jialkimmaéinen integraali voidaan
kirjoittaa muotoon

[ P dx = / L OI0)P dy = / RriyF()? dy = 4r / VIFOP dy.

Yhdistamalld edelld saadut arviot saadaan

([ vk ax) <4 [ 2y av-ax [ 2P0 an

(e8] o0

miké on Heisenbergin epdyhtilo tapauksessa xp = yg = 0. U

Taustatietoa

Werner Heisenberg (1901-1976) oli saksalainen fyysikko, jota
pidetddn yhtend kvanttimekaniikan perustajista. Heisenberg ei
todistanut nimeédédn kantavaa epétarkkuusperiaatetta vaan esitti sen
hypoteesina. Epdtarkkuusperiaatteen lisdksi Heisenbergin ansioihin
luetaan matriisimekaniikan kehittiminen M. Bornin ja P. Jordanin
kanssa. Matriisimekaniikka on Schrodingerin aaltomekaniikan
kanssa matemaattisesti yhtédpitdvd mutta eri ndkokulmasta kehit-
tetty ldhestymistapa kvanttifysiikkaan. Heisenbergille myonnettiin
1932 fysiikan Nobel-palkinto.

(kuva: Wikimedia Commons)

Huomautus 24 Tarvittavien integraalien olemassaollessa on mahdollista normalisoida funktio f, mikd
merkitsee funktion f jakamista luvulla f_ o:o |f |2. Niin saadulle uudelle funktiolle vastaava integraali on
1.

Jos siis f(x) on normalisoitu, on | f(x)|*> todennikdisyysjakauma. Kutsutaan timin jakauman mu-
kaista satunnaismuuttujaa nimelld X. Plancherelin yhtdlon mukaan myos F(y) = F[f(x)](y) on myds

normalisoitu: - .
[iroray= [ iR ac=1,

(o8] (o)

joten myds |F(y)|> on todenniikdisyysjakauma; olkoon Y tihin liittyvii satunnaismuuttuja. Jos vield
valitaan xy = E(X) ja yo = E(Y), voidaan Heisenbergin epiyhtilo voidaan kirjoittaa muotoon
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Var(X) - Var(Y) > o2

Niin saatu epéyhtilo kertoo sen, ettd jos X:n jakauma on “kapea” (varianssi pieni), on Y:n jakauman
oltava “’leved” (varianssi suuri) ja pdinvastoin.

Huomautus 25 Kvanttimekaniikassa hiukkaset esitetddan kompleksiarvoisten aaltofunktioiden y avulla.
Aaltofunktiot oletetaan normalisoiduiksi, siis

[o WP dx= 1.

00

Aaltofunktio siséltdd kaikki hiukkasen (kvantti)fysikaaliset ominaisuudet: tavanomaisessa esityksessa
¥(x) edustaa hiukkasen paikkaa ja sen Fourier-muunnos ¢ (p) liikemirid. Kvanttimekaniikka on proba-
bilistinen teoria, jossa hiukkasen ominaisuuksia ei voida yleensi kuvata tarkasti vaan ainoastaan teorian
ennustamilla todennikoisyyksilli. Max Bornin esittimin kvanttimekaniikan standarditulkinnan mukaan
|/ (x)|* on hiukkasen paikan todennikoisyysjakauma ja |tﬁ(p)|2 sen liikemédrin todenndkoisyysjakauma.
Tama merkitsee siti, ettd

b
Pla<x<b)= / [ (x)|? dx

on todennékoisyys 10ytdd hiukkanen vililtd [a, b] ja erityisesti

iy = E(x) = / * WP dx

on hiukkasen paikan keskiarvo (odotusarvo). Samoin

pp = E(p) = / pliwf dp

on hiukkasen liikemé&érin odotusarvo. Merkitdadn X:114 satunnaismuuttujaa, joka saa arvokseen hiukkasen
paikan jakauman |z,b|2 mukaan ja P:1ld satunnaismuuttujaa, joka puolestaan saa arvokseen liikemidrian

jakauman |z//| mukaan. Heisenbergin epdyhtilo saa tdlloin asun

1
Var(X) - Var(P) > Ton2

ja seuraavan tulkinnan: Hiukkasen paikkaa ja liikemiidrdd ei voida samanaikaisesti mitata mielival-
taisen tarkasti. Tdmd tulkinta tunnetaan nimelld Heisenbergin epdtarkkuusperiaate ja se koskee pai-
kan ja liikeméddrdn lisdksi mitd hyvinsd kvanttimekaanisia suureita, joiden jakaumat saadaan Fourier-
muunnospareista. Heisenbergin epatarkkuusperiaate ei siis riipu menetelmistd joilla paikka ja liilkemdara
mitataan, vaan se on seuraus kvanttimekaniikan matemaattisesta rakenteesta. Yleisimmin tunnetussa
muodossa Heisenbergin epitarkkuusperiaatteessa esiintyy my0s suurejirjestelméstd johtuva Planckin
vakio.

6.6 Nyquistin niaytteenottotaajuus

Fourier-muunnosten laajimmin nykyisin esiintyvit sovellukset kohdistuvat tallennetun signaalin (44nen,
kuvan, tilastollisen datan jne) késittelyyn. Tallin késiteltdvid signaalia kuvataan yleensd reaalifunktiona,
mutta lauseketta télle ei ole tiedossa. Sen sijaan tunnetaan funktion arvot direllisen monessa pisteessi.
Yleisesti ottaen signaalin taltiointi ei onnistu, mikili havaintopisteitd (néytteitd) on vain &dérellinen
madrd. Adretonkdin madrd ei vilttAmittd takaa onnistunutta taltiointia, kuten seuraava esimerkki osoittaa:
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k

Esimerkki 55 Olkoon B > 0jasg(x) = sin(2rBx). Tilloin sp(x) = 0 & 27Bx =k-nm & x = 55,

missd k € Z. Tama merkitsee siti, ettd jos signaalin sp arvoja rekisterdidddn ajanhetkini
1 1 1 1 1 1
=2 —=,-1-—=,0-—,1-—=,2- —=,3- —,...,
2B 2B 2B 2B 2B 2B
ei saada esille signaalia sg(x), vaan vakiosignaali 0. Téten siis B-taajuisen signaalin rekisterdimiseen ei
aina riitd ndytteenotto ﬁ-mittaisen ajan vilein, vaan niytteita tulisi ottaa tihedmmin.

Seuraava lause osoittaa, ettd edellisessd esimerkissi esiintynyt aikavili ﬁ on rajatapaus: Jos naytteitd
olisi tunnettu vihénkin tiheimmin kuin ﬁ-mittaisin ajanvilein, olisi funktio sg(x) = sin(27Bx) saatu
rekonstruoitua taydellisesti.

Lause 41 (Nyquistin-Shannonin niytteenottolause) Olkoon B > 0 ja f sellainen, etti F|f]
on olemassa. Jos funktio f ei sisdlld B:td eikd sitd korkeampia taajuuksia, voidaan f selvittdid
epdjatkuvuuspisteitd lukuunottamatta arvojen d, = f(55), missi n € Z, perusteella.

Lauseessa esiintyvai vilia ﬁ sanotaan Nyquistin ndytteenottovaliksi.

Ennen todistusta palautetaan mieleen, ettd f sisdltdd taajuuden B, mikili funktion f spektri F' saa
nollasta poikkeavan arvon pisteesséd B tai —B. Lauseen oletus tarkoittaa siis sitéd, ettd F(y) = 0 aina, kun
Iyl = B.

Todistus Koska f ei sisélld B:td korkeampia taajuuksia, voidaan integrointi f:n esityksessd spektrinsid
avulla rajoittaa ddrelliselle vilille:

°° B
f(x) = [ F(y)eZRixy dy = [B F(y)eZm'xy dy.

Oletuksen mukaan arvot

B R
dw=f35)= / F)H dy

tunnetaan kaikilla n € Z, mutta ndméa ovat kerrointa ﬁ vaille funktion F(y) Fourier-kertoimet, joten

(=)
-n 27rtn

d
F(y) = —e¢ 2B 7,
) T
n=—oco
TillGin siis F(y) voidaan rekonstruoida vililld [— B, B], mutta tima riittdd, silld F oletettiin nollaksi timan
vilin ulkopuolella. Nyt kun spektri F(y) voidaan rekonstruoida, voidaan alkuperiinen funktio saada tésti

Fourier’n integraalilla:

f(x) = / F(y)e2mxy dy = / Z nelgényebnxy dy = Z / 2miy(x+5g) dy
= / e Y3 gy = i o - 2B sinc(2B(x + i))
n__oo £ 2B 2B
= Z d_p sinc(2Bx + n) = Z dy, sinc(2Bx — n).
n=—o0 n=—oo

Néin saatu rekonstruktio

fx) = i dy, sinc(2Bx — n)

n=—oo

tunnetaan nimelld Shannonin-Whittakerin interpolaatiokaava. O
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Huomautus 26 Jos ndytteenottovili on suurempi kuin %, sanotaan vaikkapa #, missd B’ < B, voidaan

funktiota f yrittdd rekonstruoida Whittakerin—Shannonin interpolaatiokaavan mukaisesti, mutta télloin
signaali ei toistu alkuperdisen kaltaisena, vaan saattaa esiintyé erityisesti kuvankdsittelyssid epitoivottu
ilmio, josta kaytetddn nimed laskostuminen (engl. aliasing).

Huomautus 27 Mieti minkélainen on funktioiden F(x) ja I1(55) konvoluutio.

Taustatietoa

Harry Nyquist (1889—-1976) oli ruotsalaissyntyinen sdhkoinsindori.
Hin tarkasteli mm. lampoliikkeen aiheuttamia hiiri6ita tiedonsiir-
rossa, takaisinkytkennén vahvistusta ja kaistanleveyden vaikutusta
tiedonsiirtoon.

(kuva: Wikimedia Commons)

Taustatietoa

Claude Shannon (1916-2001) oli amerikkalainen sdhkoinsin6ori,
jota laaja-alaisten ja -merkityksellisten toidenséd perusteella pide-
tadn nykyaikaisen informaatioteorian perustajana. Shannonilta on
perdisin informaation kisitteen matemaaattiset perusteet ja perus-
tulokset hairidisten tiedonsiirtokanavien aiheuttamien virheiden
korjaamisesta. Nyquistin toiden perusteella Shannon myds esitti
ndytteenottolauseen todistuksen.

(kuva: Wikimedia Commons)

6.7 Fourier-sarjojen ja integraalien yhteys

Fourier-sarjoilla ja Fourier’n integraaleilla on samanlainen merkitys: Kumpikin edustaa funktion esitysté
jaksollisten funktioiden avulla. Fourier’n integraalissa

N
eksponenttifunktioiden taajuudet y kayvét 14pi koko reaaliakselin, jolloin sanotaan ettd spektri F(y) on
jatkuva. Spektrin jatkuvuudesta seuraa, ettd f ei vilttamaittd ole jaksollinen, vaikka kaikki eksponentti-
funktiot x — €>™**Y ovatkin. Fourier’n sarjassa

=Y Bt

n=—oo
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taajuudet ovat jakson kédnteisluvun % kokonaislukumonikertoja, jolloin sanotaan, ettd spektri F,, on

diskreetti. Kuten aiemmin todettiin, on funktiolla f tdlldin vélttamaétta jakso 7'

Erona Fourier’n integraalin ja sarjan vililld on siis se, ettd integraaliesityksessé f voi olla jaksottomana
miiritelty koko reaaliakselilla, kun taas sarjaesityksessd f on midritelty jollakin T-pituisella vililld
[a,a + T] ja laajenee koko reaaliakselille jaksollisuuden perusteella. Yhtildisyyksien vertaamista varten
palautetaan mieleen, ettd Fourier’'n integraalin spektri F(y) saadaan my6s Fourier’n integraalina:

FO) = [ e dx
—00
ja ettdl vastaavasti Fourier-sarjojen spektri F, saadaan integraalina

2nin

1 a+T
F, = —/ f(x)e™ T *dx.
T Jo

Fourier-integraaleja késittelevissd luvussa todettiin, ettd integraaliesitys on olemassa sellaisille funk-
tioille, joille integraali /_ D:o | f| suppenee. Tama edellyttdd erityisesti sité, ettd funktion f arvot lahestyvit
nollaa, kun x — +oco. Tdm4 ei voi toteutua yhdellekéin jaksolliselle funktiolle (joka ei ole nollafunktio),
joten jaksollisilla funktioilla ei voi olla Fourier-muunnosta, ts. esitystd Fourier’n integraalina tavallisten
funktioiden avulla. Sen sijaan, kuten aiemmin todettiin, 5-funktion avulla voidaan esittdd Fourier’n inte-
graalina moniakin sellaisia funktioita, joiden arvot eivit ldhesty nollaa kohti kun x — =+oo. Tarkastellaan
seuraavaksi siis miltd jaksollisen funktion Fourier-muunnos niyttiisi 6-funktion avulla ilmaistuna.

Olkoon f : R — C T-jaksollinen funktio, joka on integroituva yli vilin [a,a + T]. Télloin f saa
samat arvot jokaisella vililld [a@ + nT,a + (n + 1)T], missd n € Z. Funktion f Fourier-muunnoksen
madrittdminen néistd 1ihtokohdista johtaa kuitenkin varsin tydlddseen tehtivéin, jossa pitdisi mm. selvittda
uusi esitysmuoto d-funktiolle, joten 1dhdetidén mieluummin liikkeelle toisesta ndkokulmasta, ja arvataan,
ettd funktion f Fourier-muunnoksen pitiisi olla saatavissa Fourier-sarjasta seuraavasti: Jos

fy= ) R,

n=—oo

niin silloin funktion f spektrind toimii jono F;,, jossa F, vastaa taajuutta 7. Tdll6in siis jatkuva spekiri
F(y) pitisi esittdd o-funktiota kdyttien diskreettind spektrind. Ilmeinen mahdollisuus tdhidn on miéritelld

F(y) = Z Fro(y - %), (6.20)

n=-—oo

ja tarkastetaan onko nédin méiritelty F(y) funktion f spektri. Tdtd varten lasketaan Fourier’n integraali

[ rwemay= [ 3 Bt - ay
- ~® p=-c0
o0 o n . oo -
= Y A [ s- Dy Y R = feo
n=—oco — n=-—o0o

joten spektri (6.20) ndyttdisi olevan oikein médritelty. On kuitenkin huomautettava, ettd edelld olevas-
sa yhtiloketjussa on vaihdettu summauksen ja integroinnin jéarjestystd ilman perusteluja sekd kdytetty
talla kurssilla tarkemmin maéirittelemétontd J-funktiota, joten yhtdloketjua ei voida pitdd tdsmaéllisend
todistuksena.

Esimerkki 56 2r-jaksollisella, 1-levyiselld pulssifunktiolla f(x) on Fourier-sarja

(e8]

f@= > sinc(%)ei"x

n=—o0o
(miksi?). Yhtd hyvin voidaan siis mééritelld

)

F(y) = ) sine(3-)8( = 3-)

n=-—00
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jolloin samalle funktiolle saadaan integraaliesitys

f(x)= ‘[oo n:Z_oo sinc(%)é(y - %)eZm'xy dy = ”:Z_OO [m Sil’lC(%)(S(y _ %)eZm'xy dy
= nzz_m sinc(%)e"’”‘_

Tarkastellaan tdmin luvun lopuksi seuraavaa asetelmaa: Olkoon w > 0 ja f : R — C funktio, jonka
tarkastelu rajoitetaan vilille [—w, w). Médritelldén siis 2w-jaksoinen funktio f,, siten, ettd f,,(x) = f(x),
kun x € [~w, w), ja muualla f,, tulee midritellyksi jaksollisuuden perusteella.

Oletetaan vield liséksi, ettd f,, on riittdvin sddnndllinen, jotta silld olisi Fourier-sarja:

fox)= Y Fedo™, 621)
n=—oo
missd
| _2xin
F, = %0 fo(x)e” 20 * dx. (6.22)
w —w
Maidritellddn nyt uusi funktio F,, seuraavasti:
+1
F,(x) =2wF,, kun xE€ [i, 1 ),
2w 2w

jolloin erityisesti Fy,(55) = 2wF,. Merkitéin vield n, = 5~ ja Ay = '5—:} — 55 = ﬁ jolloin (6.22) ja

(6.21) voidaan kirjoittaa muotoon

Fulm) = [ ? fox)e 2T g 6.23)
ja
folx)= > Folpm)e™ Ay, (6.24)

Kun w kasvaa yhi suuremmaksi, tulevat funktion F,, madrittelevit valit [ 55, ’5—:}] yhé pienemmiksi ja

yhtilon (6.24) oikea puoli on Riemann-summa, joka ldhestyy integraalia. Jos f on riittdvin sdéinnollinen,
on olemassa funktio F, jota F,, ldhestyy, kun w kasvaa rajatta. Kun siis annetaan luvun w kasvaa rajatta,
saadaan yhtilGistd (6.23) ja (6.24) raja-arvoina

F(y) = / " F)e Y dx (6.25)
ja
flx) = / F(y)e™™™ dy. (6.26)

Edelld mainittu tarkastelu voidaan tismentdd. Jos funktiolla f on vain &ddrellinen midréd epidjatkuvuus-
(o)
pisteitd ddrellisilld vileilld ja jos integraali / | f] suppenee, niin esitys (6.26) on olemassa ja funktio

F toteuttaa yhtélon (6.25) lukuunottamatta mahdollisesti fm epdjatkuvuuspisteitd. Kaavojen (6.25) ja
(6.25) vilinen yhteys on Fourier-integraalien perustulos, joka voidaan siis késittidi rajatapauksena Fourier-
sarjojen perustuloksesta, jonka puolestaan ilmaisee kaava (5.3).

Huomautus 28 Jos merkitddn T =
joittaa muotoon

%, voidaan Shannonin-Whittakerin interpolaatiokaava voidaan kir-

0

flx)=( ;—gé(x —nT)) = %sinc(%),

n=—o0o

milld on konvoluution mééritelmén perusteella luonnollinen tulkinta (mik&?).






Luku 7
Diskreetti Fourier-muunnos

Kiytidnnon sovelluksissa signaalia ei voida rekister6idd mielivaltaisen tihedsti, joten edellisesséd luvussa
tarkasteltu tilanne on mitd soveliain. Tdmin lisdksi on selvdi, ettd myos aika, jolloin signaalia havain-
noidaan, on rajoitettu (toisin kuin edellisen luvun tilanteessa). Tilannetta voidaan mallintaa siten, ettd
signaali on aikarajoitettu.

Miidritelma 29 Sanotaan, ettid f(x) on aikarajoitettu jos on olemassa sellainen vili [0, M], etti
f(x) =0, kun x ¢ [0, M].

Oletetaan nyt, ettd signaali on aikarajoitettu vilille [0, M], M = N - Ax ja ettd sen arvot (ndytteet)

Jo=f0). fi = f(Ax), fo = fQAx), f3 = fBAx),.... fn-1 = F((N - DAx) (7.1)

on rekisterdity tasavilisin ajoin. Koska funktio f oletetaan nollaksi vilin [0, M| ulkopuolella, tunnetaan
itse asiassa f:n arvot kaikissa pisteissd kAx, missd k € Z.

Koska f:n tunnetut arvot ovat Ax:n pédssd toisistaan, puuttuu funktion f Ax:4d hienojakoisemman
rakenteen tuntemus. Tadma puolestaan merkitsee sitd, ettd funktion f spektristd, siltd osin kuin funktiota
f tunnetaan, puuttuvat taajuudet tietyn rajan B ylidpuolelta. Suurin mielekds raja B voidaan mééritda
Nyquistin-Shannonin niytteenottolauseen perusteella: Jos oletetaan, ettd funktion f spektri on nolla
vilin (—B, B) ulkopuolella, voidaan aikavilein ﬁ otetuistd ndytteistd selvittdd funktio f tdydellisesti.
Titen B = ﬁ on suurin mielekis taajuus, jonka alapuolella f:n spektri voi olla nollasta poikkeava.

Whittakerin—Shannonin interpolaatiokaavan todistus osoittaa, ettd niytteiden perusteella rakennettu
spektri on itse asiassa 2B-jaksoinen funktio, josta valitaan ainoastaan vili [—B, B]. Yhtd hyvin spektrii
tarkasteltaessa voitaisiin vilin [—B, B] sijaan valita vili [0,2B]; vilin [-B,0] arvot esiintyvit uudelleen
vililla [B,2B]. Valitaan tarkasteluvili [0,2B] vilin [-B, B] sijaan symmetriasyistd: myos signaali on
nollasta poikkeava origosta alkavalla valilld [0, M].

Niytteiden perusteella saadun funktion Fourier-muunnoksen laskemisessa on huomioitava myos
Fourier-muunnosten duaalisuusperiaate, jonka mukaan Fourier-muunnoksen Fourier-muunnos antaa al-
kuperidisen funktion “peilikuvana”. Taméi kertoo sen, kuinka tihein vélimatkoin f:n Fourier-muunnos

voidaan ajatella laskettavan: Koska f on nollasta poikkeava vain valilld [0, M], voidaan vilein Ay = ﬁ =

ﬁ rekisterdidysti spektristid rekonstruoida spektri uudelleen.

Edelld mainitun perusteella aikavilein Ax rekisterdidylle, vilille [0, M] aikarajoitetulle funktiolle f
Fourier-muunnos tulisi méiritd vilein Ay = ﬁ = ﬁ, ja arvot sille voidaan sijoittaa vilille [0,2B] =
[0, ALX]. Yleensd valitaan vield symmetrian vuoksi Ax = Ay = \/Lﬁ

Perusasetelman hahmottelun jéilkeen tulee vield 10ytdd lauseke ddrellisin vilein laskettavalle Fourier-
muunnokselle. Koska funktion f arvot vililld [0, M] tunnetaan vain pisteissd (7.1), saadaan Fourier-

muunnoksen méidritteleville integraalille

o0 NAx
F(y) = [ f(x)6727rixy dx = A f(x)efkrixy dx

paras mahdollinen approksimaatio Riemann-summalla

71
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N-1
f(kAx)e—ZHikAx-yAx’
k=0
miki johtaa seuraavaan méairitelméén:
Miaritelmé 30 Lukujonon fy, fi, f, ..., fnv-1 diskreetti Fourier-muunnos on jono Fy, Fi, ...,

FNfl, missa
1 = kel
F = Z ﬁce—ZmW.
N k=0

Talloin merkitaan
(Fo, F1,. .., Fy-1) = DFT(f, fi.. . ., fn-1)-

Jos tunnetaan jono Fy, F1, . .., Fy-1, saadaan alkuperdinen jono fy, fi, ..., fn-1 kiddnteiselld Fourier-
muunnoksella:
Miaritelmi 31 Lukujonon Fy, Fi, Fa, ..., Fn—1 kddnteinen diskreetti Fourier-muunnos on jono

Jo> fis -+ o fn-1, missd
f 1 NZ_IF 27ri%
= —F= k€ .
WS

Talloin merkitdan
(for fis- - -» fn—1) = DFT \(Fo, Fy,...,Fn-1).

Huomautus 29 Sovelluksissa Fourier-muunnos merkitsee poikkeuksetta nimenomaan diskreettida Fourier-
muunnosta. Rekisterdidysté datasta fy, fi, f>, ..., fzv—1 (N kpl datapisteitd) saadaan diskreetilld Fourier-
muunnoksella N (kompleksista) datapistettd Fy, Fi, Fp, ..., Fn—1, jotka esittdvit funktion f spektrid.
Naiistd voidaan muodostaa approksimaatio funktion spektrille, mutta tdlldin on kuitenkin huomattava,
ettd Fp, F1, ..., ja ... Fny_p, Fy—1 edustavat matalia taajuuksia, kun taas korkeat taajuudet keskittyvit
indeksin arvon %:n ympdrille. Liséksi on huomattava, ettid indeksit O ja N — 1, samoin kuin 1 ja N — 2,
jne. edustavat samaa taajuutta.

7.1 Diskreetin Fourier-muunnosten ominaisuuksia

Mairitelmi 32 Olkoon N € N, merkitdan Sy = {0,1,2,...,N — 1} ja k € Z. Adrellisen Joukon
k-taajuinen eksponenttifunktio ex : Sy — C médritellddn

1 .
Ek(l) = \/—Nebrl% 0

Perinteisen (jatkuvan) Fourier-analyysin kantavana ideana on esittid (riittdvdn sdénnolliset) funktiot
f : R — C Fourier’n integraalina

F) = / F(;)E™™ dy,

00

jolloin esityksen rakentavina perusfunktioina toimivat y-taajuiset eksponenttifunktiot x — e>*™*_ Dis-
kreettissd Fourier-analyysissa puolestaan tarkastellaan joukossa Sy = {0,1,...,N — 1} mddriteltyja



7.1 Diskreetin Fourier-muunnosten ominaisuuksia 73

kompleksiarvoisia funktiota, ja kantavana ideana on esittda téllaiset funktiot k-taajuisten #ddrellisen jou-
kon eksponenttifunktioiden avulla dérellisind summina mééaritelmén (31) mukaisesti.

Huomautus 30 Diskreetin Fourier-muunnoksen perusasetelmaa haettaessa siirrettiin spektri vililtd [ B, B]
vilille [0,2B] symmetrian vuoksi. Tdll6in jaksollisuuden vuoksi vili [—B, 0] siirtyi viliksi [B,2B], mikd
merkitsee sitd, ettd korkeat taajuudet ovat pisteen B ympdristossd, kun taas matalia taajuuksia edusta-
vat pisteiden 0 ja 2B ldhistot. Joukossa Sy siis korkeita taajuuksia edustaa pisteen % ympiristd. On
huomattava, etti jos k € Z, niin

1 L(N-k)l 1 . -kl 1 kel
eN—k(l) — 6‘27” N — 62ml82m N — eZm N — e_k(l),
VN VN VN
mik4 on sopusoinnussa edelld mainitun kanssa: ey = ey, e-1 = en—1, e-2 = enN—2, jne. Antamalla k:lle

negatiivisia arvoja nihdiin ettd en.1 = €1, en4+2 = €3, jne., mikd merkitsee sité, ettd eksponenttifunk-
tioiden indeksi kdyttdytyy jaksollisesti. Koska &érellisen joukon eksponenttifunktiot ovat symmetrisia
indeksinsd ja argumenttinsa suhteen, on tietysti kokonaislukuarvoille / myds

ex(l +N) = ex(D),

siis funktiot ovat N-jaksollisia.

Seuraavaksi osoitetaan, ettd diskreetti ja kddnteinen diskreetti Fourier-muunnos ovat todella toistensa
kédédnteisoperaatiot. Titéd varten todistetaan ensin aputulos.

Lause 42
N-1

SZ@
k=

Todistus Jos I = 0, on summassa N kappaletta ykkosii ja viite sitd myoten selva. Jos taas [ # 0, on

0,josl e {1,2,...,N -1}
= Z VNei(k) = {N,joslz 0.

N-

2
L

N-1
2nil  2mikl 2nil(k+1)
NN =N TN =N Y elk+1)=S
k=0

k=0 k=0

Viimeisin yhtdsuuruus pétee funktion e; jaksollisuuden perusteella. Tastd seuraa, ettd S = 0, koska
2nil

e N #1. O

Lause 43 DFT~! DFT(fp, fi,. .., fv—1) = DETDFT ' (fo, fi,- . oo fv=1) = (fos fis- - os fN=1)-
Todistus Olkoon (Fy, Fy, . ..,Fn_1) = DFT(fy, fi.. .., fn-1)jalasketaan gz = (DFTY(Fy, F,...,Fx_1))k.
Todistus muunnosten toisella jarjestykselld on samanlainen.

N-1 N-1 N- N-1

1 2mikl Zﬂlml 27rlkl 1 Zﬂll(k 2nil(k—m)
g =—= ) Fie'™ =\/_Z( me fm Y€ =fi. O

m=0 =0

._

Esimerkki 57 Madritellddn ns. diskreetti deltafunktio 6 : Z — C seuraavasti:

_J1ljosk=0,
o(k) = {O muutoin.

Jos f € Z, niin funktion 6(k — f) kddnteinen diskreetti Fourier-muunnos on

1 = ikl 1
— ok — TN = —
i ;) (k= f)e i

siis f-taajuisen #idrellisen joukon eksponenttifunktion (diskreettind) spektrind toimii 6(k — f). Tadma
on varsin hyvin sopusoinnussa aiemman teorian kanssa, jonka mukaan f-taajuisen eksponenttifunktion
e¥f* spektrini toimii Diracin -funktio §(y — f). Diskreetti deltafunktio olisi yhti hyvin voitu méritelld
joukossa {0, 1,..., N} joukon Z sijaan.

- fel
N = ep(l),

Huomautus 31 Edellinen lause osoittaa, etti diskreetti Fourier-muunnos ja sen kéddnteismuunnos ovat to-
della toistensa kddnteisoperaatiot. Koska kumpainenkin on Riemann-summa -approksimaatio vastaavasta
jatkuvasta muunnoksesta, voidaan myos télld tavoin perustella Fourier-analyysin perustulos (Lause 29).
Yksityiskohtia tarvittavasta perustelusta ei kuitenkaan esitetd tilld kurssilla.
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7.2 FFT (Fast Fourier Transform)

Diskreetin Fourier-muunnoksen laskeminen merkitsee sitd, etti annetusta syotteestd (lukujonosta, jota
voidaan kutsua myos N-ulotteiseksi vektoriksi)

Jo, fi, oo N2 (7.2)

tuotetaan lukujono (N-ulotteinen vektori)
Fo, F1, F, ..., FN-1 (7.3)

maéritelmén 30 mukaisella tavalla. Tima kuitenkin edellyttdd N:44 kertolaskua ja yhteenlaskua kutakin
arvoa Fy kohti, jolloin jonon (7.3) tuottamiseksi jonosta (7.2) tarvitaan ainakin 2N 2 aritmeettista lasku-
toimitusta, eikd tdlldin ole vield otettu huomioon eksponenttifunktion arvojen laskemiseksi tarvittavia
operaatioita.

Jo yksinkertaisissa kuvien pakkaamiseen liittyvissd sovelluksissa N on kuitenkin suuruusluokkaa
10% — 107, jolloin operaatioiden miird 2N? kasvaa liian suureksi verrattuna kiytossi olevaan laskenta-
kapasiteettiin, jonka tulee usein tilan sdédstdmiseksi olla minimiin supistettu.

Diskreetin Fourier-muunnoksen nopeammaksi laskemiseksi voidaan hyddyntidd algoritmien suunnit-
telusta tuttua hajota ja hallitse -tekniikkaa, jossa ratkaistava ongelma hajotetaan osiksi, kullekin osalle
muodostetaan osaratkaisunsa, ja lopuksi osat yhdistetdén. Joillekin ongelmille timi tapa on suoraviivaista
ratkaisua tehokkaampi.

Jotta diskreetin Fourier-muunnoksen “hajottaminen osiin” onnistuisi toistuvasti, oletetaan, etti N =
2" on kakkosen potenssi. Kdytdnnon sovelluksissa timé onnistuu aina, silld tarpeen vaatiessa voidaan
rekisterdityyn dataan lisétéd nollia kunnes datapisteiden miéra saavuttaa lahimmén kakkosen potenssin.

Hajottamisen idea perustuu siihen, ettd diskreetin Fourier-muunnoksen maéirittelevdssd summassa
erotetaan toisistaan parilliset (k = 2m) ja parittomat (k = 2m + 1) indeksin arvot kahdeksi eri summaksi:

N/2-1 N/2-1

N-1
1 ~2mi kL 22 I Weliza)
F = E fre iy E Sfome TN E Som+1r€ 2
VN = V

N/2-1

U -onify -2mi L
f2 —2mi s N/2 - Zm - f2 1e Nz
_N/ Z me 5 T D Fome

Titen siis N-pituisen datan Fourier-muunnos saadaan yhdistimalld kaksi N /2-pituisen datan Fourier-
muunnosta. Menetelméd voidaan kiteyttdd seuraavaksi algoritmiksi:

Fast Fourier Transform (FFT)

e Syote: Vektori (fo, fi, fo5- - -5 fN-1)

e Tuloste: Syotteen diskreetti Fourier-muunnos (Fy, Fy, . . ., Fy—-1) = FET(fo, fi,- - ., fn-1)-

e Jos N = 1, tulosta fp ja pysdhdy.

e Jos N > 1, laske (Go,Gl, oo .,GN/2_1) = FFT(f(), f2, coo ,fN—2) ja (Ho, H1,. oo ,HN/2_1) =
FFT(ﬂ?fé’ OO ’fN—l)-

e Jokaistal € {0,1,...,N — 1} kohti laske F; = %(Gl + e‘z’”%Hl). Luvun N/2 — 1 ylittaville /:n
arvoille tulkitaan G; = G;_n/2 ja Hy = Hi_n 2.

e Tulosta (F(), Fi,... 7FN—1) = FFT(f(),f], ... st—l)-

27”

)
Huomautus 32 Koska e 27N = ¢~ ¢ 271’5 , voidaan askeleessa 3 tarvittava eksponenttifunktion arvo
laskea edellisestd arvosta yhdelld kertolaskulla Liséksi kerroin —= voidaan jittdd pois algoritmista ja

ﬁ

vasta lopuksi kertoa saatu jono luvulla — \/ﬁ Joissakin sovelluksissa tdmé kerroin voidaan jittdd kokonaan
pois, varsinkin mikéli Fourier-muunnoksen absoluuttinen suuruusluokka ei ole tiarkes.

Algoritmin FFT tarvitsemien operaatioden mairaa voidaan arvioida varsin suoraviivaisesti: N-pituisen
jonon Fourier-muunnoksen tarvitaan kaksi N /2-pituisen jonon Fourier-muunnosta seké niiden yhdista-
miseen tarvittavat operaatiot, jotka ovat: yksi yhteenlasku ja kolme kertolaskua kutakin jono jdsenta
varten, siis korkeintaan 4N yhteen- tai kertolaskua.
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Merkitddn nyt T(N):1la N = 2"-pituisen Fourier-muunnoksen laskemiseksi riittdvien aritmeettisten
operaatioiden maarda. Talldin

T(N)=2-T(N/2)+4N =2 - (2T(N/4) + 4 - N/2) + 4N
=AT(N/4)+2-4N = 4Q2T(N/8) + 4 - N/4) + 2 - 4N
= 8T(N/8) +3-4N = 8(2T(N/16) + 4 - N/8) + 3 - 4N
= 16T(N/16) +4-4N = ...
= 2'T(N/2")+r-4N = NT(1) + r - 4N = 4N log, N,

miki on suurilla N:n arvoilla huomattavasti parempi kuin suoraviivaisen menetelmin antama 2N2. Itse
asiassa juuri FFT:td on kiittiminen kaytdnnossd toimivista sovelluksista. James W. Cooleyn ja John
Tukeyn vuodelta 1965 perdisin oleva esitys FFT:lle lienee kaikkein tunnetuin, mutta varhaisin FFT lienee
Carl Friedrich Gaussin 1800-luvun alussa esittdma.

Matlabiin ohjelmoitu fft laskee annetuista datapisteisti maaritelmén 30 mukaisen diskreetin
Fourier-muunnoksen ilman kerrointa \/Lﬁ ja kadnteinen operaatio ifft laskee madritelmén 31

mukaisen kéddnteisen Fourier-muunnoksen, jossa kertoimen \/Lﬁ sijasta on kerroin % Téten talla

kurssilla esitetty diskreetti fourier-muunnos saadaan lisddmalld kerroin «/LN

Tarkastellaan esimerkiksi kahdesta taajuudesta, 40 ja 130 koostuvaa signaalia s(t) = % sin(27x -
40t) + § sin(2 - 130¢) vililld ¢ € [0, 1]:

>> t=0:0.001:1;

>> s=(1/2)*sin(2*pi*40*t)+(1/4) *sin(2*pi*130*t);
Signaalin alkuosa saadaan piirrettyd seuraavasti:
>> plot(t(1:200),s(1:200))
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Lasketaan signaalille (1001 datapistettd) diskreetti Fourier-muunnos ja sen itseisarvo (amplitu-
dispektri):

>> S=(1001)A(-1/2)*fft(s);
>> AbsS=abs(S);
>> plot(1000%t,AbsS)
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7 Diskreetti Fourier-muunnos

Fourier-muunnokset tarjoavat keinon erottaa signaali kohinasta. Lisédtdédn edellisen esimerkin signaaliin
satunnaiskohinaa ja tarkastellaan ndin muokatun funktion Fourier-muunnosta:

>> sl=s+randn(size(t));
>> plot(t(1:200),s1(1:200));

0 0.62 0.;)4 0.66 0.2)8 0f1 0.‘12 0.‘14 O.‘16 0.‘18 0.2

Tamin amplitudispektri puolestaan saadaan piirrettyd seuraavasti:
>> S1=(1001)A(-1/2)*fft(sl);

>> AbsS1=abs(S1);

>> plot(1000%t,AbsS1)

L L L { L L !
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Havaitaan siis, ettd satunnaissignaalin hiiritsemissd signaalissa on yha alkuperdisen signaa-
lin spektriviivat selvasti nidkyvissd. Jos satunnaissignaalilla hiirityn signaalin spektristd poiste-
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taan kaikki itseisarvoltaan pienet taajuudet, saadaan seuraavanlainen ’puhdistettu” spektrikuvio:

7 T T T T T T

L L L L L ' L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Puhdistetusta spektrikuviosta saadaan kéanteiselld Fourier-muunnoksella korjattu signaali, joka
tosin poikkeaa alkuperdisestd, mutta on silti paljon ldhempéna alkuperdistd kuin hiiritty signaali
(vain reaaliosa on piirretty allaolevaan kuvioon):

0.025 T

-0.02 -

0.025 L L L L L L L L L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

Mitd pidempi nédyte signaalista on saatavilla, sen paremmin hiirié saadaan puhdistettua jaksol-
lisesta signaalista.






Luku 8
Laplace-muunnokset

Fourier-analyysin perusidea, siis funktion f(x) esittdiminen y-taajuisten eksponenttifunktioiden avulla
Fourier’n integraalina

F) = / F(y)e™ dy 8.1)

o0

on erityisen kéyttokelpoinen derivaattojen yhteydessd, silld eksponenttifunktioiden derivointi on yksin-
kertaista:
i eZm'xy —

2rixy
dx

2riye
Tédmi nikyy Fourier-muunnoksissa derivointia koskevassa lauseessa (Lause 35) siten, ettd funktion
derivointi aiheuttaa Fourier-muunnokseen kertolaskun:

FLI)(y) = Qriy)"F(y). (8.2)

Yhtilo (8.2) puolestaan on kiyttokelpoinen muotoa
an fO(x) + a1 fUV0) + L anf () + ao f(x) = g(x) (8.3)
olevien differentiaaliyhtdldiden ratkaisujen etsimisessa, silld yhtélon (8.3) Fourier-muunnos on muotoa
an(2riy)' F(y) + an-1Q2miy)" " F(y) + ... + a127iy)F(y) + agF(y) = G(y), (84)

missd on merkitty F(y) = F[f(x)](y) ja G(y) = Flg(x)](y). Talloin yhtdlostd (8.4) voidaan ratkaista
F(y), mistd puolestaan saadaan kysytty funktio f(x) Fourier'n integraalina (8.1).

Edelld kuvattu menettelytapa differentiaaliyhtildiden ratkaisemiseksi tuottaa kadytdnnossd kuitenkin
usein ongelmia, silld monilla tirkeilld funktioilla, kuten eksponenttifunktioilla ja trigonometrisilla funk-
tioilla ei ole olemassa Fourier-muunnosta tavallisena funktiona, vaan sellainen on esitettavd Diracin
o-funktion avulla.

Laplace-muunnokset korjaavat timin ongelman melko tehokkaasti: useimmilla sovelluksissa esiin-
tyvilld funktioilla on Laplace-muunnos, joka on toinen tilld kurssilla ksiteltava integraalimuunnos.
Sovellusten tarpeisiin on kehitetty lukuisa joukko muita integraalimuunnoksia, kuten esimerkiksi Mellin-
muunnos ja Hilbert-muunnos.

Laplace-muunnokset ovat tirked tyokalu erityisesti piiritekniikkaan liittyvien integraali- ja differenti-
aaliyhtéloiden ratkaisemisessa.

Taustatietoa

79
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Pierre-Simon Laplace (1749-1827) oli ranskalainen matemaatikko
ja tdhtitieteilija. Laplacen tirkeimpiin saavutuksiin luetaan taivaan-
mekaniikan kehittdmistyd, limmonjohtumisyhtdlon esittdminen,
Laplace-muunnosten perusteet ja hypoteesi mustien aukkojen
olemassaolosta.

(kuva: Wikimedia Commons)

8.1 Midritelmé ja perusominaisuuksia

Mairitelmé 33 Olkoon f : [0,00) — R funktio, jolla on jokaisella #ddrelliselld vililld korkeintaan
adrellisen monta epdjatkuvuuspistettd. Jos integraali

F(s) = /0°° f()e™" dt, (8.5)

suppenee itseisesti joillakin s:n arvoilla, sanotaan integraalia (8.5) funktion f Laplace-muunnokseksi ja
merkitdan F(s) = L[ f(¢)](s) tai lyhyemmin F = L[ f]. Talloin funktiota f kutsutaan originaalifunktioksi
ja funktiota F kuvafunktioksi.

Esimerkki 58 Osoitetaan, ettd f(¢) = e on originaalifunktio. Jos s > A4, on

- s—A

o , © 71 . 1
L[e")(s) = / eYe ™' dt = / My = / I =
0 0 b 4

Seuraus 3 Sijoittamalla edelliseen esimerkkiin 1 = 0 saadaan vakiofunktio f(t) = 1 ja sen Laplace-
muunnos: L[1](s) = % kun s > 0.

Esimerkki 59 Olkoon r > 0 ja osoitetaan, etti f(#) = " on originaalifunktio. Sijoitetaan tdtd varten

integraaliin
M
/ "™ dt
0

Ms Ms
u\* _ 1 1 -1 -
(—) et —du=— W le™ dy.
0 s s st Jo

Antamalla luvun M ldhestya ddretontd todetaan, ettd

t = £, jolloin saadaan

s’

I'r+1)

T+l

L["(s) = /Om e St dr =

Laplace-muunnoksen perusominaisuudet voidaan johtaa (epdoleellisten) integraalien ominaisuuksista
aivan samoin kuin Fourier-muunnostenkin vastaavat ominaisuudet, eiké niitd tissd yhteydessi erikseen
todisteta.

Lause 44 (Lineaarisuus) Jos f ja g ovat originaalifunktiota ja a,b € R, niin myos af + bg on
originaalifunktio ja L[af + bg] = aL[f] + bL][g].
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Lause 45 (Muuttujan skaalaus) Jos f on originaalifunktio, L[ f(t)|(s) = F(s) ja a > 0, niin
L[f(a))(s) = 1F(2).

Lause 46 (Kertominen eksponenttifunktiolla) Jos f(¢) on originaalifunktio, niin myos e*' f(t)
on, ja

L[ f(O](s) = LIf1(s - a).

Lause 47 (Kuvafunktion derivointi) Jos F(s) = L[ f(¢)](s), ja Laplace-muunnoksissa tarvittavat
integraalit ovat olemassa, niin

F'(s) = =LItf()])(s)-

Lause 48 (Originaalifunktion derivointi)

Olkoon f derivoituva originaalifunktio ja oletetaan, ettd funktiolla f'(t) on jokaisella ddrelliselld
valilld vain ddrellisen monta epdjatkuvuuskohtaa. Talloin myos f'(t) on originaalifunktio ja

LIf'I(s) = sLIf1(s) = £(O+),
missd f(0+) = limy—o4 f(2).

Edellisesti lauseesta saadaan induktiolla seuraava yleistys: Jos funktiolla £ on Laplace-
muunnos, niin

LIF™Ns) = 5" LIFAs) = "7 F(04) = "2 £104) ... = fO7D(04).

Lause 49 (Originaalifunktion integrointi) Oletetaan ettd f on originaalifunktio. Tdlloin inte-
graalifunktio

t
)= [ fadu
on originaalifunktio ja

20 fwaul(s) = S21A106)

8.2 Laplace-muunnosten olemassaolosta

Yleisesti ottaen voidaan todeta, ettd s:n positiivisilla arvoilla integraalissa
F(s) = / |f(6)| e™" dt, (8.6)
0

eksponenttifunktio e™*' = e% ldhestyy nollaa hyvin nopeasti, mikd edesauttaa integraalin (8.6) suppene-
mista.

Lisdksi niiden pisteiden s joukko, joille (8.6) suppenee, on varsin yksinkertainen: Jos nimittdin inte-
graali (8.6) suppenee jollakin arvolla s = s, niin mille hyvénsa arvolle s, > s pitee

Ol <1l

/ FO] e dx
0

suppenee. Tami merkitsee sitd, ettd jos Laplace-muunnoksen médrittelemi integraali (8.5) suppenee itsei-
sesti jollakin arvolla s, suppenee se itseisesti myos koko puolisuoralla [s}, o). Téll6in suppenemisalueen
(ja siis Laplace-muunnoksen médrittelyjoukon) selvittdmiseksi pitdd endd 10ytdd pienin mahdollinen sy,
jolla integraali (8.5) suppenee itseisesti.

joten siis myds integraali
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Mairitelmi 34 Olkoon f : [0,00) — R funktio, jolla on jokaisella dérelliselld valilld korkeintaan
adarellisen monta epdjatkuvuuspistettd. Jos on olemassa sellainen luku s, ettd ettd integraali

/0 |f(t) e™*" dt (8.7)

suppenee, madritelldén so = inf{s € R | fooo | £(t)| e=5* dt suppenee} ja sanotaan, etti sy on
Laplacen integraalin

F(s) = /000 f®)e™" dt

itseisen suppenemisen abskissa tai funktion f(t) kasvueksponentti. Jos integraali (8.7) suppenee
kaikilla reaaliluvuilla s, méaritellddn sg = —oco.

Tarkastellaan sitten sitd kysymysti, minkilaisille funktioille kasvueksponentin olemassaolo voidaan
taata, toisin sanoen siis minkélaisille funktioille Laplace-muunnos on mééritelty (jollakin valilla (sg, 00)).
Edelleen eri tavalla ilmaistuna: tarkastellaan, mitk& funktiot ovat originaalifunktiota.

Aiemmin havaittiin, ettd positiivisilla s:n arvoilla Laplace-muunnoksen médritelmissé esiintyy voi-
makkaasti kohti nollaa lihestyvi funktio 7 — ¢™5?, mikii edesauttaa integraalin (8.7) suppenemista. Jos
(8.7) ei suppene, kasvaa f siis varsin voimakkaasti. Palautetaan mieleen eris tirked Insindorimatematiik-
ka B:n késite:

Miiritelmé 35 Funktio | f(r)| kasvaa hitaammin kuin e?’, jos

lim M =0.

t—oo  edl

Jos on olemassa sellainen a > 0, etti | f(¢)| kasvaa hitaammin kuin e%’, sanotaan, etti | f(¢)|:n kasvu on
(korkeintaan) eksponentiaalinen.

Jos funktio | f(z)| kasvaa hitaammin, kuin e?, tulee

/(@)

eat

miten pieneksi hyvinsd, kunhan ¢ valitaan riittdvéin suureksi. Erityisesti on siis olemassa sellainen rajaluku
M|, ettd ylldoleva lauseke tulee pienemméksi kuin 1, kunhan ¢ > M. Talloin | f(¢)| < %, kunhant > M,
jasiis

|f(t)e_‘”| < eat e—st — e(a—s)l.

/oo e—(s—a)t dt
M,

/ POl di

M,

Arvoilla s > a todetaan, ettd
suppenee, jolloin myos siis

suppenee. Tdmai ei kuitenkaan vield yksin riitd takaamaan Laplace-muunnoksen olemassaoloa. Lisdksi
on vield tarkasteltava vilid [0, M ]. Jos my6s integraali

M,
/ Ol e dr
0

on olemassa (esimerkiksi vililla [0, M, ] jatkuville funktioille ndin on), on funktiolla f olemassa Laplace-
muunnos ja siis f on originaalifunktio. Johtopditoksend voidaan todeta, ettd joukossa [0, co) jatkuvilla
funktiolla, joiden kasvu on korkeintaan eksponentiaalista, on olemassa Laplace-muunnos. Téllaiset funk-
tiot kattavat suurimman osan kéytinnon sovelluksissa esiintyvistd funktioista.
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8.3 Konvoluutio ja deltafunktio

Laplace-muunnoksille pitdd maidritelld oma konvoluutiokésitteensd, joka toteuttaa samankaltaisen mul-
tiplikatiivisuusehdon kuin Fourier-muunnosten konvoluutio. Konvoluution erilainen muoto johtuu siitd,
ettd Laplace-muunnokset médritelldéin vain yhteen suuntaan ddrettomalld integraalilla.

Mairitelmi 36 Funktioiden f ja g konvoluutio f * g madritellddn kaavalla

(f*@u>=[:fwmu—uﬁm

Huomautus 33 Katkaisemalla funktiot positiiviselle reaaliakselille Heavisiden funktion avulla voidaan
ylldmainittu konvoluutio kirjoittaa muotoon

'[mﬂwHWMU—WHU—wdm

joka on sama kuin Fourier-muunnoksillle mééritelty konvoluutio.

Esimerkki 60

(sin * cos)(7)

' ‘1 1
/ sin(u) cos(t — u) du = / (= sint + = sin(2u — t)) du
0 0o 2 2

1/t'zd+]/,'(2 t)d lt't
- sin u - sm(zu — u= —rsint.
2 Jo 2 2

0

Konvoluution merkitys Laplace-muunnoksille on samanlainen kuin Fourier-muunnoksille:

Lause 50 Jos f ja g ovat originaalifunktioita, niin

I frxg=gx*f

2. fr(gxh)=(f*g)*h,

3. fx(ah+bg)=af «h+bf g, ja
4. LIf = gl(s) = LIf1(s) - LIgl(s).

Todistus Sivuutetaan toistaiseksi. O

My®ds Diracin ¢-funktiota tarvitaan toisinaan Laplace-muunnosten yhteydessi. Delta-funktion mii-
rittelevén integraalin (6.14) ja Laplace-muunnoksen mééritelméan mukaan §-funktion Laplace-muunnos
tulee laskea seuraavasti:

L[6(t - 19)](s) = /Ooo Ot —to)e ' dt = ™10,

8.4 Laplace-muunnoksen yhteys Fourier-muunnokseen, inversiokaava

Jos luvun alussa kuvattua menetelmii halutaan kayttad differentiaaliyhtédloiden ratkaisemiseen kéaytannos-
sd, pitdd kuvafunktiosta voida péitelld originaalifunktio. Fourier-muunnosten yhteydessi kdanteismuun-
noksen olemassaolo ja 16ytdminen on tietyssd mielessd suoraviivaisempaa: Koska Fourier-muunnoksen
ja sen kidnteismuunnoksen vililld on varsin hyvd symmetria, ei kdidnteismuunnoksen etsiminen ole
oleellisesti vaikeampaa kuin itse muunnoksenkaan. Laplace-muunnosten kohdalla on kuitenkin toisin:
Laplace-muunnoksen etsiminen useissa kiytdnnossd esiintyvissd tapauksissa on oleellisesti helpompaa
kuin kddnteismuunnoksen méirittdminen.
Kainteismuunnoksen ongelma on silti varsin luonnollinen: Voidaanko Laplace-muunnoksesta



84 8 Laplace-muunnokset

F(p) = /0 " fe di

paitelld alkuperdinen funktio f(¢) ja jos voidaan, miten se kidytdnnossé tapahtuu? Kun muistetaan, ettid

integraalin
M
/ fe™" dt
0

arvo ei muutu, mikéli integrandin f(r)e™*" arvoa muutetaan dérellisen monessa pisteessi, huomataan, etté
kahdella eri funktiolla voi olla sama Laplace-muunnos: Jos nimittédin f; saadaan funktiosta f muuttamalla
sen arvoa #drellisessd madrissi pisteitd, on L[ f] = L[ fi] ja siksi alkuperdistd funktiosta ei voi saada
esille Laplace-muunnoksesta.

On kuitenkin huomattava, ettd jos funktio f; saadaan funktiosta f muuttamalla arvoa &dérellisen mo-
nessa pisteessd, on vilttdméttd toinen funktioista fi ja f epidjatkuva (ddrellisen monessa pisteessi).
Seuraavaksi esitetdéinkin kysymys, voidaanko Laplace-muunnoksesta F(s) péitelld alkuperdinen funk-
tio f(¢) jos tdmi oli jatkuva. Téssikin yhteydessd ajaudutaan umpikujaan, silldi midritelmidn mukaan
Laplace-muunnos riippuu vain funktion arvoista positiivisella reaaliakselilla. Funktion f arvoja voidaan
negatiivisella reaaliakselilla siis muuttaa milld tahansa tavalla, ja ndin saadulla funktiolla f; on edelleen
sama Laplace-muunnos kuin alkuperdiselldkin funktiolla f.

Rajoitetaan siis edelleen tarkasteltavia funktioita ja kysytdin seuraavaksi, voidaanko alkuperdisen
funktion f(¢) arvot positiivisella reaaliakselilla paitelld Laplace-muunnoksesta F(s), jos tiedetdén, ettd
f(¢) on jatkuva positiivisella reaaliakselilla. T4lloin kysymykseen saadaan lopulta positiivinen vastaus:

Lause 51 Olkoot fi ja f> vdlilld [0, ) jatkuvia funktioita. Jos L[ fi] = L[ f2], niin fi(t) = f(t)
kunt € [0, 0).

Todistus Vaatii esitietoja, joita ei kurssilla ole esitetty, sivuutetaan. g

Edellinen lause siis merkitsee sitd, ettd tarkasteltaessa positiivisella reaaliakselilla jatkuvia funktioita
yhteys originaalifunktion ja kuvafunktion (Laplace-muunnoksen) vililld on yksikisitteinen: Jos f on
jatkuva (positiivisella reaaliakselilla), voidaan Laplace-muunnoksesta L[ f] ainakin teoriassa paitelld
alkuperdinen f (positiivisella reaaliakselilla).

Sen sijaan ei ole mitddn takeita, ettd mielivaltaisesti valittu funktio F(s) olisi minkédin funktion
Laplace-muunnos. Fourier-muunnoksen olemassaolohan pystyttiin takaamaan vain silld oletuksella, ettéd
funktiot 1ihenevit nollaa riittdvédn nopeasti, kun x — +oo, ja itse asiassa voidaan osoittaa néin tapahtuvan
my0s spektrille, mikéli Fourier’n integraali suppenee itseisesti. Laplace-muunnoksen olemassaololle ei
kuitenkaan ole vélttimétontd, ettd funktio olisi nopeasti nollaa ldhestyvé, vaan itse asiassa varsin voimak-
kaastikin kasvavilla funktioilla on Laplace-muunnos. Sen sijaan kuvafunktioilla on vastaava ominaisuus.

Lause 52 Jos F(s) on kuvafunktio, niin lim F(s) = 0.
S—00

Todistus Sivuutetaan. O

Edellisen lauseen tulos ilmaisee sen, ettd mikili funktion F(s) raja-arvo ddrettomyydessi ei ole nolla,
ei F(s) ole minkién funktion f(r) kuvafunktio ja siksi ei myoskiin ole mielekisté yrittda 10ytdd F(s):lle
originaalifunktiota. Jos sitten tarkastelu rajoitetaan sellaisiin funktioihin, jotka l&hestyvit nollaa s:n
ldhestyessd ddretonti, on tilanne toinen ja apuna voidaan kéyttdd kiinteistd Fourier-muunnosta.

Olkoon nyt F(s) = L[ f(¢)](s) ja lasketaan

F(x +2niy) = / f(t)e—(x+i27ry)t dt = / f(t)e—xte—Zm'yt dt
0 0

= / ) F(OH)e ™ e D1 gy,
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missi H on Heavisiden askelfunktio. Titen siis funktion f(¢)e™>" H(t) Fourier-muunnos on F(x + 2niy),
jolloin f(¢)e™" H(t) voidaan esittdd Fourier'n integraalina

0o

fOH@)e™ = / F(x + 2miy)e®™™ dy.

—00

Kertolaskulla saadaan

(o]

JOHO) = [ R 2mipels o gy,

—00

Kun tdhén vield sijoitetaan s = x + 2xiy, voidaan integraali kirjoittaa muotoon

1 X+ico ]
FOH@ = 5 / F(s)e™ ds

—ico

Arvoilla t > 0 on H(t) = 1 ja siis saadaan seuraava kaava.

Lause 53 (Laplace-muunnoksen inversiokaava) Olkoon F = L] f]. Talloin

1 X+ico
f(t) = — / F(s)e* ds,
2ni Jy

—ic0

kunt > 0 ja x suurempi kuin funktion f kasvueksponentti.

Huomautus 34 Inversiokaavassa esiintyvi integraali tunnetaan nimelld Bromwichin integraali. Inversio-
kaava ei anna funktion f arvoja alueella r < 0. TAmai on viistaméitontd, koska Laplace-muunnos ei néisté
arvoista riipu. Lisdksi inversiokaavassa esiintyvi x voidaan valita vapaasti, kunhan se ylittdd funktion f
kasvueksponentin.

Huomautus 35 Laplace-muunnosten inversiokaava selvittid ainakin osittain sen, minkélaiset funktiot
F(s) ovat jonkin originaalifunktion f(f) kuvafunktioita. Ehdot ovat 1) Integraali

[ F(x +iy)] dy

[oe]

suppenee, 2) F(s) — 0, kun |s| — oo, edellyttéen, ettd s:n reaaliosa pysyy riittivin suurena. Mikéli ndiméa
ehdot toteutuvat, F:n originaalifunktio 16ytyy inversiokaavaa kiyttden (yksityiskohdat sivuutetaan).

Myos Laplace-muunnoksen kéddntimiselle on oma merkinténsa:

Mairitelma 37 Jos F(s) = L[ f](s) on funktion f Laplace-muunnos, kutsutaan funktiota f funk-
tion F kddnteiseksi Laplace-muunokseksi ja merkitdin

f@) = LTF)]0)

Laplace-muunnoksen inversiokaava antaa teoreettisen mahdollisuuden kiznteismuunnoksen £~! las-
kemiseksi, mutta kiytinnossd inversiokaavaan perustuva kéddnteismuunnoksen laskeminen on huomatta-
vasti hankalampaa kuin taulukoihin perustuva menetelmai, johon tutustutaan seuraavaksi.

8.5 Laplace-muunnoksen kiintiminen kiaytannossa

8.5.1 Laplace-muunnospareja

Kiytdnnossd Laplace-muunnoksen kéddntdminen voidaan usein suorittaa originaalifunktio-kuvafunktio
-taulukoihin perustuen. Talloin on pyrittdvi esittimiin kuvafunktio taulukossa esiintyvissd muodossa.
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Seuraavaan taulukkoon on laskettu Laplace-muunnospareja suoraan miiritelméédn perustuen. Taulu-

kossa on merkitty L[f](s) = F(s) = / f(t)e™*" dt (vastaavasti funktion g(¢) Laplace-muunnoksesta
0
t 2 x
on kiytetty merkintdd G(s)) ja (f = g)(t) = / f(u)g(t — u) du (konvoluutio), erf(x) = T / ¢ du,
0 7 Jo

jay = —/ Inte™ dt =0,577215665 . . . (Eulerin vakio).
0

Funktio Laplace-muunnos
1 |f@) F(s) = / fe™ " dt
0
2 |laf(t) + bg(t) aF(s) + bG(s)
1 s
3 | f(ar) ;F(;)
4 (@) S"F(s) = fO+)s™ 1 = £/(0+)s" 2 — ... = f=D(0+)
5 |(=D)e" f(2) F(s)
f@) ®
6 e F(q)dq
' N
7 / f(w)du ﬁ
0 S
8 |f(t—1) e *TF(s)
9 |eY f(1) F(s-2)
0 kunz <0 |
10[H(t) =14 3 kunt =0 -
1 kunt > 0. §
!
1] kun n € N o
n+l
12|¢% (kun Rea > —1) Ha+1)
Sa+l
13[et !
s—A4
1)
14|sin wt 5 5
5w
15|cos wt R
5° Fw
16|sinh wt 5 5
s2—w
17|cosh wt %
s2—w
18|t sin wt &
(s + w?z
S2 - W
19|t c:s wt m
-bt _ ,—at
20 e e 1
a—>b (s+a)s+b)
21 be Pt — geat s
lz—a (s+a)s+b)
" 1
22 _ ,-at
n-1)° G xar
23|logt 285 Y
. s s
24790 = [ Fwet -0 dulFo)G6)
1
25erf(Vr)
sVs +1

Matlabin symbolisen laskennan tyokaluihin on ohjelmoitu Laplace-muunnoksia ja kddnteismuun-
noksia:

>> syms t

>> laplace(t*4)
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ans =
24/sA5

>>
>> syms s a
>> ilaplace(l/(s-a)*2)

ans =
t*exp(a*t)

>>
>> ilaplace(1/((s-1)*(s+2)42))

ans =

1/9%exp(t)+1/9*%(-3*t-1) *exp(-2*t)

8.5.2 Yleisimmiit menetelméit

Laplace-muunnoksen kddntdminen tapahtuu helpoiten edelld olevaa taulukkoa ja Laplace-muunnoksen
lineaarisuutta kdyttamalld. Toisin sanoen, kuvafunktio F(s) pyritdén kirjoittamaan muotoon

F(s) = c1Fi(s)+ ...+ c,Fu(s), (8.8)

missé ¢; ovat vakioita ja kuvafunktiot F;(s) 10ytyvit taulukon oikeanpuoleisesta sarakkeesta, siis F;(s) =
L[ f;i1(s) jollekin funktiolle f;. Téalloin F(s):n originaalifunktioksi saadaan

C1f1 (f) +...+ Cnfn(l).

Sopivan esityksen (8.8) 10ytyminen ei kuitenkaan aina ole helppoa. Sellaisen 16ytamiseksi voi mahdolli-
sesti kdyttdd jotakin seuraavan yhteenvedon kohtaa.

1. Tarkista, onko limg_, F(s) = 0. Jos ndin ei ole, ei F(s) ole minkéin (tavallisen) funktion kuvafunktio,
eikd kddntdminen onnistu.
Esimerkki 61 Funktio F(s) = %‘ ei ole minkéin reaalifunktion Laplace-muunnos.

2. Jos F(s) = Fi(3), missd @ > 0 on vakio ja F; on tunnetun originaalifunktion f; kuva, saadaan taulukon
3. rivin perusteella F(s):lle originaalifunktio a fi(at).

Esimerkki 62 Jos tunnetaan L[cos t](s) = on

.
s2+1°

K 1 =

w
s+ w? w(%)2+1

ja siis
N
L[COS(A)t] = ﬁ
$° + w

3. Jos F(s) on rationaalifunktio, voi aina etsid osamurtohajotelman ja soveltaa tunnettua muunnosta

Pl o 1
L[(n—l)!e :(s+a)"'
Esimerkki 63 Olkoon
Fs) = 3425+ 52

(s— (s +2)?
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Koska nimittdjén tekija s + 2 esiintyy kaksi kertaa, on osamurtohajotelma muotoa

3+2s+s7 A B C

G-DG+22 s—1 532 G+2p
B A(s+2)>+B(s—1)(s+2)+C(s = 1)
B (s — (s +2)?
_(A+B)s’+(4A+B+C)s+4A-2B-C
B (s —2)(s +2)?

)

ja A, B ja C voidaan 16ytad yhtéaloryhmaisti

A +B =1
4A +B +C =2,
4A -2B -C =3

jonka ratkaisu on (A, B,C) = (%, %, —1). Siis

3+42s+s2 2 1 11 1

2
=z + = - .
(s=D(s+22 3s-1 35+2 (s+2)2

Osamurtohajotelman komponentteja varten kdytetdan muunnosta

tk—leut]_ 1
(k—=D!" (s —a)

L]

jonka perusteella osamurtohajotelmalle voidaan 16ytda kddnteismuunnos.
Téten esimerkiksi

1 1 1
t =2t ; =2t
= N = t = s
LN = o L= g Ja L) =
ja ndiden yhdistelmini saadaan funktion % originaalifunktio:
2 1
3et _ 36—22 —t€_2t.

. Jos F(s) = F1(s)F>(s), missd F|(s):n ja F5(s):n originaalifunktiot tunnetaan: L[ fi] = F1(¢) ja L[ /] =
F,(s), F:n originaalifunktiota ei saada muodossa f; f>, vaan muodossa f] = f, (konvoluutio), kuten
taulukossa mainitaan. Yleisesti ottaen konvoluution mééritelma vaikuttaa hankalalta:

o= [ wse-udn (= [ re-ugdu= s o)

mutta joidenkin funktioiden kanssa laskettu konvoluutio on kuitenkin verrattain yksinkertainen (esim.
seuraava kohta).

. Jos kuvafunktio on muotoa %F (s), missd F:n originaalifunktio f tunnetaan, saadaan %F (s):m origi-
naalifunktio paitsi konvoluutiona (H * f)(s) (H on Heavisiden funktio), my0s integraalina

Avwm

miki on itse asiassa sama asia kuin mainittu konvoluutio H * f (tarkista).

Esimerkki 64 Taulukon mukaan £[sinh](s) = S2+1, joten funktion %ﬁ originaalifunktio saadaan

integroimalla:

t t
/ sinhu du = /coshu =coshr — 1.
0
0

. Edellistd kohtaa voidaan soveltaa toistuvasti: Méaratdan ensin funktion Fi(s) = %F (s) originaalifunktio
fi(2), minki jiilkeen funktion % F(s) = 1 Fy(r) originaalifunktio saadaan integraalina
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t
50 = [ fiwa
0

Esimerkki 65 Funktion F(s) = é ﬁ originaalifunktio on edellisen esimerkin perusteella

(sinhu — u) = sinhz —¢.

t
/ (coshu —1)du =
0

o~

7. Eksponenttifunktio ™57 ei ole mink&én tavallisen funktion kuvafunktio, joten muotoa e~*7 F(s) olevia
funktioita ei voida késitelld tavanomaisten funktioiden konvoluution avulla. Sen sijaan taulukon rivin
8 mukaan funktion ™7 F(s) originaalifunktio on f(t —7), jos L[ f] = F. Toisaalta eksponenttifunktio
e~*7 on yleistetyn funktion 6(¢ — 7) Laplace-muunnos (kts. delta-funktiota koskeva luku), ja samaan
tulokseen paddyttaisiin laskemalla konvoluutio deltafunktion kanssa muodollisesti.

Esimerkki 66 Etsittavi originaalifunktio funktiolle ﬁ (16ytyy tosin myos taulukosta). Aluksi tode-
taan, ettd L[%tz](s) = %, ja tastd saadaan L[e‘”%tz](s) = ﬁ

8. Jos F(s) = L[f](s), missd f on derivoituva ja f(0+) = lim,—o; f(h) = 0, saadaan muotoa sF(s)
olevalle funktiolle originaalifunktio kiyttdmailld derivointisdantod (taulukon rivi 4): L[ f"](s) = sF(s),
joten sF(s):n originaalifunktio on f’. Myos titid kohtaa voidaan soveltaa toistuvasti.

Esimerkki 67 Tiedetddn, ettd L[sin](s) = ﬁ ja sin(0+) = sin 0 = 0. Téten funktiolle cost = % sin ¢
pitee L[cos](s) = =2

s2+1°

9. Jos F(s) voidaan kirjoittaa funktion Fy (jolle originaalifunktio f; tunnetaan) derivaattana F|(s) = F(s),
saadaan F(s):lle originaalifunktio — fi(¢), silld taulukon rivin 5 perusteella L[~ fi(t)] = F| = F.

10. Jos puolestaan F’(s) = F»(s), missd F,:n originaalifunktio f, tunnetaan, merkitddn F:n (toistaiseksi

tuntematonta) originaalifunktiota f:114. Talloin L[—-tf(¢t)] = F’ = F, = L[f>(¢)], mistd saadaan

—1f(t) = fo(0) jassiis f(1) = ~£2.

Esimerkki 68 Funktiolle F(s) = In*:! saadaan F'(s) = S%“‘_gH) = —ﬁ. Funktiolla s% on
originaalifunktio e, joten funktiolle %ﬁ sellainen saadaan kohdan 5 mukaan integroimalla:
t t
/ e “du= /—e_” =1-¢7,
0 0
siis L[e™" = 1] = —%ﬁ Jos siis F(s):n originaalifunktio on f(¢), on
1
—tf(t =F'(s)=- =Lle" -1],
L@ = F6) =~y = Ll = 1]
mistd
1-e!

f0) = :

t

Esimerkki 69 Selvitetdiin, minkd funktion Laplace-muunnos F(s) = ‘lz + \% on. Taulukosta ndhdiin, etta
L[t"](s) = S’,%,joten L[t](s) = %jaﬁ[ﬁ](s) = i—j.T'&illéin siisL[%t?’](s) = s%,ja[[t+ét3](s) = s%+si4
Niin ollen | | |
-1 3
—+—=)t)=t+=r.
LG+ =1+

Laplace-muunnosten kadéintamisessi saattaa useiden ominaisuuksien soveltaminen olla tarpeen:

52

(s+1)4)' Lihdetiin liikkeelle tiedosta L[3](s) = %, jolloin siis L[g—j] =

3
Y%. Tshin voidaan puolestaan soveltaa eksponenttifunktiolla kertomista, jonka mukaan L[e™* %](s) =

Esimerkki 70 Lasketaan £!(

(S++)4. Edelleen derivoimalla saadaan .E[%e" (32 = )](s) = m, ja derivointi vield kertaalleen antaa
Llte™'(1 - 61 + %tz)](s) = ﬁ, mistd kddnteismuunnos voidaan suoraan lukea.

Esimerkki 71 Olkoon F(s) = % Tita funktiota vastaavaa originaalifunktiota ei ole, koska F(s) ei lahene
nollaa, kun s — oo (vrt. lause 52).
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