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Johdanto

Tidssd opintojaksossa perehdytdédn lineaarialgebraan, jonka peruskaésitteisiin vektoreihin ja matrii-
seihin on hyvin pintapuolisesti tutustuttu kursilla Insinddrimatematiikka A. Differentiaali- ja inte-
graalilaskentaan seké niiden sovelluksiin keskittyvissd kursseissa Insindorimatematiikka B ja C ei
erityisesti viitata lineaarialgebraan, mutta osoittautuu, ettd Fourier-analyysi, erityisesti sen diskreetti
muoto voidaan ymmartdd perusteellisesti vain lineaarialgebran késitteiden kautta.

Aiemmissa insind0rimatematiikan kurssikokonaisuuden osissa esitetyt tiedot ovat edellytykse-
ni tdmin opintojakson menestyksekkidlle suorittamiselle. Matriiseihin liittyvit peruskdsitteet ja
Gaussin-Jordanin menetelmi redusoidun porrasmuodon l6ytimiseksi tulee kerrata timin kurssin
alkaessa. Differentiaaliyhtédloiden ratkaisemisessa keskeisimmiksi matemaattisen taitamisen lajeiksi
nousevat derivointi- ja erityisesti integrointitekniikat. Insinddrimatematiikka B:ssé esitetty derivaa-
tan madritelmi funktion lineaarisena approksimaationa yleistyy usean muuttujan funktioille, ja in-
tegraalin késite voidaan luontevasti médritelld reaalisuoran osien karteesisilla tuloilla. Néihin yleis-
tyksiin viitataan lyhyesti kurssin viimeisessi osassa.



Luku 1
Lineaarialgebran peruskaisitteita

Lineaarialgebra késittelee vektoreita ja ndiden muodostamia algebrallisia rakenteita, vektoriavaruuk-
sia. Tarked tarkastelykohde on myos sellaiset vektoriavaruuksien funktiot, jotka sdilyttivit algebral-
lisen rakenteen alkukuvan ja kuvan vililla. Niitd kutsutaan lineaarikuvauksiksi.

Lineaarialgebralla on sovelluksia useilla muilla matematiikan aloilla, tietojenkisittelyssi, luon-
nontieteissd, tilastotieteessi ja yhteiskuntatieteissd. Lukuisine sovelluksineen lineaarialgebra lienee-
kin ryhmaéteorian ohella matematiikan monikéyttoisin alue. Varhaisimmat viitteet nykyaikaisen line-
aarialgebran kisitteisiin ovat perdisin 1600-luvun lopulta, mutta varsinaisen lineaarialgebran kisit-
teistdd on kehitetty 1800-luvun puolivilistd alkaen. Lineaarialgebra on titen differentiaali- ja inte-
graalilaskentaa jonkin verran nuorempi matematiikan ala. Erityisen kdyttokelpoista molempien alo-
jen kannalta on ollut 1800-luvun lopulla alkanut kehitystyo, jonka my6ti on voitu 16ytidd ndennédisesti
erilaisia matematiikan yhdistdvii rakenteita.

Erilaisten matemaattisten rakenteiden yhdistdminen ei ole edistinyt pelkéstdin matematiikan ke-
hitystd, vaan on edellytys esimerkiksi kvanttimekaniikan nykyiselle esitystavalle. Kvanttimekaniikan
laskennallisesti kiyttokelpoisin, ns. Hilbertin avaruuksille perustuva formaalinen esitystapa hyodyn-
tdad yhté lailla lineaarialgebran kuin myos differentiaali- ja integraalilaskennan teoriaa.

1.1 Lineaariset yhtiloryhmét

Gaussin-Jordanin menetelmai lineaarisen yhtdloryhmién ratkaisemiseksi on esitetty insinddrimatema-
tiikka A:ssa, mutta kertauksen ja menetelméin lukuisten kiyttokohteiden vuoksi selostetaan menetel-
mi tissd lyhyesti.

1.1.1 Gaussin-Jordanin menetelmd

Miiritelmé 1. Yhtidloryhma on lineaarinen, jos siind on vain ensimmaéisen ja nollannen asteen
termeja:

anx; + apxy + ...+ appx, = by

aynxy + apxy + ... + apx, = by

(1.1)

A1 X1 + amaxs + ... + upx, = by,

Huomaa, ettd tissd médritelmidssd muotoa x;x; olevia termeji pidetdin toisen asteen termeind
vaikka i # j. Ylldoleva muoto voidaan saavuttaa siirtdimilld kaikki vakiotermit oikealle puo-
lelle.

Menetelmad lineaarisen yhtdloryhmin ratkaisemiseksi on hyvin yksinkertainen: Ryhméin sovelle-
taan seuraavia alkeisoperaatiota: 1) yhtdlon kertominen nollasta poikkeavalla vakiolla, 2) yhtédlon
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lisddminen toiseen vakiolla kerrottuna ja 3) yhtiljen paikan vaihto, kunnes ryhmai saadaan niin yk-
sinkertaiseen muotoon, ettid ratkaisu voidaan lukea suoraan.

Koska edelldmainitut operaatiot kohdistuvat muuttujien kertoimiin, itse muuttujia ole tarpeen kir-
joittaa ndkyviin ollenkaan. Niin ollen ylldoleva yhtidloryhmi voidaan pelkistdd matriisiksi

ayp a2 ... Aip bl
a1 ayp ... dyp b2

Aml Am2 - - Qmp by

jota sanotaan yhtdloryhmén (1.1) augmentoiduksi eli laajennetuksi matriisiksi. Jos by = by = ... =
by, = 0, sanotaan yhtédloryhméaid homogeeniseksi ja tdlloin viimeinen sarake voidaan jéttdd merkitse-
mittd: Matriisia

ayp aip ... dip

ar ayy ... dAx

aml Am2 - -- Amn

sanotaan yhtdloryhmén kerroinmatriisiksi. Yhtdloryhméédn kohdistettavat operaatiot korvataan til-
16in matriisiin kohdistettaviin rivioperaatioihin: 1) rivin kertomonen nollasta poikkeavalla vakiolla,
2) rivin lisddminen toiseen vakiolla kerrottuna ja 3) rivien paikan vaihtaminen. Jos matriisi B saadaan
A:sta alkeisoperaatioita soveltamalla, merkitdin A ~ B.

On helppo huomata, ettd yhtdaloryhmén alkeisoperaatiot eivit muuta ratkaisujoukkoa miksikdén.
Siksi matriiseja A ja B vastaavilla yhtidlorymilld on sama ratkaisujoukko, jos A ~ B. Lisiksi on
huomattava, ettd matriisien rivioperaatiot ovat kddntyvid, miké tarkoittaa sité, ettd jos A ~ B, niin
myos B ~ A.

Strategiana on soveltaa alkuperdisen yhtdloryhmén augmentoituun matriisiin (homogeenisessa
tapauksessa kerroinmatriisiin) rivioperaatioita, kunnes pdistdan niin yksinkertaiseen muotoon, ettd
ratkaisu voidaan lukea suoraan. Tyypillinen padméadrd on redusoitu porrasmuoto.

Miiritelmé 2. Matriisi A on porrasmuodossa, jos sen jokainen rivi alkaa nollilla, joita on
enemman kuin millddn ylemmalli rivilld. Ensimmadisen rivin ei tarvitse alkaa nollalla ja jostain
rivistd alkaen rivit voivat koostua kokonaan nollista.

Miiritelmé 3. Matriisi A on redusoidussa porrasmuodossa, jos

e A on porrasmuodossa
e A:n jokaisen rivin ensimmainen nollasta poikkeava alkio on 1.
e A:n jokaisen rivin ensimmadisen nollasta poikkeavan alkion ylépuolella on vain nollia.

Mairitelmé 4. Matriisin A aste r(A) on A:sta saatavan redusoidun porrasmatriisin nollasta
eroavien rivien maira (ns. porrasluku)

Esimerkki 1. Redusoitu porrasmatriisi on siis muotoa

missé pisteet merkitsevit nollia ja asteriskit mitéd tahansa lukuja. Pelkkd porrasmatriisi taas tarkoittaa
sitd, ettd ykkosten sijasta saa esiintyd mitd hyvénsi nollasta poikkeavia lukuja ja niiden yldpuolella
mitd hyvénsi lukuja.

Porrasmuodon saavuttamiseksi voidaan kéyttdd seuraavaa menetelméa (algoritmia):
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1. Jos kaikki rivit ovat nollariveja, lopeta. Samoin jos rivejd on vain yksi, on A valmiiksi porrasmuo-
toa ja voidaan lopettaa.

2. Jos A:ssa enemmin kuin yksi rivi, etsi rivi ¢ = (0,...,¢,*,...,%), jolla on vihiten alkunollia ja
vaihda se ylimmaéksi. Jos téllaisia rivejd on useampia, valitse niistd mikéd hyvénsd. Ndin saadaan
matriisi

O...c*...x

O...%%...%
A=

O...%%...%

jossa ¢ # 0 ja asteriskit ovat mitd hyvinsé lukuja.

3. Jokaista ylimmén rivin alapuolella olevaa rivid d = (0,...,d,...,*) kohti toimi seuraavasti (d
on siis alkio, joka on ylimmin rivin alkion c¢ alapuolella): lisdi ylin rivi tdhén riviin kerrottuna
vakiolla —c~'d. Tillgin d siis korvautuu luvulla d — ¢ - ¢~ 'd = 0 ja ndin saadaan matriisi

O...c*...% 0...c *...%
o 0...0%...% merk. 0...0
B AR R H IERE R
0...0%...% 0...0

jossa c:n alapuolella on vain nollia.
4. Sovella titd samaa menetelmiéd matriisiin B.

Edelld kuvattu algoritmia kutsutaan Gaussin menetelmdiksi ja se padttyy varmasti, silld matriisi B, jo-
hon menetelméd sovelletaan rekursiivisesti uudelleen, on riviluvultaan pienempi kuin alkuperdinen
matriisi. Jossain vaiheessa siis pdadytiddn kokonaan nollista koostuvaan tai yksiriviseen matriisiin,
jolloin menetelmi padttyy. Menetelmin perusteella on lisdksi selvéid, tuloksena on todella porras-
matriisi.
Porrasmatriisista saadaan redusoitu muoto tdydentimalld Gaussin menetelmid seuraavasti:
1. Kerro jokainen rivi ensimmadisen nollasta poikkeavan luvun (jos olemassa) kidnteisluvulla. Ta-
min jédlkeen jokainen rivi, joka ei kokostu kokonaan nollista, alkaa ykkoselli.
2. Jos rivin i aloittavan ykkosen ylidpuolella on d # O rivilld j, lisdd rivi i riviin j —d:114 kerrottu-
na. Toista tétd uudelleen niin kauan rivien alkuykkosten yldpuolelta 16ytyy nollasta poikkkeavia
alkioita.

Esimerkki 2. Ratkaistaan yhtdloryhma
2x —y+3z=4

3x+2y 4+z=6.
—5x +y—-2z=3

2—-1 34
Ryhmin augmentoitu matriisi on 3 2 16 |. Kertomalla ensimméinen rivi vakiolla % saa-
-5 1-23
1 3
1—5 52
daan 3 2 16 |, missd edelleen voidaan lisdtd ensimmdinen rivi toiseen —3:lla kerrottu-
-5 1-23
_1 3
na ja kolmanteen 5:114 kerrottuna. Tuloksena saadaan matriisi | O % —% 0 |. Kerrotaan niin
1
L 0-35 513
saadun matriisin toinen rivi 5:1li. Nédin saadaan { 0 1 —1 0 |, minkd jélkeen lisdtddn toi-
311
0-5 513
nen rivi ensimmaiiseen %:lla kerrottuna ja kolmanteen % lla kerrottuna. Tuloksena saatava matrii-
10 1 2 10 1 2
sion | 01 —1 0 ], josta kolmas rivi %:lla kertomalla saadaan [ O 1 —1 O |]. Lisdamailla kol-
00 413 00 14

mas rivi ensimméiiseen —1:114 kerrottuna ensimméiseen ja 1:114 kerrottuna toiseen saadaan matriisi
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100—%
010 17 , jota vastaava yhtdléryhmaé on
13
001 7
5
x =3
= F

—

mistd ratkaisu voidaan suoraan lukea: (x,y,z) = (f%, 73, %) Tésséd esimerkissi on siis tasan yksi

ratkaisu.

Esimerkki 3. Yhtidloryhmiid

x 3y +2z=17

2x y —z =5

—x +2y +3z=4
13 27 1327
vastaava agmentoitu matriisi on 21 —15 ], mistd alkeisoperaatioilla saadaan matriisi | 0 1 1 %
—12 34 0002

Viimeisintd matriisia vastaavan yhtaloryhmén kolmas yhtdld on muotoa 0-z4+0-y+0-z = 2, siis
0 = 2, mikd ei voi toteutua milldéin muuttujien x, y ja z arvoilla. Koska viimeisimmaélld ryhmilli ei
ole ratkaisua, ei sellaista voi olla ensimmaiselldkiin, silld ryhmid vastaavat (augmentoidut) matriisit
ovat riviekvivalentteja.

Esimerkki 4. Ratkaistaan yhtilopari

2x =y 4z=7
x+3y +4z=0"

2-117
1 340)°

josta Gaussin-Jordanin menetelméilld saadaan matriisi
101 3
011 -1)°
x +z= 3
y+z=-1"

jonka ratkaisut ovat (x,y,z) = (—z+3,—-z—1,2) =(—z,—2,2) +(3,—1,0) =z(—1,—-1,1)+(3,—1,0),
missd z € R. Ratkaisuja on siis dédreton madra.

Augmentoitu matriisi on

Tama vastaa yhtdloparia

1.1.2 Ratkaisujoukon systemaattinen esittiminen

Tarkastellaan ldhinné esimerkkien valossa miten redusoidun porrasmatriisin perusteella voidaan yh-
taloryhman kaikki ratkaisut esittdd systemaattisessa muodossa. Ensinnékin esimerkissd 3 todettiin,
ettd mikili augmentoitu matriisi redusoituu sellaiseen muotoon, jossa viimeisin rivi esittdd yhtdloa
0 = ¢ # 0, ei yhtdloryhmilld ole yhtédn ratkaisua.

Mikadli ratkaisuja on, esitetddn ne systemaattisessa muodossa siten, ettd redusoidussa porrasmuo-
dossa olevan yhtidloryhmin “portaan aloittavat” muuttujat esitetddn muiden avulla, kun taas muut
muuttujat “jadvét ratkaisuun”.

Esimerkki 5. Olkoon augmentoidusta yhtdloryhmin matriisista saatu redusoitua matriisi

10 20 4
01-10-3
00 01-1
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Titd matriisia vastaa yhtdloryhma

x1 +2x3 = 4
X2 —X3 =-3 )
x4 = —1

jonka kaikki ratkaisut (x;,x2,x3,x4) voidaan suoraviivaisesti lukea redusoidusta porrasmuodosta:
Ensimmaisen yhtdlon perusteella x; = —2x3 44, toisen yhtélon perusteella x, = x3 — 3, ja kolmannen
yhtilon perusteella x4 = —1. Téten siis yhtidloryhmén yleinen ratkaisu on muotoa (xj,x2,x3,%4) =
(=2x34+4,x3—3,x3,—1) = (—2x3,x3,x3,0) + (4,—-3,0,—1) =x3(—2,1,1,0) + (4,—3,0,—1), missi
x3 on mikd hyvénsd reaaliluku.

Esimerkki 6. Tarkastellaan toisena esimerkkini redusoitua (augmentoitua) porrasmatriisia

100—-4—-6-2
010 3 0 31,
oo1r 1 2 7
jota vastaava yhtidloryhmi on
X1 —4x4 —6x5 = =2
X2 3X4 = 3
X3 x4 +2x5 = 7
Nyt muuttujat x1, x» ja x3 ovat kukin “’portaansa aloittavia” muuttujia, joten ne esitetdin muiden
avulla. Ensimmiisen yhtdlon perusteella x; = 4x4 4 6xs5 — 2, toisen perusteella x, = —3x4 + 3, ja
kolmannen perusteella x3 = —x4 — 2xs + 7. Téten siis yleinen ratkaisu (x,x,x3,x4,xs) voidaan kir-

joittaa muodossa

(x1,%2,X3,X4,x5) = (4xg4 +6x5 —2,—3x4 + 3, —x4 — 2x5 + 7, X4,X5)
= (4x4 + 6x35, —3x4, —Xx4 — 2x5,X4,%5) + (—2,3,7,0,0)
4x4, —3x4, —X4,%4,0) + (6x5,0,—2x5,0,x5) + (—2,3,7,0,0)
x4(4,—3,—1,1,0) +x5(6,0,-2,0,1) + (~2,3,7,0,0),

missd x4 ja xs ovat mitd hyvénsi reaalilukuja.

Esimerkissd 5 yleinen ratkaisu saatiin muodossa x3(—2,1,1,0) 4 (4,—3,0, —1), ja esimerkin 6 ta-
pauksessa yleinen ratkaisu on muotoa x4(4,—3,—1,1,0) + x5(6,0,—2,0,1) 4+ (—2,3,7,0,0). Kum-
massakin tapauksessa ratkaisu voidaan esittdd sellaisessa muodossa, jossa ddrettomédn vektori-
joukkoon lisdtddn yksittdinen vektori: Esimerkin S5 tapauksessa kyseinen yksittdinen vektori on
(4,-3,0,—1) ja esimerkin 6 tapauksessa (2,3,7,0,0). Lisittyi yksittéistid vektoria kutsutaan yk-
sittdisratkaisuksi tai yksityisratkaisuksi.

Huomautus 1. Systemaattisen esityksen vapaiden muuttujien médrdd voidaan laskea seuraa-
vasti: Oletetaan, ettd muuttujia on alun perin n kappaletta, ja ettd yhtdloryhmén kerroinmatrii-
sin redusoidussa porrasmuodossa on r = r(A) porrasta. Jokainen “portaan aloittava muuttuja”
esitetddn muiden muuttujien avulla, joten ratkaisuun jad n — r ’vapaata” muuttujaa, joiden ar-
voa ei kiinnitetd. Ndin ollen ratkaisu on muotoa

X =Xx1€] + ... +X—rCyp—r +C,

missi ¢, ..., ¢;—rjac € R" jaxy, ..., x,—, ovat vapaasti valittavia lukuja.

Gaussin-Jordaniin menetelmé on valmiiksi ohjelmoitu useimpiin tavallisiin matematiikkaoh-
jelmiin. Syotetddn esimerkin 52 augmentoitu matriisi Matlab-ohjelmistoon:

>> A=[2,-1,3,4;3,2,1,6;-5,1,-2,3]
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Komento format rat asettaa Matlabin laskemaan desimaaliesitysten sijaan murtoluvuilla
jarref (A) muuntaa matriisin A redusoituun porrasmuotoon:

>> rref (A)

ans =
1 0 0 -5/4
0 1 0 13/4
0 0 1 13/4
>>

1.2 Vektoriavaruudet

Edellisessi pykéldssd kdytettiin kisitettd matriisi, joka kieltiméttd kuuluu lineaarialgebran kulmaki-
viin. Toisaalta matriisien ominaisuuksia kdytettiin vain minimaalisesti eikd edes mainittu matriisien
kertolaskua, joka on perustavaa laatua oleva operaatio lineaarialgebrassa. Siksi kisite matriisi esitel-
ladn vield tulevissa pykélissd uudelleen, télld kertaa selvittden myos kisitteen taustat.

Mairitelmi 5. Jos A on mikd hyvansi joukko, merkitdan A:n n-kertaista karteesista tuloa it-
sensd kanssa (karteesinen potenssi) A*:11d. Se muodostuu n-pituisista jarjestetyistd jonoista,
joiden kukin alkio on joukon A jédsen:

A" :{(a17a27'~-aan) | a; EA}

Joukon A" alkioita kutsutaan vaakavektoreiksi tai 1 X n-matriiseiksi. Vektoreita on tapana mer-
kit lihavoidulla kirjasintyypilld: a = (a1,as,...,a,) ja alkioita aj, ay, ..., a, kutsutaan vek-
torin koordinaateiksi tai pelkéstdadn alkioiksi, toisinaan myds komponenteiksi. Fysikaalisten
tieteiden kirjallisuudessa vektoreista kdytetddn usein myos ylaviivaa a, ”hattua” @ tai ylanuol-
ta @. Vanhemmassa suomenkielisessi matematiikan kirjallisuudessa on suosittu myos saksa-
laisperdistd kdytidntod, jossa vektoreita merkitddn fraktuurakirjaimilla a, b, ¢ jne.

Jos joukossa A ei ole midritelty mitdidn operaatioita (esim. summa, tulo), jad ylld méadritelty kar-
teesinen potenssi A” pelkistiddn joukoksi vailla minkddnlaista algebrallista rakennetta. Tamai ei ole
lineaarialgebran kannalta erityisen kiintoisa tarkastelukohde, ja tdmén kurssin oppiméirin kannal-
ta tirkeimmaét tapaukset ovatkin A = R ja A = C, jolloin puhutaan reaalisesta tai kompleksisesta
vektoriavaruudesta. Tdlloin A:n alkioita kutsutaan skalaareiksi.

Miiritelmé 6. Olkoon A =R tai A = C. Vektorien a = (ay,...,a,) jab= (by,...,by,) yhteen-
lasku madritelldén
a+b=(a+by,...,a,+by)

ja skalaarikertolasku
ca=(cay,...,cay)

Lause 1. Olkoon A = R tai A = C. Midiritelliicin ns. nollavektori 0 = (0,0, ...,0) ja vekto-
rina= (ai,...,a) vastavektoriksi —a = (—aj, ..., —ay). Tdlloin joukko A™ varustettuna ylld
maddiritellylld vektorien yhteenlaskulla ja skalaarikertolaskulla toteuttaa seuraavat ehdot:
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.a+(b+c)=(a+b)+c
.at+b=b+a

a+0=a
.a+(—a)=0
c(a+b)=ca+cb
(c+d)a=ca+da

. c(da) = (cd)a

la=a

PN LA LN~

Edellisen lauseen kaikki viittimit on erittdin helppo havaita todeksi kdyttimilld reaali- tai
kompleksilukujen perusominaisuuksia. Suoraviivaisuudestaan huolimatta lauseen viittdmilld on erit-
tdin merkittdvd asema lineaarialgebran teoriassa. Vaikka péittelyd tidssd kurssissa ei erityisesti pe-
rusteta edellisen lauseen viittdmiin, on niiden erityisasema syyti tuoda esille:

Miiritelmé 7. Vektoriavaruus V on joukko, jossa on médritelty vektoreiden yhteenlasku ja
skalaarikertolasku, jotka toteuttavat edellisen lauseen ehdot 1-8. Vektoriavaruuksia kutsutaan
myos lineaariavaruuksiksi tai pelkéstdidn avaruuksiksi.

Edellisen midritelmédn mukaan R” ja C" ovat molemmat vektoriavaruuksia, mutta ndmi eivit
suinkaan ole ainoita esimerkkeji sellaisesta.

Esimerkki 7. Olkoon C%[a, b] vililli [a, b] méiriteltyjen jatkuvien reaalifunktioden joukko. Maritel-
ldén funktioden yhteenlasku f + g ehdolla (f 4 g)(x) = f(x) + g(x) ja skalaarikertolasku c- f ehdolla
(cf)(x) = cf(x). Totea, etti CV[a, b] toteuttaa lauseessa 1 esitetyt ehdot.

Huomautus 2. Edellisen esimerkin Cla,b] ja vektoriavaruuden R” vililld on itse asiassa varsin
suoraviivainen yhteys. Joka ikinen avaruuden R”" alkio f = (fi,...,f,) voidaan merkinnin f =
(f(1),...,f(n)) kautta itse asiassa ajatella funktioksi f: {1,...,n} — R, missi f(i) = f;. Néin ol-
len vektoriavaruuden R” alkio on dérelliselld joukolla {1,2,...,n} méiritelty funktio joukkoon R,
kun taas avaruuden Cla,b] alkiot ovat vililld [a,b] méiriteltyjd funktioita joukkoon R. Voidaan jo-
pa ajatella, etti avaruuden R” vektorilla f on n koordinaattia fi, ..., f,, kun taas avaruuden Cla, b
vektorilla on dérettdman monta koordinaattia f () kutakin arvoa r € [a, b] kohti.

Esimerkki 8. Avaruuksilla R? = {(x,y) | x,y € R} ja R* = {(x,y,2) | x,y,z € R} on kummallakin
ilmeinen visuaalinen tulkinta. Vektori voidaan tulkita geometrisesti kolmi- tai pienempiulotteisen
avaruuden pisteend. Tatd tulkintaa on yleensi tapana laajentaa suuntajanaksi origosta kyseiseen pis-
teeseen ja jopa kaikkien samansuuntaisten ja -pituisten suuntajanojen joukoksi. Tulkinnan mukaan
(1,0,0) on x-akselin suuntainen, (0, 1,0) y-akselin suuntainen ja (0,0, 1) z-akselin suuntainen yksik-
kovektori.

1.3 Vektoriavaruuksien rakenteesta

Ellei toisin mainita, tdssd luvussa kisiteltdvit vektoriavaruudet ovat joko V = R” tai V = C". Raken-
teen kannalta ndiden teoria on samankaltainen, mutta jos kisitellddn avaruutta R”, ovat skalaarit ra-
joitettu joukkoon R, ja avaruutta C" kisiteltdessd otaksutaan skalaarikunnaksi C. Periaatteessa olisi
kyllda mahdollista kehittda kompleksisten vektoriavaruuksien teoriaa rajoittamalla skalaarit joukkoon
R, mutta tima ei ole osoittautunut erityisen hedelmalliseksi ldhestymistavaksi.

Esimerkki 9. Olkoon V = R3. Erityisesti fysiikassa on tapana merkiti i = (1,0,0), j = (0,1,0), k =
(0,0,1), jolloin

Edellisen esimerkin mukaan kaikki avaruuden R3 vektorit voidaan esittiz kolmen vektorin i, J- k
skalaarimonikertojen ja summien avulla. Téllaista esitystapaa sanotaan lineaarikombinaatioksi.
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Mairitelmé 8. Jos V on vektoriavaruus jonka skalaarikunta on K (joko R tai C), ja vektorit
V1, V2, ..., V; Ovat joitain avaruuden V alkioita, sanotaan, ettd ndiden vektoreiden lineaarikom-
binaatioiden joukko

L(Vi,...,Vi) = {Vi,...,vg) ={eivi+...+ v | ety .o €KY

on niiden vektoreiden joukko, jotka saadaan vektoreista vy, ..., v vektoriavaruuden algebral-
lisilla operaatiolla: skalaarikertolaskuilla ja vektoreiden yhteenlaskuilla.

Vektoriavaruuksien teoriaa kehitettdessd voidaan huomata, etti monissa kdyttokohteissa, se-
kil teoreettisissa, ettd soveltavissa, usein vektorijoukkoa A = {vy, ..., v;} tirkedmpi on joukko
L(vy,...,Vy), siis kaikki vektorit jotka voidaan esittéi joukon A lineaarikombinaatioina.

Esimerkki 10. Miiritelldan e = (1,0,...,0), e) = (0, 1,... ,0), e, €= (0,0,. R 1). Talloin
(xl,xg,...,x,,) =Xx1€] +x2€2 + ...+ Xx,€,,

joten
R"=L(ey,...,e,).

Maaritelma 9. Jos
U=L(vy,...,V)

sanotaan, ettd vektorit vy, ..., v; generoivat joukon U.

Lause 2. Seuraavat tulokset on melko helposti néhtdvissd oikeiksi.

1. Kaikilla v; on v; € L(vy,...,Vi).

2. Jos {Vl,...,VI} - {V],...,Vk}, OnL(Vl,...,Vl) gL(Vl,...,Vk).

3. Jos {uy,...,w;} CL(vy,...,vg), niin L(uy,...,0;) C L(vy,..., V).

4. u e L(vy,..., Vi), tarkalleen silloin kun L(vy,..., Vi) = L(vy,...,Vi,u).
5. L({vi,...,vi }U{0}) = L(vy,...,vg).

Mairitelmé 10. Olkoon V' on vektoriavaruus ja U C V sellainen epédtyhjéd joukko, ettd aina
kun vy, v, € U jac; ja cp ovat skalaareja, niin my0s c;vy + cpvp € U. Télloin sanotaan, ettd U
on V:n aliavaruus ja merkitddn U <V

Edellisen miiritelman mukaan aliavaruus on sellainen vektoriavaruuden osajoukko, joka on sul-
jettu vektoriavaruuden operaatioiden (summa ja skalaarimonikerta suhteen) ja siis L(vy,...,Vg)
on aina V:n aliavaruus. Jokaisella vektoriavaruudella V on ainakin kaksi aliavaruutta: {0} (nolla-
avaruus) ja V itse.

Huomautus 3. Koska0 =0-v{+0-vy, on 0 € Vj aina.

Midritelmén 9 mukainen joukko on aina algebralliselta rakenteeltaan vektoriavaruus:

Lause 3. Jos vy, ..., Vi ovat jonkin vektoriavaruuden V alkioita, on joukko L(vy,...,vy) vek-
toriavaruus, joka sisdltyy avaruuteen'V.

Todistus. Suoraviivainen.
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Miiritelmé 11. Vektoriavaruus V on adrellisesti generoitu, jos on olemassa sellainen dérelli-
nen joukko {vj,...,v;} CV, ettd

V:L(Vl,...,Vk)

Esimerkki 11. Vektoriavaruus R” (samoin kuin C") on dérellisesti generoitu:
R” :L(el,... ,e,,).
Esimerkki 12. Olkoon v = (1,1) CR?, jolloin {(1,1)) =L((1,1)) ={r(1,1) [t e R} = {(z,¢) | t € R}

Esimerkki 13. Vektoriavaruutta R? on luontevaa sanoa kaksiulotteiseksi ja avaruutta R3 kolmiulot-
teiseksi. On helppo huomata etti R?> = L(i,j) ja R* = L(i,j,k). Esimerkin 12 mukaista avaruuttaa
on luontevaa kutsua yksiulotteiseksi, joten ulottuvuusluku néyttii liittyvian generoivien vektoreiden
miriin. Aivan suoraviivainen ei kytkos ole, silld esimerkiksi jokainen R?:n vektori voidaan esittii
paitsi muodossa
(x,) = xi+yj,
myo6s muodossa
(x,y) =xi+yj+0-(i+]),

joten myos kolmen vektorin joukko {i,j,i+j} generoi avaruuden R2. Toisaalta myos joukko {i -+
j,i—j generoi avaruuden R?, silld

(1) = () 0) + 5 e ) ).

Titen siis avaruudelle R? on 16ytynyt kaksi kahden alkion ja yksi kolmen alkion generoiva jouk-
ko. On kuitenkin huomattava ettd kolmen alkion generoivasta joukosta {i,j,i+j} voidaan yksi alkio
jéttda pois, sillda esimerkiksi viimeinen alkio i+ j voidaan esittdd kahden ensimmadisen avulla. Yhta
hyvin voitaisiin jéttdd pois ensimmaéinen alkio i, silld se voidaan esittdd kahden jalkimmaéisen line-
aarikombinaationa. i=—1-j+1- (i+j).

Mairitelmé 12. Vektorijoukko {vi, v, ..., Vx} on lineaarisesti riippuva tai pelkistdin
riippuva, jos jokin sen vektoreista voidaan esittid muiden lineaarikombinaationa: v; €
L(Vi,..-,Vi—1,Vit1,---,Vi). Jos vektorijoukko ei ole lineaarisesti riippuva, sanotaan etti se
on lineaarisesti riippumaton (tai pelkéstdéin riippumaton).

Esimerkki 14. Joukko {i,j} on selvisti lineaarisesti riippumaton, silld (1,0) = ¢(0,1) ja (0,1) =
¢(1,0) eivit toteudu milldén c:n arvolla. Joukko {i,j,i+j} on lineaarisesti riippuva, silld i+ j =
1-i+1-j.

Huomautus 4. Jokainen vektorijoukko A = {0, vy, ..., v} joka siséltdd nollavektorin v; = 0, on li-
neaarisesti riippuva, silld 0 voidaan esittdd muiden lineaarikombinaationa:

0=0-vo4+...40-vg.

Lause 4. Vektorijoukko {vy,...,Vi} on lineaarisesti riippumaton tarkalleen silloin kun
civit+...+cvi =0

toteutuu vain ilmeiselld valinnalla jossa kaikki kertoimet ovat nollia: c; = ... = ¢, = 0.
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd vektorijoukko {vy,...,v;} on lineaarisesti riippuva. Téll6in jokin
vektoreista, v; voidaan esittid muiden lineaarikombinaationa:

Vi=cC1V1+...+Ci—1Vi-1 +Ciy1Vit1 + ...+ Ck Vi,
josta ndhdéén, ettd
O0=civi+...4+¢i—1Vie1—1-Vi+cip1Vigr + ...+ Cpvi.

Niin ollen nollavektori voidaan esittidd epdilmeiselld tavalla, silld vektorin v; kerroin ylldolevassa
esityksessd on —1.
Oletetaan sitten, ettd nollavektori voidaan esittdd epdilmeiselld tavalla

civi+...+cvip =0,
missi ainakin jokin kertoimista, ¢; # 0. Talloin
CiVi=—C1Vl —...—Ci—1Vi—1 —Ci+1Vj+1 — ... — CkVk.

ja siis vektori v; voidaan esittdd muiden lineaarikombinaationa:

—1 —1 —1 —1
Vi=—¢C C1V] —...—C; Ci—1Vj—1—C; Cit1Viy] — ... —C; CiV.

Esimerkki 15. Vektorijoukko {i,j,i+j} on lineaarisesti riippuva, silld
Li+1-j—1-(i+j)=0
on nollavektorin ei-ilmeinen esitys.

Esimerkki 16. Vektorijoukko {ej,ey,...,e,} avaruudessa R” on lineaarisesti riippumaton, silld
cie1+cer+...+cpe, = (C[7C27...,Cn).

jotta tima olisi nollavektori, pitdd ollacy =c¢3... = ¢, = 0.

Esimerkki 17. Jokainen vektorijoukko {vy,..., v}, jossa vektorissa v;;; on enemmin alkunollia
kuin vektorissa v;, mutta joka ei sisdlld nollavektoria, on lineaarisesti riippumaton. Jos nimittdin
vi =(0,...,v1,...) missd v; # 0, on

c1Vi+Cavy+ ...+ v = (0,...,6‘1\11,...)
ja jotta timaé olisi nollavektori, pitdd ensiksikin olla c;vy = 0, josta ¢; = 0. T4lloin summan
CoVy + ..V

tulee olla nollavektori, ja samoin péittelemélld nihdéin, ettd co = 0. Jatkamalla samoin saadaan
c3=...=¢,=0.
Esimerkki 18. Todetaan edellisen esimerkin mukaisesti, ettd avaruuden R* joukko {(1,2,0,—1),
(0,2,—1,-2), (0,0,3,2), (0,0,0,—1)} on lineaarisesti riippumaton:
c1(1,2,0,—1) 4+ ¢2(0,2,—1,—-2) +¢3(0,0,3,2) 4 ¢4(0,0,0,—1)

= (C[ ,2c1+2¢3,—cy+3c3,—c1 —2¢p +2¢3 — C4),
ja jotta tdmaé olisi nollavektori, pitdd olla sen kaikkien koordinaattien olla nollia. Ensinnékin ¢; = 0,
ja sijoittamalla tim# saadaan vektori (0,2c¢3, —cp + 3¢3, —2c¢3 + 2¢3 — c4), joka voi olla nollavektori

vain jos ¢ = 0. Sijoittamalla ¢, = 0 saadaan (0,0,3c3,2c3 — c4), ja siis pitidd olla ¢3 = 0. Niin
saadaan (0,0,0,—c4), josta c4 = 0.

Esimerkki 19. Selvitetizin onko avaruuden R? vektorijoukko {i+j,i—j} = {(1,1),(1,—1)} lineaa-
risesti riippumaton. Yhtilo
C1 (17 1) +62(17 71) = (030)

voidaan kirjoittaa yhtdlopariksi
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ci+c=0
c1—cy =0,

jonka ainoa ratkaisu on (cj,c;) = (0,0). Téten vektorit ovat riippumattomat.

Esimerkki 20. Selvitetiin, onko avaruuden R3 vektorijoukko {(1,2,—1),(—2,3,1),(4,1,—3)} line-
aarisesti riippumaton. Tétd varten on selvitettdvi, onko yhtilolld

er(1,2,—1) +¢2(=2,3,1) +¢3(4,1,—3) = (0,0,0)

vain ratkaisu ¢; = ¢ = ¢3 = 0 (jolloin vektorijoukko on lineaarisesti riippumaton) vai onko olemassa
sellainen ratkaisu, jossa jokin ¢; # 0 (jolloin vektorijoukko on lineaarisesti riippuva).
Yll4 oleva vektoriyhtilo voidaan kirjoittaa lukuja koskevaksi yhtdloryhmiksi

c1 —2cy +4c¢3 =0
2c1 +3¢c2 4¢3 =0
—c1 +c¢y —3c3 =0,

joka voidaan Gaussin-Jordanin menetelmii kiyttdmailld saada ekvivalenttiin muotoon

C1 +2c3 =0
C) —C3 = 0

Tidmén ratkaisut ovat (cy,c¢2,¢3) = (—2¢3,¢3,¢3) = ¢3(—=2,1,1), misséd ¢3 € R. Titen valitsemalla
esimerkiksi ¢z = 1 saadaa nollavektorile ei-ilmeinen esitys

—2.(1,2,=1)+1-(=2,3,1)+1-(4,1,-3) = (0,0,0),

josta voidaan mikéd hyvinsd vasemman puolen vektoreista ratkaista esitettdviksi muiden lineaari-
kombinaationa.

Esimerkki 21. Yhden vektorin joukko on lineaarisesti riippuva tarkalleen silloin kun kyseinen vek-
tori on 0. Kahden vektorin joukko {v,v,} on lineaarisesti riippuva tarkalleen silloin kun toinen
vektoreista on nollavektori tai vektorit ovat toistensa skalaarimonikertoja.

Esimerkki 22. Olkoon C° koko reaaliakselilla méiriteltyjen funktioiden joukko varustettuna esimer-
kin 7 mukaisella yhteen- ja skalaarikertolaskulla. T:llsin funktiot 1, sin®x ja cos” x ovat lineaarisesti
riippuvat, silld

1-sin®x+1-cos’x—1-1=0

Esimerkki 23. Olkoon C kuten edellisesséd esimerkissd. Funktiot 1, sinx ja cosx ovat lineaarisesti
riippumattomat, silld jos
c1-1+4+cp-sinx+c3-cosx (1.2)

on nollafunktio, niin myos sen derivaatta
€2 COSX — €3 8Inx

on nollafunktio. Sijoittamalla tihin x = 0 ndhdién, ettd ¢; = 0 ja sijoittamalla x = 7 nihdién ettid
c3 = 0. Yhtilostd (1.2) seuraa tdllin ¢; = 0.

Lause 5. Olkoot vy, ..., Vi avaruuden R" vektoreita. Muodostetaan k x n matriisi A, jonka
rivejd mainitut vektorit ovat:
Vi
A p—
Vi
Jos A ~ B ja
up
B= ,

Uy
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niin

Seuraus 1. Olkoon S = {vi,..., v} vektorijoukko avaruudessa R" ja A matriisi, jonka riveind ovat
kyseiset vektorit. Olkoon A ~ B ja B redusoitu porrasmuoto. Tdlloin vektorijoukko S on lineaarisesti
riippuva tarkalleen silloin kun matriisissa B esiintyy nollarivi.

Esimerkki 24. Olkoon S = {(1,2,—1),(-2,3,1),(4,1,—3)} ja A niiti riveini kéyttden muodostettu
matriisi:

12 -1

A= -23 1

41-3

Tistd saatava redusoitu porrasmuoto on

5

10—3

B=[01-3

00 O

Niin ollen vektorijoukko § on lineaarisesti riippuva, silld B:ssi on nollarivi. Lisdksi

5 1
L((laza _1)7 (_2737 1)7 (47 la _3)) = L((1707 _?)7 (07 17 _?))
Mairitelmé 13. Joukko B on vektoriavaruuden V kanta, jos
1.V =L(B).
2. B on lineaarisesti riippumaton.
Jos B={vy,..., v} on ddrellinen, sanotaan etti V on k-ulotteinen ja merkitéin dim(V) = k.

Avaruuden V = {0} kannaksi sovitaan tyhji joukko. Jos vektoriavaruudella V ei ole #érellisti
kantaa, sanotaan, ettd V on didretonulotteinen.

Lause 6. Vektoriavaruuden kaikissa kannoissa on yhtd monta vektoria.

Lause 7. Jos B={by,...,b,} on avaruuden V kanta, niin jokaisella x € V on olemassa yksikiisit-
teinen esitys kantavektoreiden lineaarikombinaationa:

x=x1b;+...+x,b,
Esimerkki 25. Vektorit i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0, 1) muodostavat R3:n kannan. Samoin

vektorijoukko {ej, ey, ..., €,}, missi ¢; = (0,...,1,...,0) (i:s koordinaatti 1) on R™:n kanta. Téti
kantaa kutsutaan vektoriavaruuden R” luonnolliseksi kannaksi.

Miiritelmi 14. Jos x € V ja B= {by,...,b,} on avaruuden V kanta, niin esityksessé

x=x1b;+...+x,b,

lukuja x1, ..., x, kutsutaan vektorin x koordinaateiksi kannan B suhteen ja niistd muodostuvaa
R™:n vektoria xg = (x1,...,X,) sanotaan x:n koordinaattivektoriksi kannan B suhteen.
Esimerkki 26. Jos x = (x1,...,x,) € R" ja B={ey,...,e,} on luonnollinen kanta, niin

X =x1€| +...+x,€,,
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joten
Xg = (X1,...,%n).

Esimerkki 27. Olkoon By = {i,j} ja B = {i+j,i—j} seki (x,y) € R?. Esimerkin 13 mukaan
(x,3)B, = (x,y) ja (x,)5, = (3 (x+¥), 3 (x—)).

Esimerkki 28. Joukko {i+j,i—j} on R?:n kanta, mutta {i,j,i+j} ei ole.

Esimerkki 29. Olkoon P = {co +c1x+4cox*> + ... +c,x" | ¢; € R} kaikkien reaalikertoimisten poly-
nomien joukko. P on vektoriavaruus (tarkista), jonka kannaksi voidaan valita polynomit 1, x, x, x3,

.... P:1l4 ei ole ddrellistd kantaa.

Esimerkki 30. Olkoon Ps = {co + c1x + cax® + 3% + c4x* | ¢; € R} niiden reaalikertoimisten po-
Iynomien joukko, joiden aste on pienempi kuin 5. P5 on vektoriavaruus (tarkista), jonka kannaksi
voidaan valita {1,x,x%,x3 x*}. Niin ollen dim(P5) = 5.

Esimerkki 31. My®6s joukko {1, 1 +x, I +x+x%, 1 +x+x>+x°, 1 +x+x> +x° +x*} on avaruuden
Ps kanta.

Huomautus 5. Jos V.= L(vy, ..., V;), mutta {vy, ..., v;} ei ole avaruuden V kanta, voidaan ge-
neroivasta joukosta poistaa “turhat” vektorit nidin saadaan kanta. Mikdli v, € L(vy,...,V4_1), on
V =L(vy,...,vk_1) ja prosessi voidaan toistaa kunnes jéljelle jdivi joukko on lineaarisesti riippu-
maton.

Esimerkki 32. Olkoon V = {(1,2,—1),(—2,3,1),(4,1,—3)} ja etsitiin avaruudelle V C R? kanta.
Tamai voidaan tehdd esimerkin 24 mukaisesti tai hyodyntamalla esimerkkid 20.

Lause 8. Jos V on ddrellisulotteinen ja U on V :n aliavaruus, niin mikd hyvdnsd U :n kanta
voidaan tdydentdd V :n kannaksi.

Todistus. Jos U = L{vy,...,vi}, valitaan mikd hyvinsd vektori vx; € V \ U, jolloin saata-
va aliavaruus Uy = L{vy,..., Vi, Vi1 } sisiltdd aidosti avaruuden U. Jatketaan ndin, kunnes
ei endd voi valita vektoria aliavaruuden ulkopuolelta, mikd merkitsee sitd, ettd lopulta saatu
avaruus on V.

Seuraus 2. Jos U <V, on dim(U) < dim(V).

Seuraus 3. Olkoon dim(V') = n. Jokainen V :n osajoukko, jossa on enemmdn kuin n vektoria, on
lineaarisesti riippuva.

1.4 Matriisit

1.4.1 Kertausta

Kerrataan ensin insindorimatematiikka A:ssa esitetyt matriiseja koskevat médritelmét ja selvitetddn
sen jidlkeen varsinainen motivaatio matriisikésitteelle.

Maaritelma 15. Matriisi A on kaavio

(1.3)

At A - A
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Matriisissa esiintyvid lukuja A;; sanotaan matriisin alkioiksi. Jos A;; € C, sanotaan, ettd mat-
riisi on kompleksinen tai yli kompleksilukujen. Jos taas alkiot ovat reaalisia, voidaan sanoa etta
A on reaalinen tai yli reaalilukujen. Matriisin vaakarivejd kutsutaan riveiksi ja pystyriveja sa-
rakkeiksi. Matriisin tyyppi on lukupari m X n, missd m rivien méddri ja n on sarakkeiden méaéara.
Tyyppid m X n olevaa matriisia sanotaan m X n-matriisiksi.

Maairitelmi 16. (Vaaka- ja pystyvektorit)

e | X n-matriisia A = (A11A]; ... Ay,) kutsutaan vaakavektoriksi tai rivivektoriksi.
A

A
e m X l-matriisia A = . kutsutaan pystyvektoriksi tai sarakevektoriksi.

Aml
Rivi- ja sarakevektoreita kutsutaan yhteisnimitykselld vektori. Vektoreiden alkioita kutsutaan
myos koordinaateiksi.

Miké hyvénsd m x n-matriisi voidaan siis esittdd rivivektoreiden kokoelmana (m kpl) tai sarake-
vektoreiden kokoelmana (n kpl). Yksin esiintyvin rivivektorin koordinaatit on tapana erottaa pilkul-
la. Vektoreita on tapana merkitd myos lihavoiduilla kirjaimilla ja yksinkertaisella indeksoinnilla, esi-

M

y2
merkiksi x = (x1,x2,...,x,) jay= | . |.Seki rivi- ettd sarakevektorit voidaan tulkita avaruuden

Yn
R" alkioiksi.

Miiritelmé 17. Erityisid matriiseja ovat mm. seuraavat:

Nollamatriisi O on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia

Neliomatriisi on matriisi, jossa rivien méddrd on sama kuin sarakkeiden méaara
Diagonaalimatriisi on neliomatriisi D, jolle pitee i # j = D;; = 0.

Identiteettimatriisi I,, on diagonaalimatriisi, jonka kaikki diagonaalialkiot ovat ykkosia.

Maaritelma 18. Olkoon A m X n-matriisi. Talloin mééritellddn

1. Transpoosi (AT);; = Aj;.
2. Neliomatriisi A on symmetrinen, jos AT = A.
3. Matriisin A:n vastamatriisi —A médritellddn asettamalla (—A);; = —A;;.

Mairitelmé 19 (Skalaarikertolasku). Jos A on m x n-matriisi ja ¢ joko kompleksi- tai reaa-
liluku, on cA m X n-matriisi, jolle pitee (cA); = cA,;j (kertolasku alkioittain).

Miiritelmi 20 (Matriisien yhteenlasku). Jos A on m X n-matriisi ja B r X s-matriisi, summa
A + B midritellddn vain jos m = r ja n = s. Talloin

(A—FB),']' =A;j+B;j

(yhteenlasku alkioittain).
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Huomautus 6. On helppo todeta, ettd m X n-matriisit muodostavat yhteen- ja skalaarikertolaskun suh-
teen vektoriavaruuden.

Esimerkki 33. A = (2 - O) on 2 x 3-matriisi ja 5A = <10 - 0)

0 13 0 515
2-10 1o
Esimerkki 34. A = (0 13 ) on 2 x 3-matriisi ja B = 2 1 | 3 x2-matriisi, joten summaaA + B
-13
ei ole médritelty.

. . 2-10 121
Esimerkki 35. A = 0o 13)°n 2 X 3-matriisi ja B = 01 3)°n0 2 x 3-matriisi, joten summa
A + B on médritelty:

2-10 12 -1 31-1
A+B_(0 13)*(01 3)‘(02 6)
Esimerkki 36.

(_x+37_x_ 1,X) = (_x7_xax)+(37_170) :X(—l,—1,1)+(3,—1,0).

Matlab-ohjelmistoon (versio 6.5) matriisit syotetddn siten, etté rivit erotetaan toisistaan puo-
lipisteelld ja alkiot pilkuilla. Esimerkiksi matriisit

13 -3-2 20-1-1
A= 02 1-2 ja B= 10 3 3
—-41 2-3 —-15 0-2

Syotetddn seuraavasti:

>> A=[1,3,-3,-2;0,2,1,-2;-4,1,2,-3]

>> B=2,0,=1,=1p1,0,3,3z=1,5,0,=2]

Matriisien summa lasketaan ilmeiselli tavalla ja transpoosi ilmaistaan heittomerkill:

>> A+B
ans =
3 3 -4 -3
1 2 4 1
=5 6 2 =5
>>
>> ans’
ans =
3 1 =5
3 2 6
— 4 2
=3 1 =5

1.4.2 Lineaarikuvaukset

Matriisin késite liittyy ldheisesti lineaarikuvauksiin. Periaatteessa voidaan sanoa, ettd matriisi on li-
neaarikuvauksen esitystapa. Yhdessi lineaarikuvaksen ja matriisin késitteet muodostavat lineaarial-
gebran perustan, jolle koko koneisto rakentuu.
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Lineaarikuvaus voidaan médritelld ainakin kahdella tavalla, joista kumpikin johtaa samaan kisit-
teeseen. Kirjallisuudessa tavallisin lienee seuraava midritelma:

Miiéritelmi 21. Funktio f : R” — R on lineaarinen, jos

flax+by) =af(x)+bf(y)

aina, kun x, y € R” ja a ja b ovat skalaareita.

Yleisesti ottaen sanoja kuvaus ja funktio voidaan kdyttdd synonyymeini, mutta erityisesti lineaa-
risten funktioiden kohdalla on tapana kdyttda termiéd kuvaus. Lineaarikuvausta on usein myos tapana
merkitd isolla kirjaimella ja jéttad sulkeet muuttujan ympariltd merkitsematta.

Esimerkki 37. f : R — R, f(x) = y/x ei ole lineaarinen, silld esimerkiksi
2=VA=f@)=f(1-2+ 1) #1-fQ) +1-f(2) = V2+V2
Esimerkki 38. T : R3 — R?, T(x,y,z) = (x+y —z,2x + 3y +z) on lineaarinen, silli

T(a(x1,y1,21) +b(x2,y2,22)) = T (ax) + bxa,ay + bya,azi +bzz)
= (ax| +bxp +ay; + by, +azy +bzp,2(ax) + bxy) + 3(ay, +bys) +az; + bzz)
= (a(x1+y1 +z1) +bOx2 +y2 +22),a(2x1 +3y1 +21) +b(2x1 +3y2 +22))
= a(x1 +y1 +21,2x1 +3y1 +21) +b(x2 +y2 +22,2x1 + 3y2 +22)
= aT (x1,y1,21) +bT (x2,¥2,22)-
Esimerkki 39. Olkoon lineaarikuvaukselle f : R? — R? £(1,2) = (2,2) ja f(2,3) = (2,5). Miirite-
=1

tadn f(5,8). Koska (5,8) =1-(1,2) +2-(2,3), on lineaarisuuden perusteella f(5,8) =1- f(1,2) +

Esimerkki 40. Olkoon C'[a,b] vililld [a,b] derivoituvien reaalifunktioiden joukko, joiden derivaatta
on jatkuva. Télloin derivointi

% :Cla,b] = C%a,b], —f(x)=f"(x)

on lineaarikuvaus, silld j—x(afl +bfp) = a%fl + b%fz.

Adrellisulotteisissa avaruuksissa lineaarikuvauksen toinen mahdollinen miéritelmi voidaan joh-
taa tdssd kidytetystd madritelméstd suoraviivaisesti. Ensinnékin voidaan induktiolla todeta, ettd line-
aarikuvaukselle pitee

flarxi +axxp+ ...+ apnx,) = a1 f(x1) +arf(x2) ...+ anf(xn),
ja koska mikd hyvénsd x € R” voidaan esittdd luonnollisen kannan avulla:
X =x1€| +...+x,€,,
saadaan lineaarisuutta kayttamalla

f(x)=xi1f(e1)+...+xuf(en)

Ylldoleva yhtidld merkitsee sitid, ettd lineaarikuvaus maardytyy tdydellisesti kantavektoreiden kuvien

f(er), ..., f(e,) mukaan.
Jos kiytetidn merkintid y = f(x) € R™, vektorin y i:nnesti koordinaatista merkinti y;, saadaan
ylldolevasta yhtélosta

f(x)i=x1f(er)i +xaf(ex) +...+x.f(€n);
ja merkitsemilld a;; = f(e;);
Vi = aij1X1 +apxy +...+apxy.
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Téten lineaarikuvauksessa f : R” — R™ kuvavektorin y = f(x) jokainen koordinaatti y; on
ensimmidisen asteen lauseke alkukuvan x = (xi,...,x,) koordinaateista:

Yi = ajxy +apxy + ...+ aipXxy. (1.4)

Taméa ominaisuus olisi voitu valita lineaarikuvauksen méaritelmiksi luvun alussa esitetyn si-
jaan.

Edelld esiintyneet, lineaarikuvaukseen f : R” — R™ liittyvit luvut a;; = f(e;); voidaan koota
matriisiksi
aip ayp ... dip
az) ayy ... axp
Mp=1 . . . .|
Aml Am2 - - Amn

jota sanotaan lineaarikuvauksen matriisiksi luonnollisen kannan suhteen.

Esimerkki 41. Esimerkin 38 lineaarikuvaukselle T (x,y,z) = (x+y—z,2x+3y+2z) T(e;) = (1,2),
T(e2) = (1,3)jaT(e3) =(—1,1), joten
11-1
Mr= (2 3 1)

Esimerkki 42. Olkoon f : R? — R? lineaarikuvaus, jolle f(1,0,0) = (2,1), f ( ,1,0) = (1,1) ja
£(0,0,1) = (0,2). Maéritetddn f(1,2,3). Koska (1,2,3) =1-(1,0,0)+2-(0,1,0) +3-(0,0,1),
pitee lineaarikuvaukselle f

Esimerkki 43. Midritetddn matriisi A edellisen esimerkin lineaarikuvaukselle. Koska

f(x7y72) = f(x (17070)+y (07 170)+Z (O7Oa 1)) :xf(130a0)+yf(0a 170) +Zf(0705 1)
=x-(2,1)+y-(1,1)+2(0,2) = (2x+y,x+y+22).

Niin ollen Ay = (? i 2)

Huomautus 7. Huomaa, ettd matriisin A sarakkeina ovat fn kuvat vektoreista (1,0,0), (0,1,0) ja
(0,0,1).

Seuraavan madritelmédn myotd padstddn matriisikésitteen ja lineaarikuvausten vililld vallitsevaan
yhteyteen késiksi syvillisemmin.

Mairitelmé 22. Jos A on r X s-matriisi ja B s X ¢-matriisi, on matriisien A ja B tulo r X t-
matriisi AB, missi

5
(AB)ij = Y AyBy;.

Matriisitulo on siis médritelty vain silloin, kun tulon ensimmaisen tekijin sarakkeiden mééréd on
yhtd suuri kuin jalkimmdisen tekijdn rivien maéara.

Esimerkki 44.
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211 100
123 211
122

2-1+1-2+1-1 2.0+1-1+1-2 2.0+1-1+1-2
-1-14+2-24+3-1-1-04+2-14+3-2-1-04+2-1+3-2

(533
~\688)"

Esimerkki 45.
21 13\ (48
11 22) \35)"
13 21\ (54
22 11) \64)"

Edellinen esimerkin osoittaa, ettd matriisitulo ei ole yleisesti kommutatiivinen (vaihdannainen), toi-

sin sanoen voi olla AB # BA.
1 -1 11y (00
-1 1 11) \00)/"

Tamai esimerkki puolestaan osoittaa, ettd tulon nollasddnto ei pade matriiseille, mika siis merkitsee
sitéd, ettd AB = O on mahdollinen, vaikka A # O ja B # O

Esimerkki 46.

Lause 9. Matriisitulolle on voimassa seuraavat yhtdsuuruudet:

1. A(BC) = (AB)C

2. A(B+C) = AB+AC

3. (A+B)C = AC+BC

4. a(AB) = (aA)B = A(aB)
5.A0=0A=0

6. Al=1A=A,

7. (AB)T =BTAT,

edellyttden ettd kunkin yhtilon vasen puoli on mddritelty.

Todistus. Suoraviivainen, mutta tyolds. Jitetddn harjoitustehtavéksi.

Huomautus 8. Suoraan méiritelmastd seuraa, ettd matriisitulo voidaan laskea myos lohkoittain:
Ap Ay (B1 By _ (A1B1+A2B3 A1By+AsB,
A3 Ay ) \ B3 By A3By +A4B3 A3By +A4By )’

mikéli lohkojen A; ja B; koot on valittu siten, ettd kaikki tulot ovat miiritelty;ja.

Midritelmé 23. Neliomatriiseile médritellddn potenssi samoin kuin reaaliluvuille:

A =1
A"=A-A-...-A (nkpl).

Neliomatriiseille voidaan siis muodostaa my&s matriisipolynomeja P(A) = c4A% + ...+ c1A + col.

Matlab-ohjelmistossa matriisikertolasku ilmaistaan asteriskilla  ja potenssi nuolella *

>> Ax%B

ans =
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=20 12 6
=9 -1 3
-18 -5 8

>>

Selvitetddn seuraavaksi miksi matriisitulo on méiritelty juuri silld tavalla kuin tehtiin. Olkoon A =
(a;;) m x n-matriisi jax = (x1,...,%,)7 nx 1-matriisi (pystyvektori). Till6in tulo Ax on matriisitulon
madritelmédn mukaan m X 1-matriisi (pystyvektori)

ayp ayp ... i X1 anx)+apxy+...+apx,
az axy ... dy X2 ax1xy +axxy+...+axyx,

= b)
aml Am2 - Amn Xn A1 X1 + @p2X2 + . . .+ AppXy

mikd yhtdlon (1.4) perusteella merkitsee sitd, ettd jos A on lineaarikuvauksen f matriisi, voidaan

vektorin X = (x1,...,x,)7 kuvay = (y1,...,y.)7 esittdi muodossa
V1 ap a2 -.. din X1
2 az ayp ... ay X2
Ym aml Am2 --- Amn Xn

Esimerkki 47. Esimerkin 43 lineaarikuvauksen kuvavektori voidaan pystymuodossa esittdid seuraa-

vasti:
24y (210) ("
x+y+2z) \112 z

Edelldmainitun perusteella seuraava lause on ilmeinen.

Lause 10. Lineaarikuvaus f : R" — R™ voidaan esittid muodossa f(x) = AX, missd X on
n X 1-matriisi (pystyvektori) ja A on m X n-matriisi. Matriisi A = Ay on lineaarikuvauksen f
matriisi luonnollisen kannan suhteen.

Olkoot kuvausten f : R" — R™ ja g : R™ — RF matriisiesitykset f(x) = Asx ja g(y) = Agy.
Tillsin yhdistetty kuvaus saadaan muodossa (g o f)(x) = g(f(x)) = Ag(Ax) = (A;Af)x. Niin on
saatu seuraava tulos:

Lause 11. Jos lineaarikuvausten f : R* — R™ ja g : R™ — R* matriisit ovat A fJja Ag, niin
Yhdistetyn kuvauksen g o f matriisi on tulo AgAy.

Huomautus 9. Edellisen lauseen tapauksessa matriisi Ay on siis tyyppid m X n ja A, tyyppid k x m.
Télloin matriisitulo A,A y on médritelty ja tyyppid k X n, kuten kuvauksen R" — R* matriisin tulee
ollakin.

Huomautus 10. Olkoon A m X n-matriisi, X n-pituinen pystyvektori ja y = AX m-pituinen pystyvekto-
ri. Transpoosit laskemalla saadaan y” = x” AT, miki antaa vaihtoehtoisen muodon lineaarikuvauksen
esittamiseksi matriisien avulla.

Esimerkki 48. Insinoorimatematiikka C:ssi esitetty diskreetti Fourier-muunnos on C:ssi tapahtuva
operaatio, jossa vektori (fo, f1,. .., fv) muunnetaan vektoriksi (Fy, Fy, ..., Fy_1), missid
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1

N—1 i
Y. fip,

misséd on merkitty p = e~ ¥ . Tdma voidaan ilmaista myos matriisikertolaskuna

Fy I 1 1 1 fo
F Lp p pN! fi
Bl L1 e p pW-12 b
VNI :
Fy_1 1 pl\}—l pz(lil—l) p(Nfl.)(N*I) -1

Esimerkki 49. Lineaarinen yhtdloryhmi

aixy +apxy + .
aixy + axnxy + .

amiX1 + amxy + ...

voidaan kirjoittaa matriisimuodossa Ax = b, missi

.o+ apx, = by
..+ aypx, = by

+ ApnXn = by

ail aip ... dip
ary azp ... day

= )
aAml Am2 .. Amn

x=(x1,...,x,)" jab = (by,...,by).

1.4.3 Kddnteismatriisi

Mairitelmi 24. Olkoon A n X n-neliomatriisi. Jos on olemassa sellainen n X n-neliomatriisi
B, ettda AB = BA = I, (I,, on n-rivinen identiteettimatriisi, katso mééritelma 17), sanotaan ettd B
on A:n kddnteismatriisi ja merkitddn B = A~ Jos neliomatriisilla A on kisnteismatriisi, A:ta
kutsutaan sdannolliseksi, muussa tapauksessa A on singulaarinen.

Huomautus 11. Voidaan todistaa, ettd n X n-neliomatriisi A on sdannollinen tarkalleen silloin,
kun se on #dysiasteinen, mikd merkitsee siti, etti r(A) = n.

—1
. . 21 1-—1 10 21 1-1
EszmerkszO.Kos.ka<11)(_1 2>—<01),0n(11> _<—l 2).
Esimerkki 51. Lasketaan matriisitulo
1 1 1 1 1 1 1 1
1 p pz N—1 1 p—l pfz pf(Nfl)
i 1 pz p4 p(Nfl)Z L 1 pfz p*4 pf(Nfl)Z
VN Do : . : VN : : : . :
1 pN=1 p2N=1) | p(N=1)(N=1) ip_(}v—m p—2(.N—1) p—(N—'l)(N—l)

Tulon méaritelmédn mukaan kohdassa rs oleva alkio on

1N7]
~Yor
v

1 2z
rk ~—ks } k(r—s)
= e N =
p N =

1,joss#r,
0,joss=r.

{
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Viimeisin yhtidsuuruus on perusteltu kurssilla Insindérimatematiikka C. Tuloksena on siis identiteet-
timatriisi ja ylldolevat matriisit ovat siksi toistensa kdénteismatriiseja.

Vaikka matriisitulo ei yleensi ole vaihdannainen (kommutatiivinen), siis yleensd AB # BA, voi-
daan kuitenkin osoittaa, ettd jos AB = I, niin my6s BA = [. Titen siis kiddnteismatriisin méiritelméssa
riittdd, ettd AB = I. Viimeisin yhtilo matriisimuotoon kirjoitettuna on

b1y by ... b1y 10...0
by by ... by 01...0
bu1 by ... by 00...1

Miké matriisitulon miéritelmén nojalla voidaan pilkkoa n:ksi yhtdloryhméksi (matriisitulo voidaan
laskea lohkoittain)

b1 1 bin 0 b1, 0

by 0 ba 1 bay, 0
A - A - A —

bnl 0 bn2 0 b,m 1

Koska niiden ryhmien kerroinmatriisi (A) on sama, voidaan ryhmiit ratkaista samanaikaisesti suorit-
tamalla (useampikertaisesti) augmentoituun matriisiin (A 7) sellaiset alkeisoperaatiot, etti A muun-
tuu identiteettimatriisiksi / (mikili mahdollista; osoittautuu, ettd jos A ei ole sddnnéllinen, ei A:ta voi
muuntaa identiteettimatriisiksi alkeisoperaatioin).

Kiinteismatriisin etsiminen voidaan toteuttaa alkeisoperaatioin, (A I) ~ ...~ (I A~'). Jos alkeis-
operaatiot eivdt muuta A:ta identiteettimatriisiksi, voidaan timi todeta siten, etti A:han tulee jossakin
vaiheessa nollarivi. Timi merkitsee siti, ettd A ei ole sdinnollinen.

11
Jordanin eliminointimenetelmié soveltaen seuraavasti: Otetaan ensiksi kdyttoon (useampikertaises-
2110
1101

Esimerkki 52. Matriisin A = (2 ! ) kidnteismatriisin 10ytdminen alkeismuunnoksilla tapahtuu Gaussin-

ti) augmentoitu matriisi (A I) = ( ) , johon sovelletaan alkeismuunnoksia: Ensiksi kerrotaan

ot D=
(e S0

. Seuraavaksi lisidtddn ensim-

ensimmadinen rivi vakiolla %, minki tuloksena saadaan ( | |

11
2
1

. . C o 1
mdinen rivi toiseen kerrottuna luvulla —1, jolloin tuloksena on ( 0 |
2

) . kertomalla tdmén

BII—0|

) , misti toinen rivi —%:lla kerrottuna ensimmaiiseen

11
matriisin toinen rivi 2:1la saadaan 2 2
(O 1-12

10 1-1

lisdttynd antaa (0 1-1 2

). Talloin siis alkuperdinen matriisi on muunnettu alkeismuunnoksil-

la identiteettimatriisiksi, ja sen kdénteismatriisi (_1 2) voidaan lukea augmentoidun matriisin

oikeanpuoleisesta lohkosta.

Huomautus 12. Jos nelidmatriisin A kiinteismatriisi A~! on helposti saatavilla, voidaan sen avul-
la ratkaista yhtdloryhmi Ax = b. Tilloin nimittidin yhtilostd Ax = b seuraa A~!Ax = A~'b, miki
kidnteismatriisin mritelmin perusteella voidaan kirjoittaa muotoon x = A~ 'b.

Esimerkki 53. Ratkaistaan yhtélopari

2x+y= 1
x +y=-1

kddnteismatriisia kdyttden. Matriisitulon médritelmén perusteella kyseinen yhtdlopari voidaan kir-

joittaa muodossa
21 x\ 1
11 y) \—-1)°
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Kertomalla yhtélo (vasemmalta) matriisilla (i B ;) (joka on siis ylld esiintyvin matriisin kidn-
1 -1 21 x\ 1 -1 1
-1 2 11 y) \-1 2 -1)’
h
x\ 2
y) \-3)

On huomattava, ettd kddnteismatriisin etsimiseen perustuvassa yhtdloryhmin ratkaisumenetelmais-
sd on huomattavan paljon rajoitteita verrattuna yleiseen Gaussin-Jordanin menetelméédn. On nimit-
tdin oletettava ettd muuttujia on yhtd monta kuin tuntematonta ja ettd yhtdaloryhmén kerroinmatrii-
sin kddnteismatriisi on ylipddnsd olemassa. Lisdksi on huomattava, ettd kidnteismatriisin etsiminen
on jopa tydladmpéa kuin yhtidloryhmin ratkaiseminen Gaussin-Jordanin menetelmélld (mitidén huo-
mattavan paljon helpompaa tapaa kuin yll4 esitetty ei tunneta). Témén vuoksi voidaan perustellusti
kysyéd mitd mieltd ylipddnsa koko kddnteismatriisin késitteessd on.

Tahéan kysymykseen on monenlaisia vastauksia, joista useat liittyvit matriisialgebraan ja ovat ta-
min kurssin ulottumattomissa, mutta tissd yhteydessd voidaan ndhdi yksi relevantti vastaus: Mikali
kidinteismatriisi A~! on etsitty, voidaan yhtilsryhmin Ax = b ratkaisu x = A~'b saada helposti esiin
milld hyviansi vektorin b arvolla. Sen sijaan Gaussin-Jordanin menetelmin kiytto niyttdd johtavan
siihen, ettd mikéli b vaihdetaan, tulee yhtidloryhmi Ax = b ratkaista uudelleen samaista menetelmaé
kayttden.

teismatriisi) saadaan

miki sievenee muotoon

1.4.4 Determinantti

Determinantin késite on erittdin kdyttokelpoinen lineaarialgebrassa, ja siksi on ymmaérrettivai, et-
td lahtokohtia determinantin miérittelemiseksi on useita. Tdmdn kurssin puitteissa ei kuitenkaan
voida esitelld determinantin miéritelmad tai kytkent6jd muihin kisitteisiin yksityiskohtaisesti. Sik-
si tyydytdin ldhinni esittelemédn menetelmi, jolla determinantti lasketaan ja kdymaéin ldpi joitakin
determinantin ominaisuuksia ilman todistuksia.

Esimerkki 54. Olkoon f : R? — R? lineaarikuvaus, jonka matriisi on A s = (Z Z) Selvitetizin mil-
loin f on injektio.

Injektiivisyys merkitsee sitd, ettd x| # Xo = f(X1) # f(X2). Matriisimuotoa kiyttden saadaan
ekvivalenssi f(x1) = f(X2) & AyX| =AfXy & Ap(X; —X2) = 0, mikd merkitsee siis siti, ettd f on
injektio tarkalleen silloin kun ehdosta A ;x = 0 seuraa x = 0. Toisin sanoen, lineaarikuvaus f ei ole
injektio, jos on olemassa sellainen x # 0, ettd A ;x = 0. Viimeisin ehto taas merkitsee sitd, ettd A p:114

ei voi olla kddnteismatriisia, silld sellaisen olemassaolosta seuraisi X = Azl0=0.

cd —c 01
ad —bc #0.
Oletetaan sitten, ettd ad — bc = 0. Jos ¢ = d = 0, nahdéén, ettd A ¢ (b, —a)T =0 (osmybsa=b=
0, mik tahansa vektori x # 0 toteuttaa A yx = 0), kun taas tapauksessa c # 0 tai d # 0 ndhdiin, ettd
Ag(d,—c)T = 0. Timd merkitsee sitd, etté jos ad — bc = 0, ei f voi olla injektio. Kokoamalla kaikki
mainitut seikat yhteen nihdéin, ettd f on injektio tarkalleen silloin kun ad — bc # 0.

Koska (a b) ( d z) = (ad — bc) (1 O), nihdédn, ettd kdidnteismatriisi on olemassa jos

Esimerkki 55. Olkoon f kuten edellisessi esimerkissd. Helposti nihdién, ettd f(1,0) = (a,c) ja
f(0,1) = (b,d) Lasketaan sellaisen suunnikkaan pinta-ala, jonka sivuina ovat vektorit (a, c) ja (b,d).
Vastaus: |ad — bc|. Tdlldin voidaan ajatella, ettd lineaarikuvaus f “venyttidd” alkuperiistd suunnikas-
ta, jonka sivuina ovat (1,0) ja (0,1) (ja pinta-ala 1) suunnikkaaksi, jonka pinta-ala on |ad — bc|.

ab

cd

Mairitelmé 25. 2 x 2-matriisin A = (? z> determinantti on det(A) = ‘

‘:ad—bc.
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Lause 12. Jos A ja B ovat 2 X 2-matriiseja, on det(AB) = det(A) det(B).
Todistus. Suoralla laskulla.

Lineaarikuvauksen f : R3 — R3 matriisi A 7 on 3 x 3-matriisi ja determinantin késitettd yleistet-
tdessd 3 x 3-matriiseille otetaankin ldhtokohdaksi 2 x 2-tapauksen ominaisuudet. Osoittautuu, ettid
determinantti on mahdollista méaritella kaikille kokonaisluvuille n samoilla ominaisuuksilla:

Kutakin n x n-matriisia A kohti det(A) on matriisin A alkioista maérédytyvé luku, jolle seuraavat
ehdot patevit:

e det(A) # 0 tarkalleen silloin kun A~! on olemassa.

o |det(A)| esittdd sen sdrmion “tilavuutta”, joksi A:n médrdami lineaarikuvaus “venyttdd”
kantavektoreiden ey, ..., e, madrittimén “kuution”.

e det(AB) = det(A) det(B).

Tiasséd kurssissa ei kuitenkaan maddritelld 3 x 3-determinantteja (tai sitd suurempia), ainoastaan
selostetaan, miten ne lasketaan.

Esimerkki 56. 3-rivinen determinantti voidaan laskea seuraavasti:

abc
defl=a Zf‘—b‘df +c‘dz .
ghi ! g1 g

Kyseinen laskutapa on 3 x 3-determinantin kehitelmd ensimmdiisen rivin mukaan laskemiselle toimii
seuraavasti: Muodostetaan summalauseke, jossa kukin ensimméiisen sarakkeen alkio on kertojana,
kertojan merkki kuitenkin varustettuna “vuorottelusddnnolld”: a:lle merkki +1, b:lle merkki —1,
c:lle merkki +1, jne. Kerrottavat puolestaan saadaan alkuperdisestd matriisista poistamalla sekd rivi
ef

ettd sarake: alkion a kerroindeterminantti ni

saadaan poistamalla alkuperdisestd matriisista rivi ja

sarake, jolla a on, samoin b:n kerroindeterminantissa on poistettu ldhtokohtaisesta matriisista

sen rivi ja sarake, jolla b on, ja sama pitee alkion ¢ kerroindeterminanttille.

Samalla tavalla voidaan 4-rivisen determinantin laskeminen esittda kehitelmdnd ensimmdisen ri-
vin suhteen:

abcd

fgh egh efh efg
ffi? —aljki|=bliki|+c|lijl|—d|lijk
mnop nop mop mnp mno

Samaa periaatetta kdyttden voidaan palauttaa minkd hyvénsd n x n-determinantin laskeminen vi-
hempirivisiin determinantteihin. On syytd huomauttaa, ettd kehitelmii ei tarvitse vélttimaétta tehda
ensimmdisen rivin suhteen, vaan kehitelmé minki hyvénsi rivin tai sarakkeen suhteen tuottaa saman
tuloksen.

Voidaan todistaa, ettd neliomatriisin A determinantti ei muutu, mikéli

1. matriisin A rivi lisdtddn toiseen vakiolla kerrottuna tai
2. matriisi A transponoidaan.

Sen sijaan,

1. jos matriisin A kahden rivin jérjestys vaihdetaan, muuttuu determinantin merkki,
2. Mille tahansa vakiolle ¢ pétee

a a2 ... din ayp a2 ... Ain
cail cap ... CAjp | =C| aj1 aAp ... Aip

apl ap2 ... dpp apl Ay ... dApp
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3. jos matriisissa on nollarivi, on sen determinantti nolla.
4. jos matriisissa on kaksi samaa rivid, on sen determinantti nolla.
5. Summahajotelma:

aill ain Aln ail a2 ... iy ail ap ... dAip
bii+cit bp+cip ... bintcin|=| bt bia ... bin|+| cit Ci2 - Cin |-
anl ann Apn apl Ay ... App anl Ay ... App

Yl1la olevat sdannot pitevat myos sarakkeiden suhteen, koska matriisi voidaan transponoida
sen determinantin muuttumatta.

Huomautus 13. Aiemmin on kisitelty determinantin laskemista ensimmaéisen rivin mukaisen kehi-
telmin avulla. Yllamainitun perusteella on kuitenkin ilmeisti, ettd determinantti voitaisiin laskea
minkd hyvénsi rivin tai sarakkeen kehitelmédn mukaisesti.

Kiytinnossd determinantin méadrittiminen rivikehitelmien mukaan ei kuitenkaan ole laskennalli-
sesti tehokasta, ellei samalla noudateta Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmii nollien maksimoi-
miseksi riveilld.

1 20 1 00 61
Esimerkki 57. |3 01|=-3 61 =’_101‘=6-1—1-(—10)=16-
4 -21 4 —-101
Esimerkki 58.
laa® 1 0 0
1bb2 — lbfabz—ba _ biab(l))ia) :(b_a)(c_a) lb_‘:(b—a)(c—a)(c—b).
1cc? lc—act—ca c—aclc—a) he

Matlabissa matriisin A determinantti, kdénteismatriisi, ja aste voidaan laskea komennoilla
det (&), inv (A) jarank (4).

1.5 Matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit

Olkoot A ja B n x n-neliomatriiseja. Matriisitulo AB on yleensd varsin ty0lds laskea, silld alkiota

(AB);; varten pitdd laskea summa
n

Y AuByj,

k=1
jonka kutakin summattavaa varten pitii vield laskea kertolasku. Koska tulomatriisissa AB on n? al-
kiota, niyttid edellimainittu merkitsevin, etti matriisia AB varten pitdd laskea n° kertolaskua ja
n?(n— 1) yhteenlaskua, siis O(n?) laskutoimitusta. Matriisitulon laskemista varten on kehitetty pa-
rempiakin menetelmid ja esimerkiksi ensimmdiinen epétriviaali menetelméd, ns. Strassenin matrii-
sikertolasku voidaan suorittaa kayttamalla 0(n2'8074'“) laskutoimitusta. Parhaat nykyisin tunnetut
menetelmiit kiyttivit O(n>37) laskutoimitusta.

Koska n x n-matriisissa on n? alkiota, ei matriisikertolaskua A x B yleisesti voida suorittaa vi-

hemmiilld mairilld kuin 72 laskutoimitusta. Poikkeuksena ovat kuitenkin matriisit, joiden rakenne
on yksinkertainen

Esimerkki 59. Kahden n x n-diagonaalimatriisin tulo

a10...0 b10...0 a1b1 0o ... 0
Oaz... 0 Obz... 0 0 azbz... 0

00..4a, 00..b, 0 0 ...auby
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voidaan laskea n:114 kertolaskulla.

Esimerkki 60. Lineaarisessa diskreettiaikaisessa systeemissd tilaa ajanhetkelld i kuvataan pystyvek-
torilla x; € R” ja systeemin dynamiikkaa esittdd matriisi A, mikd merkitsee sitd ettd x;| = AX;.
Talloin x; = A'Xg, mutta A' voi olla ty6lds madrittad.

Edellisen esimerkin vektori x; = A’X olisi helppo méiritti, mikili A olisi diagonaalimatriisi tai
mikili X voitaisiin esittdd sellaisten vektoreiden lineaarikombinaationa, jotka eivdt muutu oleelli-
sesti kerrottaessa matriisilla A vasemmalta.

Maéritelma 26. Olkoon A n X n-matriisi. Luku A € C on matriisin A ominaisarvo, jos on
olemassa sellainen x £ 0, ettd
Ax = AX.

Téll6in jokaista ylldolevan yhtélon toteuttavaa vektoria x sanotaan ominaisarvoon A liittyviksi
ominaisvektoriksi.

Huomautus 14. Nollavektorille pitee joka tapauksessa A0 = 0 = A0, olipa A mikd hyvinsi luku.
Edellisessd madritelmésséd vaaditaan kuitenkin, ettd on olemassa jokin nollasta poikkeava vektori x,
jolle Ax = Ax toteutuu.

Ominaisvektorit ovat siis sellaisia vektoreita x, joille matriisin A médrittdma lineaarikuvaus x —>
Ax on skalaarikertolasku x — Ax, mikéd on kisitteellisesti ja laskennallisesti yksinkertaisempi asia
kuin matriisikertolasku. Yhtilostd Ax = Ax seuraa helposti induktiolla A’x = A'x

Huomautus 15. Jos vektori X voidaan esittdd matriisin A ominaisvektoreiden lineaarikombinaationa
X0 =C1X] +...+CnXy,
on A'xg esitettivissd muodossa
AiX() = ClAiXI +...+ C,ZAan = cl/'Lixl +... —|—Cn},iX,,

Ominaisarvojen mérittimiseksi kirjoitetaan yhtdlé Ax = Ax muotoon Ax = AIX ja timi edelleen
muotoon (A — A)x = 0. Miéritelmédn mukaan A voi olla ominaisarvo vain jos tilld yhtilslld on
nollavektorista poikkeava ratkaisu. Titen vilttdmittd matriisin A — AI on oltava singulaarinen (ei
kidntyvd). Lisdksi on mahdollista ndyttdd toteen, ettd aina kun A on singulaarinen, on olemassa
sellainen vektori x # 0, ettd Ax = 0. Niin saadaan seuraava lause:

Lause 13. Matriisin A ominaisarvot A ovat tarkalleen kaikki yhtdilon
det(A—AI)=0

ratkaisut.

Kun jokin ominaisarvo A tunnetaan, voidaan siihen liittyvit ominaisvektorit méirittid Gaussin-
Jordanin menetelmilld yhtilostd (A — AT)x = 0. Jokaiseen ominaisarvoon liittyy aina déretdn méairi
ominaisvektoreita, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 14. Olkoon A n X n-matriisi. Matriisin A ominaisarvoon A liittyviit ominaisvektorit
muodostavat R":n aliavaruuden.

Todistus. On osoitettava, ettd jos X ja X, ovat ominaisarvoon A liittyvid ominaisvektoreita, niin
myo6s aiX) + a>Xp on sellainen. Matriisikertolaskun ominaisuuksien perusteella timé on suoravii-
vaista:

A(a1X1 +a2x2) = a1AX| + @AXy = aAX| +arAxy; = l(alxl —|—a2X2).
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—13 30

Esimerkki 61. Miéritetddn matriisin A = ( ~9 20

) ominaisarvot ja -vektorit. Ominaisarvoyhtd-

16ssd esiintyvi matriisi A — AI saa muodon
—13 30 _a 10y [—-13—4 30
-9 20 01, -9 20-A)°

joten ominaisarvoyhtdld on
13- 30
det( -9 201)‘0’

(—13—=A)(20—1)—=30(-=9) =02 A2 74 +10=0& A € {2,5}.

miké voidaan kirjoittaa muotoon

Maidritetddn ominaisarvoon 2 liittyvét ominaisvektorit. Tamé merkitsee yhtdloryhmén

(530)()=2() = ("57%) G) - ()

ratkaisujen etsimistd. Gaussin-Jordanin menetelmi muuntaa timén muotoon

1-2 x\ (O

0 0/\y/) \o)’
jonka ratkaisut ovat (x,y) = (2y,y) = y(2,1). Téten siis matriisin A ominaisarvoon 2 liittyvit omi-
naisvektorit ovat muotoa y(2,1), missd y on vakio. Jos tahdotaan pidittdytyd reaalisissa ominais-

vektoreissa, voidaan rajoittaa y € R, mutta yleisesti voidaan myos kompleksiset arvot hyvéksya.
Tarkastuksen vuoksi voidaan laskea (valitaan esim y = 1)

(W) (0)-=()

Ominaisarvoon 5 liittyvét ominaisvektorit médritetdéin samalla tavalla. T4lloin kyse on yhtdloryhmén

() (3)=s()

ratkaisuista, jotka ovat muotoa (x,y) = (%y,y) = %y(S, 3) ja taas laskemalla voidaan tarkastaa (vali-

taan esim y = 3), ettd
—13 30 5\ 5 5
-9 20 3) 3)°

Esimerkki 62. Olkoon matriisi A kuten edellisesséd esimerkissd. Selvitetdédn yleinen lauseke vektoril-
le A'(9,5)7. Edellisessd esimerkissi nihtiin, ettd matriisin (2,1) ja (5,3) ovat matriisin A ominais-
vektoreita. On helppo huomata, ettd nimé ovat lineaarisesti riippumattomat, joten ne muodostavat
avaruuden R? kannan. Niin ollen vektori (9,5) voidaan esittid vektoreiden (2,1) ja (5,3) lineaari-
kombinaationa:

(975) = (27 1) +62(5a3)a

joka voidaan kirjoittaa yhtidloparina
2c1 + 5¢; =9
ci +3c;=5

Tédmin ratkaisut saadaan esim. Gaussin-Jordanin menetelmilld: ¢; = 2, ¢, = 1. T4ll6in siis (9,5) =
2(2,1)+ (5,3) ja koska molemmat komponenttivektorit ovat matriisin A ominaisvektoreita, saadaan

(3 C ) (N2 () (5) 2 (1) () - (35)

Edelld kuvattu menetelmai soveltuu kaikille n x n-matriiseille, joiden ominaisvektoreiden avulla voi-
daan muodostaa avaruuden R” (tai avaruuden C") kanta. Osoittautuu, ettd jos matriisin kaikki omi-
naisarvot ovat erisuuret. Toisaalta osoittautuu, ettd timé ei ole vilttimaton ehto: Matriisilla saattaa
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olla vain yksi ominaisarvo, mutta siitd huolimatta sen ominaisvektorit muodostavat R":n tai C":n
kannan.

Esimerkki 63. Identiteettimatriisin / ainoa ominaisarvo on 1, silld kaikille vektoreille Ix = 1 - x. Toi-
saalta timin mukaisesti kaikki vektorit ovat identiteettimatriisin ominaisvektoreita, joten niisti voi-
daan varmastikin valita vektoriavaruuden kanta.

Matriisin potenssien laskeminen palautuu toisinaan yksinkertaisempaan tehtdavién, mikali matrii-
sille voidaan 16ytad yksinkertaisempi, similaari versio.

Miiritelmé 27. Neliomatriisit A ja B ovat similaarit, mikili on olemassa sellainen kaintyva
matriisi P, etti A = P~ !BP.

JosA =P !BP,on . .
A'=p7'BP-P7'BP-....P"'BP=P 'B'P

ja jos B on matriisi, jolle B’ on helppo laskea, esimerkiksi diagonaalimatriisi, voidaan A’ laskea
ylldolevan kaavan mukaisesti.

Kun pyritdin etsiméddn mahdollisimman yksinkertainen similaari matriisi annetulle matriisille A,
nousee esille kysymys siitd, miten matriisi P médritetdan. Seuraava havainto on tarpeellinen yksin-
kertaisen esityksen etsimiselle.

Huomautus 16. Oletetaan, ettd n X n-matriisilla A on olemassa n ominaisarvoa A, ..., A,, joihin liit-
tyy ominaisvektorit Xy, .. ., X,. Muodostetaan matriisi P kiyttamilld ominaisvektoreita x; sarakkeina:

P= (X1 .. .Xn),
jolloin AP voidaan lohkomuodossa laskea seuraavasti:
AP = (Ax; ... Axy) = (X1 ... A4uXy)

ja suoraan laskemalla on helppo todeta, ettd

AMO0...0
0A...O0
(Mxy... X)) =(x1...%,) | . . . . | =PD,
0 0 ...4
S
D

ja kaikki edelld esitetty yhteen kokoamalla saadaan yhtélo AP = PD. Jos P on kidédntyvé matriisi,
saadaan esitys D = P~!AP.

—13 30

—9 20 kuten esimerkissd 61 todettiin, on matriisilla A ominaisar-

Esimerkki 64. Olkoon A = (

voon 2 liittyvd ominaisvektori (

) ) sekd ominaisarvoon 5 liittyvd ominaisvektori (

; ) . Niin ollen

A(13)=0G)4G)=C0) () - (5 (E5)

o (25 .. 3 -5 e . . oo
Matriisin 13 kddnteismatriisin { ~ 1 2 madrittdiminen onnistuu esimerkiksi aiemmassa py-

kildssd kuvatulla Gaussin-Jordanin menetelméin perustuvalla prosessilla. Téten

()66

ja siksi
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Ao (25 (20 “ras\' /25\ (/20 3 =5\ _ (3.2it1-5.31 —5.20F1 4103
“\13/)\03 13) “\13)\03)\-12 )\ 3.20-3F _5.2142.3F!



Luku 2
Vektoriavaruuksien geometriaa

Aiemmissa pykdlissd vektoriavaruuksia R" ldhinni algebralliselta kannalta: Vektoreilla on midritel-
ty yhteenlasku ja skalaarimonikerta, jotka muodostavat monien sovellusten kannalta kiyttokelpoi-
sen algebrallisen rakenteen. Tuolloin ei kuitenkaan kisitelty vektoriavaruuksien geometriaa, jonka
perustavana késitteend toimii vektoreiden etdisyys. Vektoreiden etéisyys voidaan kuitenkin méiritel-
14 useilla eri tavoilla riippuen kayttotarkoituksesta. Tédsséd luvussa kisitellddn padasiassa pistetulon
kautta madriteltavad Euklidista etdisyytta.

2.1 Pistetulo, normi

Mairitelmé 28. Vektoreiden x = (x1,...,x,) jay = (y1,...,yn) € R" pistetulo méiritelldin
Xy = X1y] + ...+ X,y Pistetulosta kiytetiéin my6s nimitysti sisdrulo ja merkint6ji (x,y),
(x,y) ja (x| y).

Lause 15. Pistetulo toteuttaa ominaisuudet

1. x-x > 0jax-x = 0 tarkalleen silloin kun x = 0 (epdnegativisuus ja epddegeneratiivisuus).
2. Xy =Y - X (vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus).
3. (ax+by) -z = ax-z+ by - z (lineaarisuus).

Todistus. Harjoitustehtdvi.

Lause 16. Pistetulo toteuttaa Cauchyn-Schwarzin epdyhtilon

(x-y)* < (x-x)(y-y) = [Ix|P[lylI*
Todistus. Harjoitustehtidva.

Miiritelmé 29. Vektorin x = (x1,...,%,) € R" normi méritelldin

I[x]| = vx-x=/x3+...+x2.

Vektorin normista kdytetdin myos merkintéid |x|.

33
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Lause 17. Normi toteuttaa seuraavat ominaisuudet:

1. ||x|| > 0 ja ||x|| = O tarkalleen silloin kun x = 0 (positiivisuus ja epiidegeneratiivisuus)
2. ||ax|| = |a| ||x|| (skalaarin siirto)
3. lIx-+311 < ||+ ]| (kolmioepayhiaio)

Todistus. Todistetaan kolmas viittima ja jatetddn muut harjoitustehtidviaksi.

x4y = (x+y) (x+y) =X X+X-y+y-X+y-y
<X-X+2VX- XYy +y-y
=[x +2/x|| - Iyl + Iy [I* = (][ +[ly])?,

mistd viite seuraa suoraan. Toisen ja kolmannen rivin vélinen epdyhtidld on saatu soveltamalla
Cauchyn-Schwarzin epayhtalod.

Pythagoraan lauseen perusteella R3:ssa | [x|| merkitsee pisteen x etiisyytti origosta, siis vektorin x
visuaalisen esityksen pituutta. Normia x kutsutaankin toisinaan myos vektorin X pituudeksi. Talloin
pisteiden x ja y vilinen etdisyys on ||x — y||. Korkeampiulotteisille avaruuksille R” pisteen x eti-
syys origosta midiciritelléicin vektorin normiksi ||x|| ja pisteiden x ja y vilinen etdisyys madiciritelldicin
lausekkeen ||x — y|| avulla.

Normilla on siis samankaltainen merkitys vektoreille kuin itseisarvolla reaaliluvuille: normi ||x]||
merkitsee vektorin x etdisyyttd nollavektorista 0 kun taas itseisarvo |x| merkitsee reaaliluvun x eti-
syyttd nollasta. Merkintitapojen ||x|| ja |x| ero onkin vain sopimuskysymys: Ensimméisti on sovittu
kiytettdvin vektoreista, jailkimmadistd vain reaali- tai kompleksiluvuista.

Mairitelmé 30. Vektoreiden x ja y € R” vilinen kulma tarkoittaa kulmaa 6 € [0,7], joka
muodostuu origosta (pisteestid 0) pisteeseen X ja origosta pisteeseen y kulkevien janojen vilille.
Huomaa, ettd kolme pistettd x, y ja 0 kuuluvat aina samalle tasolle, joten vektoreiden vilinen
kulma on aina tason ominaisuus.

Lause 18. Jos 0 on vektoreiden X ja y vdlinen kulma, niin

x-y =|[x]|-[lyl/cos 6.

Todistus. Tason kolmioita koskevasta kosinilauseesta saadaan
2 2 2
[xI[=+[|yl[” —2{[x][|[y]| cos & = |[x —y][|*.
Yhtélon oikea puoli voidaan edelleen kirjoittaa muotoon

Ix—y|[* = (x—y) (Xx—y) =X-X—X'y—y-X+y-y
=x-x-2x-y+y-y=|x|>+|}yl[>—2x-y

Niistd saadaan yhtdlo
%[+ {1311 =21 |x][[[y]| cos & = [|x]|* + |y||* —2x -y,

misti viite seuraa suoraan.
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Huomautus 17. Edellisen lauseen perusteella kahden vektorin x, y (kuampikaan ei nollavektori)
vilinen kulma 6 saadaan esityksesti
cosf=——~ 3 _
[Ix[[[ly1]

Cauchyn-Schwarzin epéyhtilon mukaan joka tapauksessa on |x-y| < |[|x||||y]|, joten cos6 €
[—1, 1] niin kuin pitégkin.

Esimerkki 65. Olkoon x = (1,0,2,—1) jay = (0,1,1,—1) € R* Tilloin ||x||> = 1> +0? +2° +
(—1)*=6ja|lyl? =0+ 12+ 12+ (-1)> =3, sekix-y =1-04+0-1+2-1+(—1)- (1) =3.
Talloin siis vektoreiden x ja y vilisen kulman 6 kosini on

3 1
cosf=——=—

Vev3 V2

s _ T
josta 6 = 7.

Mairitelmé 31. Vektorit x ja y ovat ortogonaalit eli kohtisuorat jos x-y = 0.

Edellisen méiritelmidn mukaan nollavektori on kohtisuorassa kaikkia muita vektoreita kohtaan:
0-x = 0 aina. Jos taas kumpikaan vektoreista x, y ei ole nollavektori, voi x-y = ||x]|||y||cos 6
tulla nollaksi vain, jos vektoreiden vilinen kulma 6 toteuttaa cos @ = 0, mikd rajoituksella 6 €
[0, 7] tapahtuu vain jos 6 = 7 = 90°. Geometrisesti vektoreiden X ja y (kumpikaan ei nollavektori)
ortogonaalisuus tarkoittaa siis sitd, ettd ndiden vilinen kulma on suora.

Mairitelmé 32. Olkoot x ja y # 0 avaruuden R” vektoreita. Tdlloin vektorin x projektio vek-
torilla y tarkoittaa sitd origon ja pisteen y kautta kulkevan suoran L(y) pistettd x/, jolle x — x’
on kohtisuorassa vektoria y vastaan.

Selvitetdin seuraavaksi, miten vektorin x projektio X’ vektorille y lasketaan. Tité varten voidaan
aluksi todeta, ettd koska x’ on suoran L(y) piste, on méritelmén mukaan x’ = cy jollekin luvulle c.
Koska lisiiksi vaaditaan, etti x — x’ on kohtisuorassa y:ti vastaan, on

0=(x-x)y=xy—cyy=xy—cyl*

Y14 olevasta yhtélostd voidaan ratkaista ¢ = ﬁ, joten siis vektorin x projektio x' vektorilla y
voidaan kirjoittaa muotoon
X = Xy y
IylP?

2.2 Sovellus: Korrelaatiokerroin

Kun luonnontieteellistd teoriaa muodostetaan havaintoihin perustuen, on yleensi jostakin ilmiosti
keritty havaintoaineistoa mittaamalla ilmioon liittyvia eri suureita. Mittaustulosten avulla voidaan
pyrkid paittelemidn, riippuvatko eri suureet toisistaan jollakin tavalla. Riippuvuussuhteen esiintuo-
minen on yleensd helppoa, mutta sen selvittdiminen, johtuuko jokin asia toisesta, on useimmiten
varsin hankalaa. Yleensd riippuvuussuhde niyttiytyy siten, ettd toisen suureen ollessa suuri on kes-
kim&érin myds toinen suuri (tai kddnteisen korrelaation tapauksessa pieni), mutta sen selvittiminen,
onko molempien suureiden arvoille jokin ulkopuolinen selitys, ei ole mahdollista vain mitattuja suu-
reita vertaamalla.
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Esimerkki 66. Jos pyritdédn selvittdiméaidn, milld tavoin jossakin populaatiossa ihmisen pituus (keski-
maérin) riippuu painosta, voidaan toimia seuraavasti: valitaan populaatiosta joukko koehenkiloitd,
joiden painot xi, ..., x, ja pituudet y, ..., y, mitataan. Tdmén jélkeen voidaan pisteet (x1,y1), ...,
(xn,yn) piirtdd tasolle, ja katsoa onko kuviosta mahdollisesti 16ydettidvissi jonkinlaista johdonmu-
kaisuutta. Mitéd paremmin pisteet (x;,y;) néyttivit keskittyvén jonkin nousevan suoran ympirille,
sitd paremmin voidaan katsoa pituuden riippuvan painosta (lineaarisesti).

Suureiden y; lineaaarista riippuvuutta x;:std voidaan arvioida sen mukaan, kuinka “vahvasti” vek-
tority = (y1,...,yn) jax = (x1,...,x,) ovat lineaarisesti riippuvat, ja tihin puolestaan arvioksi voi-
daan valita vektoreiden x ja y vilinen kulma.

Jos nimittdin y = cX, ovan vektorit X ja y lineaarisesti riippuvat ja tdlldin

cosO =

Xy  X-cX cx~xc{ 1,josc>0
Iyl [Ixfflex]] fel [x[[> fe[ | =1, jos ¢ <O.

Ensimmaisessd tapauksessa sanotaan, ettd koordinaattien y; ja x; vélilla vallitsee positiivinen korre-
laatio ja jalkimmaiisessd tapauksessa negatiivinen korrelaatio. Tapauksessa, jossa 'y = cX ei pade, on
aina |cos 6] < 1 ja mahdollisimman “riippumattomia” X ja y ovat toisistaan kun cos 6 = 0.
Téminkaltainen tarkastelu ei kata tapausta y = c¢x+ b, missd b = (b,b,...,b) on vakiovektori.

Kuitenkin myos télloin riippuvuus vektoreiden vélilla on tdydellistd, ja tdlloin voidaan menetelld
seuraavasti: Sen sijaan, ettd laskettaisiin vektoreiden x ja y vélisen kulman kosini, laskentaankin
timé kosini vektoreille X’ ja y’, missi x’ saadaan vektorista x vihentimélld jokaisesta koordinaatista
x; koordinaattien keskiarvo Liy:

X' = (X1 = Hxo o0 — H)
ja samoin vektorille y:

y/ = (yl _HY7"'7yn_uy)7

missi ty = % Yiixijaly = % Y? | yi. Tamin korjauksen jilkeen seki vektorin x’ ja y’ koordinaattien
summa on nolla ja suorilla laskuilla voidaa todeta etti

My = clx+b
ja
Vi=yi—clx—b=cxi+b—clx—b=c(x; — lix) = cx},
jolloin siis y’ = ¢x’.
Madritelmé 33. Vektoreiden x = (x1,...,x,) jay = (y1,...,yn) vilinen Pearsonin korrelaatioker-
roin (tunnetaan myos nimelld tulomomenttikerroin) on vektoreiden x’ ja y’ viilisen kulman kosini,

missd X’ ja'y’ on saatu vektoreista x ja y vihentdmilld jokaisesta koordinaatista koordinaattien kes-
kiarvo.

Esimerkki 67. Taulukossa on eriélle kurssille osallistuneen 36 opiskelijan demoprosentit ja heididn
tentissd saamansa pisteet.

i 1 2345678 91011121314151617 18
Demo% 40 80 33 81 36 29 38 26 42 26 51 46 48 51 26 39 82 33
Pisteet 2529 1630211410 8 231011131426 5 6 2521

i 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
Demo% 80 26 43 87 35 56 87 87 71 33 51 60 36 30 33 71 43 32
Pisteet 29 9 9 301627272926 8 2022 3 4 15282115

Lasketaan demoprosentin ja tenttipisteiden vilinen korrelaatiokerroin. Tétéd varten maéritelldan x; =
opiskelijan i demoprosentti ja y; = opiskelijan i tenttipisteet. T4lloin siis X ja y ovat 36-ulotteisen
avaruuden R3¢ vektoreita, joiden koordinaatteja korrelaatiokertoimen laskemiseksi aluksi siirretizn:

vektorin x koordinaattien keskiarvo on u, = 3]—6 (404+80+33+...+32) = % ja vastaavasti {1, =

36 (25+294+16+...+15) = 52,
Uudet vektorit ovat siis X" = (40 — tt,, 80 — 1y, 33 — Uy, ..., 32— 1) jay' = (25— 1,29 — p,, 16 —
Wy,...,15—py), ja ndiden sisitulo voidaan laskea suoraviivaisesti:
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Xy = (40— p) (25— py) + (80 — ) (29 — pay) +- o+ (32 — ) (15— y)
= 4880,333....

Samoin voidaan laskea
[x||> = X' X' = 14673,55556. .
ja
lY|[> =y y =2566,75...
ja lopuksi korrelaatiokerroin saadaan lausekkeesta

x -y

T 0,795....
|Ix'[[[1y"]|

Korrelaatiota 0,795 pidetdéin yleensd hyvin voimakkaana. Yleensd itseisarvoltaan 0,5 ylittdvi kor-
relaatiokerroin tulkitaan voimakkaaksi, mutta on huomattava etti korrelaation kutsuminen voimak-
kaaksi on tulkinnanvaraista: Jos aineisto on saatu mittaamalla fysikaalisia suureita tarkoilla instru-
menteilla, voi korrelaatiokertoimen edellyttda ylittdvan 0,9 ennen kuin sitd kutsutaan vahvaksi, kun
taas yhteiskuntatieteellisessd tutkimuksessa saadussa aineistossa korrelaatiokerroin 0, 7 voidaan kat-
soa hyvin vahvaksi.

Huomautus 18. Havaintotapausten médrin on oltava kyllin suuri, jotta korrelaatiokertoimen tulkin-
nalla olisi merkitystd. Jos esimerkiksi aineistossa on vain kaksi tapausta, joita vastaavat (siiretyt)
vektorit X' = (x, —x) jay’ = (v, —y) € R?, on nilli aina tiydellinen korrelaatio joko 1 tai —1. Yleen-
sd halutaan, ettd havaintotapausten madréd on vihintddan kymmenen, mutta tamékin on tulkinnanva-
raista. Joissakin tilanteissa voidaan kolmeakymmenti havaintotapausta pitdd suurena miirand, kun
taas esimerkiksi lddkkeen haittavaikutuksia etsittdessid kolmeakymmenté havaintotapausta pidetddn
aivan riittdmittdomina joukkona.

Havaintojoukon koolle on olemassa tilastomatemaattisia vaatimuksia, jotka eivét kuitenkaan kuu-
Iu tdmén kurssin oppiméaradn.






Luku 3
Kolmiulotteisen avaruuden geometriaa

Tissi luvussa tutustutaan avaruuden R “kaksiulotteisiin” ja “yksiulotteisiin” osajoukkoihin, joista
yksinkertaisimmat ovat tasot ja suorat. Aluksi kuitenkin perehdytiin tyypilliseen kolmiulotteisen
avaruuden rakenteeseen, ristituloon.

3.1 Ristitulo

Kuten aiemmin huomattiin, vektoreiden pistetulo (eli sisdtulo) voidaan maédritelld miten korkea-
ulotteiselle avaruudelle R” hyvinsé. Sen sijaan tdssd kappaleessa kisiteltavi ristitulo on pelkéstidan
kolmiulotteisen avaruuden R ominaisuus.

Miiiritelmi 34. Avaruuden R3 vektoreiden x = (x1,x2,x3) jay = (y1,y2,y3) ristitulo on R3:n
vektori

X XY = (X2y3 — X3y2,X3Y1 — X1Y3,X1Y2 — X2)1)-

Kun palautetaan mieleen determinantin kisite (Insindorimatematiikka I), saadaan ristitulon méa-
ritelmalle muistisddnt6. Kaksirivinen determinanttihan méériteltiin suoraan

ab
cd

’:ad—bc,

ja todettiin, ettd kolmirivinen determinantti voidaan laskea kehitelméaa

abc
defl=a Zf‘—b‘df +c‘d2
ghi ! g1 J

kayttimalld. Y114 oleva kehitelmi on muodostettu yleistid determinantin kehittelysadntod kdyttimal-
14 ja sdinto toimii seuraavasti: Muodostetaan summalauseke, jossa kukin ensimmadisen rivin alkio
on kertojana, kertojan merkki kuitenkin varustettuna vuorottelusdannolld”: a:lle merkki +1, b:lle
merkki —1, c:lle merkki +1. Kerrottavat puolestaan saadaan alkuperdisestd matriisista poistamalla

sekd rivi ettd sarake: alkion a kerroindeterminantti saadaan poistamalla alkuperdisestd matrii-

df

; ‘ on poistettu ldhtokohtaisesta

e
hi

sista rivi ja sarake, jolla @ on, samoin b:n kerroindeterminantissa

matriisista sen rivi ja sarake, jolla b on, ja sama pitee alkion c¢ kerroindeterminanttille.
Ristitulolle voidaan esittdd “lauseke” kolmirivisen determinantin avulla: jos x = (x1,x2,x3) ja
y= (y17y27y3)’ niin
ijk
XXY=|X] X2 X3 3.1
y1Y2)y3

39
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Tissd yhteydessé “lauseke” esiintyy lainausmerkeissé, koska determinantti on méiritelty vain siind

tapauksessa, ettd kaikki alkiot ovat lukuja — ylla olevassa “lausekkeessa” kuitenkin ensimmaisen ri-

vin alkiot ovat R?:n luonnollisen kannan vektorit i, j ja k, eiké tillaista determinanttia ole médritelty.
Téstd huolimatta (3.1) voi toimia muistisdantona:

xxy=i

X2 X3 X1 X3 X1 X2
y2¥3 Y1Y3 Y1 y2
= i(x2y3 —x3y2) — j(x1y3 —x3y1) +k(x1y2 — x2y1)
= (x2y3 — X3y2,X3y1 — X1Y3,X1y2 — X2)1).

Lause 19 (Skalaarikolmitulo). Olkoot x = (x1,x2,x3), ¥ = (y1,¥2,¥3) ja z = (z1,22,23). Téllsin

X1 X2 X3
Lx-(yxz)=|y1y2y3

2132233
2.x-(yxz)=y-(zxx)=2z-(xXYy)

Todistus. Ensimmaéinen kohta saadaan piste- ja ristitulojen méiritelméastd suoraan laskemalla, toinen
kohta taas seuraa ensimmadisestd, silld determinantin merkki muuttuu kun kahden rivin paikkaa vaih-

X1 X2 X3
detaan (mieti kuinka monta kahden rivin vaihtoa tarvitaan, kun determinantti | y; y> y3 | muutetaan
21 22 33
y1Y2)y3
determinantiksi | z; z2 z3 |).
X1 X2 X3

Lause 20. Ristitulo toteuttaa seuraavat sdadnnot:

1. XxXXy=—-yXxx

2. (X+y)XZ=XXZ+YyXZ

3. (ax) xy =xx (ay) = a(x xy)

4. xxx=0

5.x-(xxy)=0jay- (xxy)=0 (ristitulo on kohtisuorassa alkuperdiisiin vektoreihin niihden).

6. |[x < y|[*+ (x-y) = [[x]|[*|y[|%

7. ||x x y|| = ||x||||y|| sin 8, missii 6 on vektoreiden X ja y vilinen kulma.

Todistus. Kohdat 1-3 seuraavat ristitulon méaritelméstd suoraan laskemalla. Kohta 4 seuraa edelli-
sestd lauseesta, silld determinantti, jossa on kaksi samaa rivid, on nolla. Samoin kohta 5 saadaan

edellisestd lauseesta sijoittamalla y = x, jolloin todetaan, ettid x X x on kohtisuorassa kaikkia vekto-
reita z vastaan, jolloin siis X x z = 0. Viittdima 6 seuraa my0s suoralla laskulla:

X X y|* 4+ (x-y)* = (x2y3 —x3v2)% + (x331 —x1y3)> + (3132 —x231)?
+ (x1y1 +X2y2 +x3y3)°
= X33 — 20X3)2)2 + X33
+ X3y7 — 2x13y1y3 + X7Y3
+ x1y3 — 2x1200)1)2 + X3)7
+ X1y + 255 + 303
+ 2x1200y1y2 +2X1X3y1y3 + 2X2X3y2Y3
= Xy + X095 +x103
+ )T +5)3 + 153
+ Xy + 233 + 303
= ( +x5+x3) (1 +y3 +33) = [[x] ]yl

Viittdmdd 7 varten muistetaan, ettd vektoreiden x ja y viliselle kulmalle 6 pitee cos 0 = %
Viittdmin 6 mukaan voidaan kirjoittaa

X.y 2
[[x < y1I* = [1xI[7[[y]* — (x-¥)* = ||X\|2||y\|2(1— (7) )
[ [[]yl|

= |Ix|[2[|y]I3(1 = cos® 8) = ||x||?||y||* sin® 6,
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misté viittiméi 7 seuraa suoraan.

3.2 Tasot

Kahden lineaarisesti riippumattoman vektorin X ja y generoima kaksiulotteinen aliavaruus
L(x,y) = {cix+cay | c1,cp eR} CR?

vastaa geometrisesti origon kautta kulkevaa tasoa, johon pisteet x ja y kuuluvat.

Miiritelmé 35. Olkoon V jokin avaruuden R” aliavaruus ja z € R” jokin vektori. Talloin
joukkoa
z+V={z+w|weV}

kutsutaan vektorin z madraamaiksi aliavaruuden sivuluokaksi.

Olkoot x, y € R? lineaarisesti riippumattomia ja merkitiin 7 = L(x,y) kuten edelld. Olkoon li-
siksi z € R?. Tilloin sivuluokka z + T merkitsee geometrisesti 7:n suuntaista tasoa, joka kulkee
pisteen z kautta. Kaikki avaruuden R tasot voidaan esittii kaksiulotteisten aliavaruuksien sivuluok-
kina z+ T'. Jatkossa tullaan 16ytimiin myos muita esitystapoja R>:n tasoille.

Myos korkeampiulotteisissa avaruuksissa R” taso midritellddn joukkona

{z+c1x+cry | e, €RY,

missd X jay € R” ovat lineaarisesti riippumattomia ja z € R" on jokin vektori. Tamén perusteella
on selvii, avaruuden R” taso ei poikkea miltiin oleellisin osin avaruuden R? tasosta: Kun x, y ja z
on kiinnitetty, tason piste madrdytyy yksikasitteisesti lukujen c; ja ¢, arvoista. Niitd lukuja voidaan-
kin pitdd vektoreiden X, y ja z miirddmin tason pisteen koordinaatteina. Télld tavoin médrdytyy
yksikisitteinen vastaavuus pisteen (c1,c) € R? ja tason pisteen z + ¢1X + coy € R” viilille.

Esimerkki 68. Jos x € R? ei ole nollavektori, on joukko {x} lineaarisesti riippumaton ja geometrisesti
yksiulotteinen aliavaruus
L(x) = {cx|c €R} CR?

merkitsee origon kautta kulkevaa suoraa. Avaruuden L = L(x) sivuluokka
z+L={z+cx|ceR} (3.2)

puolestaan vastaa L:n suuntaista suoraa, joka kulkee pisteen z kautta. Avaruuden R? kaikki suo-
rat voidaan esittdd yksiulotteisten aliavaruuksien sivuluokkina ja jatkossa tutustutaan myos muihin
suorien esitystapoihin.

Korkeampiulotteisissa avaruuksissa R” suora miéritelldidn joukkona (3.2), missd x € R” on nolla-
vektorista eroava vektori ja z € R" on jokin vektori. Kuten tasojen tapauksessa, on selvid, ettd suora
avaruudessa R” on oleellisesti samankaltainen objekti kuin suora avaruudessa R>.

Aiemmin on todettu, ettd avaruuden R? zaso vastaa kaksiulotteisen aliavaruuden T sivuluokkaa

r+T={r+w|weT},

ja kaksiulotteisen aliavaruuden 7' (jota geometrisesti vastaa origon kautta kulkeva taso) puolestaan
generoi mikd hyvinsi lineaarisesti riippumaton vektoripari {x,y}:

T ={c1x+c2y|c1,c2 € R} 3.3)

Esitysmuodolla (3.3) saadaan origon kautta kulkevat tasot. Kaikki tasot saadaan seuraavasti:
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Tason parametriesitys: Olkoot r, X ja y avaruuden R> vektoreita. Tilloin esitysti
TZ{F-FClX—i-CQy‘ChCzER}, (3.4)

kutsutaan tason T parametriesitykseksi. Lukuja c| ja ¢, kutsutaan parametreiksi. Yhta hyvin
paria (c1,c2) € R? voidaan kutsua parametriksi. Kun parametri (c1,c;) kiy lipi avaruuden R?,
kdy r+ c1x + coy léapi kaikki tason 7" pisteet. Vektoria r kutsutaan tason paikkavektoriksi ja
vektoreita X ja 'y sen suuntavektoreiksi. Jos X ja y ovat lineaarisesti riippuvat, ei (3.4) méairittele
tasoa, vaan suoran tai pelkéstiddn yhden pisteen.

Huomautus 19. Parametriesityksen (3.4) avulla voidaan midritelld taso yleisestikin avaruudessa R”,
vaikka n olisi kuinka suuri tahansa. Sen sijaan muut tdssd pykilidssé esitettdvdt muodot tasolle kos-
kevat vain kolmiulotteista avaruutta. Parametriesitys voidaan my®s tulkita funktioksi f : R? — R3,
f(c1,¢2) =r+ci1x+ cay, jolloin tason R3:ssa saadaan R%:n kuvana.

Avaruuden R? tasolle on olemassa my6s muita esitysmuotoja, joista tirkein on normaalivektorin
madrittelemd muoto: Tasoa T vastaan kohtisuorassa olevaa vektoria n kutsutaan tason normaalivek-
toriksi. Jos T on origon kautta kulkeva taso, saadaan normaalivektorin avulla tason esitysmuodoksi

T={xeR¥ x-n=0}, (3.5)

silld sisdtulo x - n on nolla tarkalleen silloin, kun x ja n ovat kohtisuorat.
Yleisempi muoto, jossa T ei vilttimiitti kulje origon vaan pisteen xo € R> kautta, voidaan kir-
joittaa seuraavaan muotoon:

Tason normaalimuoto: Esitystd
T={x+x|xcRx-n=0}={xcR| (x—x%p)-n=0} (3.6)
kutsutaan tason normaalimuodoksi. Xo on tason paikkavektori ja n normaalivektori.

Jos merkitién x = (x,y,z), n = (a,b,c) jaxo = (x0,Y0,20), voidaan yhtilo (x —xo) -n = 0 kirjoitaa
sisdtulon méiritelman mukaan muotoon

(x—x0)a+ (y—y0)b+(z—z0)c = 0,

mikd merkintdd d = axo + by + czp = n- X¢ kiyttden saadaan seuraava esitysmuoto:

Tason koordinaattimuoto: Muotoa
T ={(x,y,x) | ax+by+cz=d}, 3.7

kutsutaan tason koordinaattimuodoksi (toisinaan myos normaalimuodoksi).
Avaruuden R? tasoille on olemassa vieli yksi luonteva esitystapa:

Kolme pistetti: Olkoot x|, X, ja X3 avaruuden R> pisteiti, jotka eiviit ole samalla suoralla.
Tilloin ne méadrittdvin avaruuden R tason. Pisteet X;, Xo ja x3 ovat samalla suoralla tarkal-
leen silloin kun X, — X; ja X3 — X; ovat lineaarisesti riippuvat, mika voidaan selvittidd esimer-
kiksi Gaussin-Jordanin menetelmaélld. Jos pisteet ovat samalla suoralla, sanotaan ettd ne ovat
kollineaariset, muutoin epdkollineaariset.

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkien kautta miten eri esitysmuodoista pddstidén toiseen.

Esimerkki 69 (parametrimuodosta normaalimuotoon). Olkoon r = (1,0,3) tason paikkavektori ja
x=(—1,2,2) jay = (—3,2,1) sen suuntavektorit. Tarkastetaan aluksi, etti x ja y ovat lineaarisesti
riippumattomat. Jos
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6(717272)+d(7372a 1) = (07070)7

saadaan yhtdloryhma

—c—-3d =0
2¢+2d =0
2¢ +d =0,

jonka ainoa ratkaisu on ¢ = d = 0, kuten helposti todetaan (esimerkiksi Gaussin-Jordanin menetel-
milld). Titen
{(1,0,3) +¢(=1,2,2) +d(=3,2,1) | c,d € R}

todella esittdd tasoa kolmiulotteisessa avaruudessa. Normaalimuoto tille tasolle saadaan etsimilla
jokin vektori, joka on kohtisuorassa kumpaakin paikkavektoria vastaan, esimerkiksi n = x X y kelpaa.

ijk B B
xxy=|-122|=i ;ﬂ—j‘_;ﬂ—kk’_;;‘:—2i—5j+4k:(—2,—5,4).
321

Normaalimuotoa varten tarvitaan my6s jokin tason vektori Xo ja paikkavektori (1,0,3) kelpaa tihéin
erinomaisesti. Téll6in tason normaalimuoto on

(—=2,-5,4)- ((x,y,2) — (1,0,3)) = 0. (3.8)

Esimerkki 70 (normaalimuodosta koordinaattimuotoon). Esituksen (3.8) muuntaminen koordinaat-
timuotoon on suoraviivaista, silld koordinaattimuoto ja normaalimuoto ovat lihes samat. Yhtidlossa
(3.8) tarvitsee vain laskea sisitulot, jolloin saadaan

—2x—5y+4z—10=0,

siis koordinattimuoto on
—2x—5y+4z=10. 3.9

Huomautus 20. Koordinaattimuodon kertoimista voidaan suoraan lukea tason normaalivektori.

Esimerkki 71 (koordinaattimuodosta kolmeen pisteeseen). Jos tasolle tunnetaan koordinaattimuoto
(70), voidaan helposti valita tasolta kolme pistettd. Valitaan esimerkiksi ensin x = y = 0, jolloin
yhtélon (70) mukaan z = % Titen esimerkiksi x; = (0,0, %) kuuluu tasolle. Samoin valitsemalla
x =z =0 n#hdéin, ettd x, = (0, —2,0) kuuluu tasolle ja lopuksi valitsemalla y = z = 0 saadaan tason
piste x3 = (—5,0,0).

Tarkistetaan vield, etteiviit ndin saadut pisteet ole samalla suoralla. Tétd varten muodostetaan
x3 —x; = (—5,0, f%) jaxp —x; = (0,-2, f%) joiden riippumattomuus voidaan helposti todeta.

Huomautus 21. Erityisesti tason paremetriesityksestd on helppo 16ytdd kolme epikollineaarista pis-
tettd. Voidaan nimittédin valita esimerkiksi molemmat parametrit ensin nolliksi, sen jdlkeen vuoron
perddn toinen ykkoseksi ja toinen nollaksi.

Esimerkki 72 (kolmesta pisteestd parametrimuoto). Etsitdin parametrimuoto tasolle, jonka médrit-
tavit edellisen esimerkin pisteet Xj, X2 ja X3. On mahdollista valita mikd hyvénsi néistd pisteisti
paikkavektoriksi, esim r = x; = (0,0, %) jolloin suuntavektoreiksi voidaan valita X = X, — x; =
(0, —2,—%)ja X3 —X| = (—5707—%).

Tasojen esitykset eivit yleensd ole yksikdsitteisid. Parametriesityksessid paikkavektori ja suunta-
vektorit voidaan valita usealla tavalla. Normaaliesityksessd normaalin pituus voidaan valita vapaasti
ja suunta vaihtaa vastakkaiseksi. Tason kolme epikollineaarista pistettd voidaan my0s valita déaretto-
min monella tavalla, ja koordinaattiesityksen yhtilo voidaan kertoa milld hyvinsi nollasta poikkea-
valla luvulla.

Talloin voidaan kysyd milléd perusteilla tasot voidaan havaita samoiksi. Kahden tason havaitsemi-
nen yhtidsuuriksi voidaan kylld perustaa mihin esitykseen hyvénsi, mutta suoraviivaisinta se lienee
tehdd koordinaattiesitykseen nojautuen.

Esimerkki 73. Selvitetddn, onko esimerkissd (72) saatu parametrimuotoinen taso todella sama kuin
esimerkin (69) taso. Tatd varten etsitddn molemmille tasoille koordinaattimuoto. Esimerkin (69)
koordinaattimuoto on jo selvitetty esimerkissi (3.9): koordinaattiyhtilo
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—2x—5y+4z=10
saadaan yksikisitteiseen muotoon jakamalla se luvulla 10:

1 1 2
——X— = —z=1. 3.10
5 2y+5z (3.10)

Toisen tason koordinaattimuotoa varten méérétdin ensin normaalivektori:

5 5 25
n=xxy=(0,-2-3)x(-5,0,-3)=(55,-10)
Normaalimuodoksi saadaan siis
25 5
(57 ) 710) : ((X,y,z) - (0707 7)) = 07
2 2
misti pistetulot laskemalla saadaan
25
Sx+ jy— 10z = —25.
Jakamalla luvulla —25 saadaan L 5
e Ty4Z,—1
5 20 T5ET 0
sama kuin (3.10).
Esimerkki 74. Tarkastellaan, milld ehdoilla joukko
{(ax+by+c,dx+ey+ f,gx+hy+i) | x,y € R} (3.11)

Mairittelee tason R3:ssa. Todetaan, ettd

(ax+by+c,dx+ey+ f,gx+hy—+i)
= (ax,dx,gx) + (by,ey, hy) + (c, f i)
= x(a’d’g) +y(b7e7h) + (c7f’ i)7

joten joukko (3.11) maidrittelee tason tarkalleen silloin kun vektorit (a,d,g) ja (b,e,h) ovat lineaa-
risesti riippumattomat. Jos (a,d,g) ja (b,e,h) ovat lineaarisesti riippuvat, méérittelee (3.11) suoran
(mikili (a,d, g) # (0,0,0)).

Mairitelmé 36. Tasojen L; ja L viliselld kulmalla tarkoitetaan tasojen normaalivektoreiden
vilistd kulmaa.

Esimerkki 75. Olkoon taso L; médritelty yhtdlolld 13x 45y — 7z = 67 ja L, yhtdlolld 2x — 2y 43z =
—5. Talloin tasojen L ja L, normaalivektoreiksi voidaan valita n; = (13,5,—7) jan, = (2,-2,3).
Tasojen L ja L, viliseksi kulma 6 voidaan titen méadrittdd seuraavasti:

np-mp -5

cosf = = ~ —0,078,
Imi[[[maf]  243V17

josta 6 =~ 1,65 = 85,5°.

3.3 Suorat

Avaruudessa R” origon kautta kulkeva, vektorin x suuntainen suora vastaa yksiulotteista aliavaruutta

L={cx|ceR}, (3.12)
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ja muut suoran L suuntaiset suorat avaruudessa R> saadaan L:n sivuluokkina

Suoran parametrimuoto: Olkoot r ja x € R3. Tillgin esitysti
L={r+cx|ceR} (3.13)

kutsutaan suoran parametrimuodoksi ja lukua ¢ parametriksi. Jos x = 0, ei esitys (3.13) maé-
rittele suoraa, vaan yhden pisteen.

Huomautus 22. Kuten taso R>:ssa, voidaan myos suora R3:ssa kiisittdd alempiulotteisen avaruuden
kuvana “lihes” lineaarisessa kuvauksessa. Jos nimittiin madritelldzn f : R — R ehdolla f(c) =
r + X, saadaan suora (3.13) avaruuden R kuvana.

Suora on méiriteltdvissid parametrimuodon avulla miten korkeaulotteisissa avaruuksissa hyvénsi,
mutta tissi yhteydessi kisitellddn vain kolmiulotteista avaruutta R3. Tillsin voidaan 16ytdd myos
muita esitystapoja.

Avaruuden R? tasot voidaan miiriti yhden lineaarisen yhtilon ax + by + cz = d perusteella, sil-
14 yhtilo rajoittaa R3:n vektorin (x,y,z) vapaiden komponenttien miiria yhdell, ja ndin saatava
joukko on kaksiulotteinen R3:n osajoukko. Avaruuden R3 suorien tapauksessa puolestaan tarvitaan
oleellisesti kaksi lineaarista rajoitetta koordinaateille.

Merkitiin ro = (x0,y0,20) ja X = (a,b,c), jolloin avaruudessa R* kulkevan suoran L parametri-
muoto on

L= {(xo+ta,yo+tb,z0+tc) |t € R}.

Jos kaikki suuntavektorin x = (a,b,¢) koordinaatit ovat nollasta poikkeavia, voidaan parametri
t ratkaista yhtiloistd (x,y,z) = (xo +ta,yo +tb,z9 +tc), jolloin saadaan suoralle L seuraava esitys-
muoto:

Suoran koordinaattimuoto:

[ R X —X0 Y=o Z—20
1) S 3 — —
{2 | a b c }

Suoran koordinaattimuotoa sanotaan myos standardimuodoksi. Jos esimerkiksi ab # 0, mutta
¢ = 0, on suora xy-tason suuntainen ja sen koordinaattimuodoksi saadaan

X — X0 _ Y—Yo
a b

, Z=20-

Ilmeinen tapa médritelld suora on my®os erittdin kiyttokelpoinen:

Kaksi pistettii: Avaruuden R> kaksi pistettid x| # X, mairittii yksikisitteisen suoran, joka
kulkee ndiden kautta.

Toisinaan voidaan suora esittdd my0s seuraavalla tavalla:

Kahden tason leikkaus: Jos tasot 77 ja 7, eivit ole samansuuntaiset, on niiden leikkaussuora
yksikasitteinen.

Tarkastellaan jélleen esimerkkien valossa miten eri esitysmuodosta pidistdin toiseen. Koska
yleensi ei tarvitse keksid suoran esitystd kahden tason leikkauksena (itse asiassa tehtdvi on ilmeinen
jos suorasta on annettu kaksi pistettd: lisdtddn vain kaksi erilisti pistettd, kumpikin epikollineaarinen
alkuperiisten kanssa, jolloin saadaan kahden eri tason esitysti), jitetdédn se esitysmuotojen “’syklistad”
pois ja tarkastellaan lopuksi vain miten kahden tason leikkauksesta saadaan suoran parametrimuoto.
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Esimerkki 76 (Parametrimuodosta koordinaattimuotoon). Olkoon r = (1,2,2) suoran paikkavektori
jax=(2,-3,1) sen suuntavektori. T#llin suoralle

L={(1,2,2)4+1¢(2,-3,1) |t € R}
saadaan koordinaattimuodoksi merkitsemalld
(v, 3,2) = (1,2,2) +1(2,-3,1) = (1 +2£,2—3¢,2+1)
ja ratkaisemalla tdstd r kunkin koordinaatin lausekkeena:

t_x—l _y—2
2 -3

=z-2 (3.14)

Huomautus 23. Koordinaattimuodosta voidaan helposti lukea suoran paikkavektori (osoittajien va-
kiot) ja suuntavektori (nimittdjien vakiot).

Esimerkki 77 (Koordinaattimuodosta kaksi pistettd). Yhtdloissd (3.14) voidaan valita #:1le miki hy-
vinsi arvo, esim. ¢ = 0 tai r = 1. Vastaava piste (x,y,z) 10ytyy ratkaisemalla 1. asteen yhtils. Jos
esimerkiksi # = 0 yhtilossi (3.14), on (x,y,z) = (1,2,2) jaarvo r = 1 antaa (x,y,z) = (3,—1,3).

Huomautus 24. Parametrimuodosta kahden eri pisteen 10ytdminen on vield yksinkertaisempaa: riit-
tdd valita parametrin arvoiksi esim O ja 1.

Esimerkki 78 (Kahdesta pisteesti parametrimuotoon). Méiritetdén pisteiden x; = (3,—1,3) jaxp, =
(1,2,2) kautta kulkevan suoran parametrimuoto. Suuntavektoriksi voidaan valita x = X, — X] =
(—2,3,—1) ja paikkavektoriksi r = x; = (3,—1,3). Tilldin suoran parametriesitys on

L={r+mx|teR}={(3-2t,—1+3t,3—1) |t €R}.

Esimerkki 79 (Kahden tason leikkauksesta parametrimuotoon). Olkoot T: 2x+y—z=2ja Tr: Tx+
3y —5z=3. Koska tasojen T} ja T» normaalivektorit (2,1,—1) ja (7,3, —5) eiviit ole samansuuntaiset
(miksi?), tasot 77 ja T, leikkaavat. Tasojen leikkaussuoralle saadaan parametrimuoto esimerkiksi
kayttaimélla Gaussin-Jordanin eliminointimenetelméd yhtélopariin

2x 4y —z=2
Tx +3y =5z =3

saadaan pari
x —2z=-3
y+3z= 8,
josta voidaan kirjottaa ratkaisuksi (x,y,z) = (2z—3,—3z+8,z) =z(2,—3,1) +(—3,8,0), missd z €

R. Témé on suoran parametrimuoto: paikkavektorina toimii (—3,8,0), suuntavektorina (2, —3,1) ja
parametrina z.

Kuten tasoja, myos suoria koskevat kysymykset (leikkaus, yhdensuuntaisuus) palautuvat yhtéloita
koskeviin algebrallisiin kysymyksiin. Tarkastellaan taas kysymysti, milloin kaksi suoraa ovat samat.
Suoran esityksessd voidaan nimittdin korvata suuntavektori milld tahansa samansuuntaisella vekto-
rilla ja paikkavektoriksi voidaan valita mikd hyvinsi suoralla oleva piste. Talloin koordinaattimuoto
ei tarjoa hyvéid tapaa suorien yhtdsuuruuden selvittimiseksi. Sen sijaan kiyttokelpoisin tapa lienee
tarkastaa, ovatko suorat yhdensuuntaiset (suuntavektorit yhdensuuntaiset) ja onko suorilla yhteinen
piste.

Esimerkki 80. Selvitetdin, ovatko suorat

Ly ={(-3,8,0)+¢(2,-3,1) |t e R}
ja

L, ={(1,2,2)+t(—4,6,-2) |t e R}

samat. Ensiksi voidaan todeta, ettdi (—4,6,—2) = —2(2,—3,1), joten suorien suuntavektorit ovat
yhdensuuntaiset. Valitaan sitten suoralta L, piste (1,2,2) (saadaan arvolle r = 0) ja selvitetiin,
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1oytyyko titd pistettd suoralta Ly, toisin sanoen, onko sellaista parametrin ¢ arvoa, ettd (1,2,2) =
(—3,8,0) +1(2,—3,1). Ensimmdistd koordinaattia tarkastellessa todetaan, ettd 1 = —3 + 2¢, joten
t = 2. Todetaan, etti téllad 7:n valinnalla my0s toinen ja kolmas koordinaatti saadaan halutuiksi, joten
(1,2,2) on myés suoralla L;. Téten suorat ovat samat.

Esimerkki 81. Médritetddn a ja b siten, ettd suorat L; = {(0,—1,1)+¢(1,—7,-3) |t € R} jaL, =
{(1,=1,3)+#(—=2,a,b) | t € R} ovat yhdensuuntaiset.

Suorat ovat yhdensuuntaiset silloin, kun niiden suuntavektorit (1,—7,—3) ja (—2,a,b) ovat
yhdensuuntaiset. Tdmi puolestaan tapahtuu silloin, kun (1,—7,—3) = k(—2,a,b) jollekin luvul-
le k. Talloin on oltava k = —%, a = 14 ja b = 6, jolloin siis suoran L, suuntavektorina toimii
x = (—2,14,6) tai yhtd hyvin Lx = (1,-7,-3).

Selvitetdén vield, ovatko yhdensuuntaiset suorat L; = {(0,—1,1) +¢(1,—7,-3) |t € R} ja L, =
{(1,-1,3)+¢(1,=7,-3) | t € R} erillisiéi vai yhtyviitkd ndmi suorat. Jos yhdensuuntaiset suorat
ovat erilliset, ei niilld voi olla yhtdén yhteista pistettd. Selvitetdén siis, onko yhtalolld

0,—1,1)+n(1,-7,-3)=(1,-1,3)+1(1,-7,-3) (3.15)
ratkaisuja t1, r € R. Yhtilo (3.15) saadaan muotoon
(—-1,0,-2)=(r—1;)(1,-7,3),
mistd ndhdadn, ettd ratkaisuja ei ole. Suorat ovat siis yhdensuuntaiset, mutta erilliset.

Esimerkki 82. Etsitddn suorien
I x—4 'y 5z—4
"5 T3 s

ja
1 _
PR e
5 8 —12
leikkauspiste (mikali olemassa).
Muunnetaan aluksi suorat parametrimuotoon: suoran L; osalta kirjotetaan % =t, % =rja 3t =
t, mistd (x,y,z) = (=5t +4,3t,1 +3) =1(-5,3,1) + (4,0, 2).
Vastaavasti suoralle L, saadaan esitys (x,y,z) = (5¢,8t+1,—12r+3) =¢(5,8,—12) + (0, 1,3), ja
leikkauspiste edellyttdd, ettd

4
(=5t +4,3t1,t1 + 5) = (51,8t +1,—121, + 3)

joillakin arvoilla #1,# € R. Algebrallisen yhtdloryhmin ratkaisuna saadaan leikkauspiste, jossa t; =

37 . _ 71
5_]3.1‘2— 35-

3.4 Etiisyyksien laskemisesta

Kahden tason samoin kuin kahden suorankin etdisyydelld toisistaan tarkoitetaan aina lyhintd mah-
dollista vélimatkaa tasojen tai suorien vililld. Jos tasot tai suorat leikkaavat toisensa, on niiden etii-
syys nolla. Samoin pisteen etdisyys tasosta tai suorasta merkitsee lyhintd mahdollista etdisyytti.
Niiden etdisyyksien laskemiseksi voidaan kiyttdd seuraavia periaatteita:

e Kahden tason vilinen etiisyys: Jos tasojen 7 ja T» normaalit n; = (nj,n2,n3) ja ny ovat eri-
suuntaiset, tasot leikkaavat ja niiden etédisyys on nolla. Jos taas normaalit ovat samansuuntaiset
(lineaarisesti riippuvat), valitaan tasoja kohtisuoraan oleva suora S = {tn; |t € R}, ja ratkaistaan
arvo tq, jolla tyn; € Ty seki 1, jolla rorn; € Tr. Arvot ¢ 16ytyy esimerkiksi ratkaisemalla yhta-
16 atny + btny 4 ctny = d, missd ax + by + cz = d on tason T standardimuoto. Tasojen vilinen
etdisyys saadaan lopuksi laskemalla pisteiden #1n; ja r,n; vilinen etdisyys.

e Tason etiisyys suorasta: Jos tason 7' normaali n ei ole kohtisuorassa suoran S suuntavektoria koh-
taan, Suora leikkaa tason ja etdisyys on nolla. Muussa tapauksessa suora on tason suuntainen.
Talloin valitaan r siten, ettd suora r 4 rn leikkaa suoran S; vektoriksi r kelpaa esimerkiksi suoran
S paikkavektori. Tdmin jilkeen selvitetddn, milld arvolla #; piste p; = r + #1n kuuluu tasolle T
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ja milld arvolla ¢, piste p2 = r +fn kuuluu suoralle S. #; 16ytyy kéyttamailld tason koordinaatti-
muotoa ja jos r valittiin suoran S suuntavektoriksi, on r, = 0. Lopuksi lasketaan pisteiden p; ja
p2 vilinen etdisyys.

Tason etdisyys pisteestd: Olkoon n tason normaali ja p Kysytty piste. Selvitetddn, milléd arvolla #;
piste p; = p + #1n kuuluu tasolle (kdyttdmélld tason koordinaattimuotoa) ja lasketaan pisteiden
P1 ja p vilinen etdisyys.

Kahden suoran S : rj +1s; ja Sy : rp 418, etdisyys: Valitaan suuntavektori s # 0, joka on kohti-
suorassa kumpaakin suoraa vastaan. Jos s; ja s, ovat lineaarisesti riippumattomat (eivit toistensa
monikerrat), voidaan valita esim. s = s; X sp. Tamin jéilkeen selvitetddn milloin suorilla S; ja
S> olevien pisteiden p; = r| 48] ja p» = + 5S> erotus pp — p1 on vektorin s suuntainen, siis
milloin ps — p; = ¢s. Tami on kolmen tuntemattoman ja kolmen yhtédlon ryhmi, joka ratkeaa
Gaussin-Jordanin menetelmilld. Kysytty etédisyys saadaan pisteiden p; € S; ja p2 € Sy vilise-
nd etdisyytend. Jos alun perin s; ja sp olivat samansuuntaiset, voidaan valita suoralta S; mikd
hyvinsai piste ja laskea tdméin etdisyys suorasta S (kts. seuraava kohta).

Suoran etiisyys pisteesti: Minimoidaan differentiaalilaskennan keinoin lauseke ||r +ts — p||?,
missd S : r-+1s ja p ovat tarkasteltava suora ja piste. Saatava f:n arvo vastaa suoran pistettd, joka
on ldhinnd p:ti.



Luku 4
Differentiaaliyhtilot (DY:t)

Maidritelménsd perusteella funktion derivaatta edustaa funktion kuvaaman ilmion hetkellistd muu-
tosnopeutta. Tdmén vuoksi on ymmairrettdavid, ettd luonnonilmiditd kuvattaessa on usein kaytettiva
yhtélGitd, joissa esiintyy sekd funktio ettd sen derivaatta tai useampikertaisia derivaattoja, siis dif-
ferentiaaliyhtiloitd. Differentiaaliyhtiloitd esiintyy eniten fysikaalisissa, mutta myos kemiallisissa,
biologisissa ja taloustieteellisissd malleissa. Muodollisesti differentiaaliyhtélon kisite midritellddn
seuraavasti:

Miigiritelmi 37. Differentiaaliyhtilolli (DY) tarkoitetaan yhtilod F(z,y,y,y”,...,y") =0,
missid F on lauseke, joka siséltdd muuttujan 7, tuntemattoman funktion y = y(z) seki tdmin
yhden- tai useammankertaisia derivaattoja y/, y” ..., y". Lukua n kutsutaan differentiaaliyh-
talon kertaluvuksi.

Erityisesti differentiaaliyhtdldiden yhteydessi jitetddn usein muuttuja merkitsemétti ja siis mer-
kintsjen y(z), y'(¢), .. . y("> (1) sijaan kiytetdsin merkint6jd y, ¥/, ..., y(”). Muuttujan merkinti # x:n
sijaan on perua yleisimmisti fysikaalisista sovelluksista, joissa muuttujana toimii aika.

Miiritelmé 38. Differentiaaliyhtdlon ratkaisun kuvaajaa kutsutaan integraalikdyradksi.
Yleensd integraalikdyrid on ddreton midrd, mutta yksikédsitteiseen ratkaisuun voidaan silti
yleensi piityi reunaehdoilla y(0) = co, y'(0) = c1, ..., Y (0) = ¢,..

4.1 Yksinkertaiset DY:t

Yksinkertaiseksi differentiaaliyhtéloksi sanotaan sellaista, jonka ratkaiseminen on pelkké integroin-
titehtdva.

Esimerkki 83. Differentiaaliyhtilon y’ = 2¢ — 1 ratkaiseminen palautuu pelkiksi antiderivaatan etsi-
miseksi: Yleinen ratkaisu on muotoa y = r> —t +C, missi C on jokin vakio.

Yksinkertaisille differentiaaliyhtidloille on tyypillisti se, ettd etsittavistd funktiosta esiintyy vain de-
rivaatta, eikd itse funktiota. On huomattava, etti toisinaan voidaan hankalamman nékoinen differen-
tiaaliyhtdlo kirjottaa yksinkertaiseen muotoon (vrt. radioaktiivisen hajoamisen differentiaaliyhtdlod
kurssilla Insin6drimatematiikka IB): DY

N'(t) = —AN(1)
voidaan kirjoittaa muotoon

d
—InN=-2
di " ’

joka on yksinkertainen funktion In N suhteen.

49
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4.2 Lineaariset DY:t

Maaritelma 39. Muotoa

n—1)

any™ + a1y + .+ azy” +ary +aoy = b(r) 4.1)

olevaa differentiaaliyhtédlod kutsutaan lineaariseksi. Jos ay, a,—1, . . ., aj ja ap ovat vakioita, sa-
notaan yhtilod vakiokertoimiseksi lineaariseksi differentiaaliyhtiiloksi. Jos b(¢) on nollafunk-
tio, sanotaan lineaarista differentiaaliyhtdlod homogeeniseksi.

Huomautus 25. Suoralla laskulla huomataan, ettd homogeenisilla (ei vélttdmittd vakiokertoimisilla)
differentiaaliyhtdl6illd on seuraava ominaisuus: jos y; ja y, ovat ratkaisuja, niin myos ¢y + c2y»
on ratkaisu. Vertaa titd ominaisuutta lineaarisen yhtéloryhmén ratkaisuihin (Insinddrimatematiikka
IA).

Huomautus 26. On myos mahdollista todistaa, ettd (mikili kerroinfunktiot a; ja b ovat jatkuvia), on
n:nen kertaluvun homogeenisella differentiaaliyhtdlolla aina n lineaarisesti riippumatonta ratkaisua
Y1, Y2, - - -, Yn, joiden kombinaationa saadaan yleinen ratkaisu:

y=ciyi1t+eyr+...+cpyn-

Edelld kiytettiin kurssista Insindorimatematiikka IA tuttua lineaarisen riippumattomuuden kisitettd,
joka reaalifunktioille sovellettuna on seuraavanlainen:

Madiritelmé 40. Funktiot fi, ..., f; ovat lineaarisesti riippumattomat, jos ehdosta

(Vx)(c1fi(x) +... +erfi(x) =0)

seuraac; = ... =c; =0.

Esimerkki 84. funktiot fy(x) = 1 ja fi(x) = x ja f>(x) = x* ovat lineaarisesti riippumattomat: Jos
nimittdin

co-1+cix+cx> =0
kaikilla x:n arvoilla, on vilttdmittd co = ¢; = ¢ = 0. Yleisemmin voidaan todeta, ettd polynomi-
joukko 1, x, X2, x3, ..., x* on lineaarisesti riippumaton.

Esimerkki 85. Jos luvut Ay, ..., Ay ovat erisuuret, ovat funktiot e*”, ..., M~

tomat. Tdmé voidaan ndyttdd toteen induktiolla luvun k suhteen.

lineaarisesti riippumat-

Huomautus 27. On my6s mahdollista nayttad toteen, ettd yleisen n:nnen kertaluvun lineaarisen
DY:n kaikki ratkaisut voidaan esittdd muodossa

y=ciyr1+cy2+...+cuyn+yo,

missi yq, y2, - .., ¥, ovat homogenisoidun yhtélon riippumattomat ratkaisut ja yo jokin yhtidlon
yksittdisratkaisu.

Vertaa ylldmainittuja kisitteitd Insindorimatematiikka IA:ssa esitettyihin lineaarisen yhtiloryh-
maén ratkaisuihin.
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4.2.1 Vakiokertoimiset lineaariset DY:t

Laplace-muunnokset ovat erittidin kdyttokelpoisia nimenomaan vakiokertoimisten lineaaristen diffe-
rentiaaliyhtiloiden ratkaisemiseksi, silld niiden avulla voidaan muuntaa muotoa (4.1) oleva differen-
fiaaliyhtilo algebralliseksi yhtidloksi, josta voidaan ratkaista tuntematon funktio ¥ (s) = Z[y(¢)](s).
Etsitty funktio y(¢) saadaan timén jilkeen kédnteiselld Laplace-muunnoksella.

Esimerkki 86. Ratkaistaan kurssista Insindorimatematiikka I tuttu differentiaaliyht&lo
y = -1y, 4.2)

missd A on vakio ja alkuehtona toimii y(0) = yo. Jos y on originaalifunktio, merkitéiin sen Laplace-
muunnosta Y (s):11d. Oletetaan liséksi, ettd y on oikealta jatkuva nollassa. Taulukon mukaan til-
16in funktion y’(r) Laplace-muunnos on sY (s) — yo, joten differentiaaliyhtilo (53) muuttuu Laplace-
muunnoksilla muotoon

sY (s) —yo = —AY(s). (4.3)

Niin saatu yhtild on Laplace-muunnoksen Y (s) suhteen algebrallinen yhtild, josta Y (s) voidaan

ratkaista: |

Y(s) :y0m7

ja originaalifunktio y(z) saadaan taulukosta: y(f) = ype .

Edellinen esimerkki sisilsi perustelemattomia oletuksia, kuten sen, ettd alkuperdisen differenti-
aaliyhtélon ratkaisu on originaalifunktio ja nollassa jatkuva oikealta. My0Oskéddn ei tarkasteltu siti,
missd alueessa Laplace-muunnos oli médritelty. Sovellusten kannalta niilld heikkouksilla ei kuiten-
kaan ole yleensd merkitysti, silld kun differentiaaliyhtidlon ratkaisu on saatu, voidaan sen oikeelli-
suus tarkistaa ja méadrittelyjoukko 10ytdd yleensid melko helposti. Ratkaistaessa differentiaaliyhtéloiti
Laplace-muunnosten avulla tehddén ratkaisusta yleensd dskeisen esimerkin oletukset.

Esimerkki 87. Ratkaistaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo
y'+4y=0 “4.4)

alkuehdoilla y(0) = yp ja y/(0) = 0. Nyt .Z[y"] = s*Y(s) — y(0)s — y'(0) = s?Y(s) — yos ja (4.4)
saadaan siis Laplace-muunnoksilla muotoon

szY(s) —yo+4Y(s) =0,

mistd voidaan ratkaista
Y(S) Yos
s2+4°

Originaalifunktio saadaan taulukosta: y(¢) = ygcos?2z.

Toisinaan Laplace-muunnokset soveltuvat my6s muuhunkin kuin differentiaaliyhtéloiden ratkai-
semiseen.

Esimerkki 88. Ratkaistaan integraaliyhtdlo

sy =i+ | "sin(t — u)y(u) du.
Konvoluution miiritelmén perusteella yhtidlo voidaan kirjoittaa muotoon
y(t) =t +sintxy(t),
mistd Laplace-muunnokset ottamalla saadaan

1 1

Y(s) = ZJt](s) + Zsint) ()Y (5) =

Tistd voidaan ratkaista Y (s):
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ja esimerkin 132 perusteella y(¢) = ¢+ %t3.
Esimerkki 89. Ratkaistaan differentiaaliyhtild

y —3y =8¢

alkuehdolla y(0) = 2. Laplace-muunnokset laskemalla saadaan till5in

8
Y(s)—2-3Y(s)=
S (5)=2-3¥(s) = —,
mistd voidaan ratkaista ¥ (s):
2s+4
Y(§)= ———.
W =5"36-2)
Niin saadulle lausekkeelle 16ytyy osamurtohajotelma:
2s+4 10 8

(s—=3)(s—2) s—3 s—2
minki avulla originaalifunktio voidaan madrata:
y(t) = 10> — 8.

Esimerkki 90. Ratkaistaan
y//+3y/ —4y= eSt

alkuehdoilla y(0) = 2, y'(0) = 1. Laplace-muunnoksilla saadaan

1
s2Y (s) =25 — 1 4+3(sY (s) —2) —4Y (s) = 3

§—

miké voidaan kirjoittaa muotoon

2 1
(s°+3s—4)Y(s)—2s—T=
s—3
ja edelleen

252 +5—20 252 4+2-20

I R C ] s

Tille loytyy osamurtokehitelmi

171 8 11 1

Y(s) = — = —
) =Tos—1t3s574 T a5 3

josta voidaan méadriti originaalifunktio:

17 ! 8 —4t 1 3t
)= — — _
Y= 100t 5 T
Esimerkki 91. Ratkaistaan differentiaaliyhtilo
y" +y=cost

alkuehdoilla y(0) = y'(0) = 0. Laplace-muunnokset laskemalla saadaan

s2Y (s)+Y(s) =

)

s2+1
misté !
s
Y = — =
(s) s2+1s52+1
jolloin siis y(#) = (sin*cos)(t) = 3tsint.
Tidmén esimerkin originaalifunktio y(¢) voidaan selvittdd myds suoraan taulukosta.

Z[sin](s).ZL[cos](s) = L[sin*cos](s),

Esimerkki 92. Ratkaistaan differentiaaliyhtidlopari
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Y +4y+4z=0
74+2y+62=0

alkuehdoilla y(0) = 3, z(0) = 15. Laplace-muunnettu pari on muotoa

sY(s)—=3+4Y(s)+4Z(s) =0
sZ(s)—1542Y(s) +6Z(s) = 0,
mistd voidaan ratkaista N )
_ 3s—42 11
Y0) = miagme =~z t i
Z(s) = ISsb5d 4 11
s24+10s+16 s+2 1 s+8

Vastaavat originaalifunktiot ovat

—8e 2 41178
= de X 4 11e ¥,

p—N—
= <
—~
~ o~
——

I

4.2.2 Vakiokertoimiset homogeeniset DY:t

Vakiokertoimiset homogeeniset differentiaaliyhtidlot ovat erikoistapauksia vakiokertoimisista lineaa-
risista differentiaaliyhtiloistd. Ne voidaan periatteessa ratkaista ilman Laplace-munnoksia. Todetaan
aluksi, ettd yhtdlolla

Y @, iy V4 fagy=0 4.5)

on aina muotoa y = e** oleva ratkaisu. Titi varten lasketaan derivaatat y = Aetx Y= A2t R
Yy = A"eM ja sijoitetaan niimi yhtiloon (4.5):

A ay, ATV 4 agett =0,

misti ¢**:114 jakaminen antaa
A an A" ag=0. (4.6)

Yhtilolld (4.6), jota kutsutaan differentiaaliyhtidlon (4.5) karakteristiseksi yhtildksi, on algebran pe-
ruslauseen (kts. Insindorimatematiikka IA) nojalla korkeintaan k < n erisuurta ratkaisua Ay, ..., A,
joista jokaisesta saadaan alkuperiisen yhtilon (4.5) ratkaisu ¢**. Jos juuria A; on tarkalleen n, ovat
tassd kaikki alkuperidisen yhtalon riippumattomat ratkaisut, kun taas siind tapauksessa ettd k < n, on
differentiaaliyhtélolld (4.5) myods muita riippumattomia ratkaisuja.

Riippumattomista ratkaisuista yy, ..., ¥, saadaan kaikki ratkaisut nididen lineaarikombinaatioina

Ciyr+...+Cyyn.

Tarkastellaan erityisesti sellaista ratkaisua e**, jossa A = a + i on kompleksiluku. Tillgin voi-
daan kirjoittaa elatiB)x — poxeiBx miki edelleen Eulerin kaavan perusteella on muotoa

e*(cos Bx+isinBx)

Talloin siis kukin kompleksinen ratkaisu M
e* cos Bx ja e™ sin Bx.

Esitetddn timén kappaleen lopuksi miten toisen kertaluvun lineaarista yhtalod

voidaan hajottaa kahdeksi reaaliseksi ratkaisuksi

y'+ay +by=0, 4.7)

kiisitelldzn. Yhtilolld on edellimainitun perusteella on muotoa y = e** oleva ratkaisu. Tilloin y' =
Le* jay" = A2e**, ja némi sijoittamalla saadaan karakteristiseksi yhtiloksi

A+al+b=0,

jonka ratkaisut ovat A = —§ £ ,/(§)? — b. Yhtilon kiisittely voidaan jakaa kolmeen osaan:
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1) D= (%)2 — b > 0. Tilldin yhtilslld (4.7) on kaksi ratkaisua y; = e** ja y, = €%, missid A, =
—4+VDjad,=—-%—D.

2)D= (%)2 — b < 0. Tilléin yhtilolli on kaksi kompleksista ratkaisua e(**=)* missi o = -5 ja
B = /D, joita vastaavat reaaliratkaisut y; = e¢**cos Bx ja y» = ¢* sin Bx.

3) D= (%)2 — b = 0 Talloin yhtédlolld on ratkaisu y; = e~ 7. Voidaan todeta, ettd tdlloin myOs
y2 =xe” 3% on myos ratkaisu, joka on edellisestd riippumaton.
Jokaisessa tapauksessa yhtdlon kaikki ratkaisut saadaan riippumattomien ratkaisujen lineaari-
kombinaationa
Ciy1 +Cy.

Yksikisitteisen ratkaisun mééréidvit reunachdot.
Esimerkki 93. Ratkaistaan uudelleen esimerkin (4.4) differentiaaliyhtdlo
y' +4y=0. 4.8)

Yleinen ratkaisu on muotoa y = e*, josta y = Ae? jay’ = A2eM, ja sijotus differentiaaliyhtiloon
antaa
2 A A
Ae™ +4eM =0,

misti A2 = —4 ja siis A = £2i, josta saadaan kompleksiset ratkaisut e***

ratkaisut ovat y; (x) = cos2x ja y»(x) = sin2x.
Yhtélon (4.8) yleinen (reaalinen) ratkaisu on siis

, joita vastaavat reaaliset

y(x) = Cjcos2x+C, sin2x,

mistd saadaan
y' (x) = —2C; sin2x + 2C; cos 2x,

jolloin vakiot Cy ja C, voidaan médrittds reunaehdoista y(0) = yg, y'(0) = 0, siis yo = Cj cos2-0+
C>sin2 -0 = Cy ja 0 = 2C,. Téten alkuehtojen midrittama ratkaisu on

y(x) = ypcos2x.

4.2.3 Ensimmadisen kertaluvun lineaarinen DY

Aiemmin néhtiin esimerkkeji differentiaaliyhtiloistd, jotka ratkeavat Laplace-muunnoksia kaytta-
malléd ja sellaisista, jotka ovat niin yksinkertaisia, etteivit Laplace-muunnoksia tarvitse. Useiden
differentiaaliyhtildiden kohdalla tarvitaan kuitenkin muita menetelmia.

Esimerkki 94. Laplace-muunnoksella differentiaaliyhtilostd y) = —y? saadaan

mutta muunnokselle .Z’[y?](s) ei ole helppoa esitystapaa muunnoksen Y (s) = .Z[y](s) avulla. Kui-

tenkin alkuperiiselld differentiaaliyhtdlslld on vililld (0,00) (ja vililld (—ee,0)) ratkaisu y(f) = 1

t
kuten helposti todetaan.

Yleisid ratkaisumenetelmii differentiaaliyhtéloille on kuitenkin varsin vdhin, mutta 1. kertaluvun
lineaariselle DY:lle tunnetaan tidydellinen ratkaisumenetelma.

Ensimmadisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtélo on siis muotoa

Y +alx)y = b(x), 4.9)

ja timin ratkaisemiseksi tarkastellaan aluksi homogenisoitua yhtiloa
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Y +a(x)y=0, (4.10)
joka voidaan kirjoittaa muotoon
/
M—Y 4.11)
y

josta puolestaan
Iny = —/a(x)derC.

Valitsemalla C = 0 saadaan homogenisoidun yhtdlon (4.10) ratkaisuksi yg = e~ Jalx)dx ja tdmi on-
kin vakiokerrointa lukuunottamatta yhtdlon (4.10) ainoa ratkaisu: jos nimittdin y on jokin toinen
ratkaisu, saadaan

dy _Yyu—Wy _ —ayutyaym _ 0

dx yn Vi i ’

jolloin siis )’% =Cjay=Cyy.

Esimerkki 95. Differentiaaliyhtil6 xy’ +y = 0 voidaan kirjoittaa homogeenisen differentiaaliyhtidlon
muotoon y' + %y =0, jonka yleinen ratkaisu on

C
y(x) = Ce /34 = Ce0x = =
x

Alkuperiisen (epdhomogeenisen) differentiaaliyhtélon (4.9) ratkaisu saadaan menettelylld, jo-
ta kutsutaan vakion varioinniksi. Vakion varioinnissa kéaytetdan lahtokohtana homogenisoidun
differentiaaliyhtidlon (4.10) ratkaisua yy, merkitdéin y = C(x)yg(x) ja sijoitetaan niin saatu
uusi funktio alkuperdiseen yhtdlo6n, ja ratkaistaan funktio C(x).

Aluksi todetaan, etti y' = C'yy + Cy};, joten sijoitus antaa

C'yy +Cyy +aCyy = b.

Koska yp oletettiin homogeenisen differentiaaliyhtilon ratkaisuksi, on Cyy + aCyy = C(yy +
ayy) = 0 ja siis paddytédn yhtdloon C'yy = b, josta josta C voidaan ratkaista integroimalla:

C(x):/ ) et

v (x)

Talloin siis alkuperdisen differentiaaliyhtédlon (4.9) ratkaisu on

b(x)
) dx

¥ = By () + () |

missi )
yH(x) _ efj a(x)dx'
Esimerkki 96. Ratkaistaan y' + 2xy = x. Tarkastellaan aluksi homogenisoitua yhtildd y' +2xy = 0,
joka voidaan kirjoittaa muotoon
d /
Lny=2 = 2y, (4.12)
dx y

josta Iny = —x?; tillsin siis yy = e on eris homogenisoidun yhtilon ratkaisu. Alkuperiisen yh-
talon ratkaisujen saamiseksi suoritetaan vakion variointi:

2

y(x) = C@)yn(x) = Clx)e™,
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mistd nihdéin, ettd y = C’ e+ Ce’xz(—2x) = C'yg — 2xyyC. Sijoittamalla timi alkuperiiseen
yhtdl6on saadaan
C'yy — 2xygC 4+ 2xCyy = x,

miké voidaan edelleen kirjoittaa muotoon
C' )y (x) = x.

Téstéd funktiolla yy (x) = e jakamalla saadaan differentiaaliyhtild C'(x) = xe*’. Funktio C (x) saa-
daan téstéd integroimalla

1
C(x)= /)ce"2 dx = Eexz +B.

Alkuperiisen differentiaaliyhtélon ratkaisu on siis muotoa

1 2 _2 1 2
Y(x) = C@)yu (x) = (7€ +B)e™ =5 +Be™™,

missd B on vakio.

Kerrataan vield menetelmi ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtdlon
Y +a(x)y =b(x) (4.13)

ratkasemiseksi. Menetelmi jakautuu kahteen vaiheeseen, joista ensimmaéinen on yhtélon (4.13) ho-
mogeninointi ja homogeenisen yhtilon ratkaisu. Homogenisointi merkitsee funktion b(x) korvaa-
mista nollafunktiolla, ja ratkaisu homogeeniselle yhtilolle saadaan jakamalla y:114 ja huomaamalla,
ettd logaritmin derivointisddnnon perusteella voidaan kirjottaa % = DIny. Téll6in homogeenisen yh-
tdlon ratkaisu palautuu integrointitehtdviin, kuten aiemmin on todettu. Kun homogeenisen yhtédlon
ratkaisu yy on saatu (tdlloin myos Cygy, missd C on vakio, on homogeenisen yhtilon ratkaisu), siir-
rytddn vaiheeseen, joka tunnetaan nimelld vakion variointi. Tama merkitsee sitd, ettd homogeenisen
yhtilon ratkaisussa Cyy vakio C korvataan funktiolla C(x). Témén jilkeen sijoitetaan y = C(x)yy
alkuperidiseen differentiaaliyhtiloon. Kun otetaan huomioon, ettd y' = C’(x)yy + C(x)y};, voidaan
todeta ettd sijoitus tuottaa (sievennysten jilkeen) yhtilon, josta C(x) voidaan ratkaista integroimalla.

Taménkaltaista tdydellistd ratkaisumenetelmii ei kuitenkaan ole esimerkiksi toisen kertaluvun
lineaariselle differentiaaliyhtilolle

Y'+a(x)y +b(x)y = c(x), (4.14)

ei edes homogeenisessa tapauksessa c(x) = 0, mutta sen sijaan tunnetaan lukuisia differentiaaliyhti-
I6tyyppejd, jotka voidaan ratkaista.

4.2.4 Toisen kertaluvun lineaariset DY:t

1

X

Esimerkki 97. Voidaan todeta, ettd y; (x) = x ja y; (x) ovat molemmat differentiaaliyhtdlon

2y +xy —y=0 (4.15)
ratkaisuja. Nami ratkaisut ovat myos (lineaarisesti) riippumattomat, silld jos kaikilla x:n arvoilla
on Cix+ Cz% =0,0nCix2+C, =0, joten C; = C; = 0. Yleisen lineaarisia differentiaaliyhtélgitad
koskevan periaatteen mukaan télloin yhtélon (4.15) yleinen ratkaisu on siis muotoa Cix + Czi.

Aiemmin on esitetty menetelmid, joilla toisen kertaluvun differentiaaliyhtildille saadaan ratkaisu-
ja vakiokertoimisessa tapauksessa. Homogeenisen vakiokertoimisen yhtidlon tapauksessa kannattaa
kéyttid yritelmis y = e** ja ratkaista A. Yksittiisratkaisun 16ytimiseen epihomogeeniselle yhtildlle
taas soveltuvat Laplace-muunnokset.

Huomautus 28. On huomattava, ettd yksittédisratkaisua Laplace-muunnosten avulla etsittdesséd kan-
nattaa yleensi kiinnittéd alkuehdot y(0) = 0 ja y'(0) = 0.
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Yleisti ratkaisumenetelméi toisen kertaluvun differentiaaliyhtiloille ei kuitenkaan ole. Toisaalta,
jos toisen kertaluvun lineaariselle homogeeniselle differentiaaliyhtilolle on jollakin tavalla 16ydetty
Jjokin ratkaisu y;, voidaan yleiselle yhtilolle saada muita ratkaisuja sijoituksella y = yv: Talloin
Y =Yty jay =ylv+yV + 3V + v’ =ye+ 2y 4y jasijoitus yhtdloon

y”—l—ay/—i-by:c
antaa
Yiv+2n +yn" +alyiv+y1v) +byv =c
= V" + 20 +ayy + O +ay) +by)v=c
< yiw +(ay; +2y))w=c,
missé viimeiselld rivilld on merkitty w = /. Viimeksi saatu yhtilé on ensimmdisen kertaluvun li-

neaarinen differentiaaliyhtdl6é funktion w suhteen, joten se voidaan ratkaista ja lopuksi v saadaan
integroimalla yhtils v/ = w.

Esimerkki 98. Olkoon r vakio ja y = y(¢) muuttujan ¢ funktio. Etsitéin differentiaaliyhtilon
y' —2ry + r2y =t (4.16)
ratkaisut ilman Laplace-muunnoksia. Sijoitetaan y = e*’ homogenisoituun yhtiléén
y'—=2ry +rty =0,
jolloin saadaan
A2eM —2rdeM + 2t =0,

ja eksponenttifunktio jakamalla A2 — 2rA + > = 0, jonka ainoa ratkaisu on A = r.
Sijoitus y = ¢''v antaa y’ = re’'v+e™V jay” = r?e’v+2re’"V 4-¢V". Sijoittamalla nimi yhtidloon
(4.16) saadaan
Pty +2re™ + eV — 2%y — 2re™ + ey =1,
joka sievenee muotoon

1/

Vi=te .

Tisti saadaan ensin v/ = —Le ™" — L7 4 C} ja toiseen kertaan integroimalla
r r2

t 2
v=—e "+ Se T+ Cr+ G
r r
Lopuksi
t 2
y:ertv: 7+—3+C1te"+cze”. (4.17)
r r

Voidaan todeta, etti te’ ja e™ ovat lineaarisesti riippumattomat homogeenisen yhtilon ratkaisut ja et-
td r% + % on yhtilon (4.16) yksittédisratkaisu. Lauseke (4.17) siséltdd siis kaikki differentiaaliyhtdlon
(4.16) ratkaisut.

4.3 Separoituvat DY:t

Differentiaaliyhtédloa kutsutaan separoituvaksi, mikili se voidaan kirjoittaa muotoon

Y =g@) (), (4.18)

missé g(x) riippuu ainoastaan muuttujasta x ja f(y) ainoastaan y:std. Jos merkitidn G(x) = [ g(x)dx
jafFQy) =/ ﬁ dy, voidaan yhtilo (4.18) kirjoittaa muotoon
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d d

() = -G, (4.19)

mistd saadaan F(y(x)) = G(x) + C, missé C on vakio.
Kdiytinnossd separoituva yhtalo % = g(x)f(y) ratkaistaan kirjoittamalla se muotoon

ja integroimalla puolittain:

1 n
——dy= /g x)dx+C
/ﬂw )&
Esimerkki 99. Tarkastellaan esimerkin 94 differentiaaliyhtilod % = —y? ja kirjoitetaan timi muo-
toon |
——dy=dx
y2
ja integroidaan:
1
/f—zdy :/derC,
y
misti saadaan )
- =x+C,
y
josta edelleen voidaan ratkaista y = xq%c

Esimerkki 100. Verhulstin populaatiomallissa populaation koko p toteuttaa differentiaaliyhtédlon
p'=ap—bp, (4.20)

Missé a ja b ovat positiivisia vakioita. Differentiaaliyhtdlod (4.20) kutsutaan logistiseksi yhtéloksi.
Logistisen yhtdlon

dp 2

2E e an—b
di ap—op

1
——dp= | dt.
/ ap —bp? b /

Téamai voidaan sieventdd muotoon (miten?)

ratkaisu saadaan separoimalla:

1
—1In P _ t+C,
a a—bp
mistéd edelleen saadaan
_r ea(tJrC)’ 421
a—>bp
josta voidaan ratkaista
a
= 4.22
p b + efuCefat ( )
Sijoittamalla 7 = 0 yhtil6n (4.21) antaa (merkitiin po = p(0)) a_”—gpo = ¢%C, ja edelleen sijoittamalla

tdmi yhtdloon (4.22) saadaan ratkaisuksi

(1) = apo '
bpo+ (a—bpg)e

Esimerkki 101. Newtonin liikeyhtdlon mukaan kappaleeseen vaikuttavien voimien summa on yhtd
kuin kappaleen massa kertaa kiihtyvyys. Putoavaan kappaleeseen vaikuttaa maan vetovoima suuruu-
della mg ja ilmanvastuksen aiheuttama voima suuruudella —kv?, missi v on kappaleen nopeus ja k
on vakio. Talldin putoavan kappaleen liikettd kuvaa yhtilo

mg — kv? = ma,

missd a on kappaleen kiihtyvyys. Koska v/ (1) = a, voidaan ylldoleva yhtild kirjoittaa muotoon
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josta muuttujat separoimalla ja integroimalla saadaan

n 1 n
/7,( . :/dt:t+C.
A

Yhtélon vasemman puolen méadrittdmiseksi kédytetddn kaavaa

/ ax  _ Lln
a2 —x2 2a

(kaava 28, matematiikan laitoksen kaavakokoelma), jonka mukaan

/ Iy m/ Lo 1w &ty
—av = — wm A, a4V == — In—------.
g—w? kS 2Nk e,

a+x

a—Xx

Merkinnilld o = % saadaan yhtil6 muotoon
a. o+v
—1In =t+C,
2¢ a—v
josta saadaan
atv _ Ee+c)
oa—v

Merkittiessi edelleen B(r) = ew’ jaC) = e« “ saadaan yhtilon ratkaisuksi

G -B)!
v(t) = aW.

2,
Koska funktio §(¢) = e« lihenee #dretonti 7:n kasvaessa, nihdéén helposti, etti v(¢) lihenee arvoa

a=,/ %. Kyseistd arvoa kutsutaan nimelld rajanopeus (engl. terminal velocity).

4.4 Eksaktit DY:t

Jos ensimmdisen kertaluvun differentiaaliyhtdlossd ei esiinny derivaatan y' potensseja, voidaan y’
ottaa yhteiseksi tekijéksi ja kirjoittaa yhtdld muotoon

fx,y)+8(x,y)y =0. (4.23)

Tamai yhtélo voidaan toisinaan ratkaista seuraavaa menettelyd kiyttden.
Jos kahden muuttujan funktiossa F(x,y) muuttuja y = y(x) riippuu edelleen muuttujasta x, on
kyseessi itse asiassa yhden muuttujan funktio g(x) = F(x,y(x)). Tdlloin derivaatta g’(x) lasketaan

seuraavasti: oF d JoF d y
, X /

JF dx 7[«7 _ 7(91; 7(91 4.24
4 (X) ax dx 8)} dx 8x ( )

dy Y
(miksi néin on, selvitetddn osiossa Insindorimatematiikka IIB).

Miiritelmé 41. Jos on olemassa kahden muuttujan funktio F (x,y), jolle ‘3—5 = f(x,y) ja ‘3—5 =
g(x,y), sanotaan, ettd differentiaaliyhtilo (4.23) on eksakii.
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Jos (4.23) on eksakti, on

. 9F oF , ,
g@%:§;+5;y:f@dy+ﬂ%Wy:07

jonka ratkaisu on siis g(x) = F(x,y) = C (vakio).
Kokoamalla kaiken ylldamainitun yhteen saadaan seuraava tulos: Jos on olemassa sellainen kahden

muuttujan funktio F (x,y), ettd 95 = f(x,y) ja 35 = g(x,y), niin differentiaaliyhtilon (4.23) ratkaisu
on

F(x,y)=C.
Luonnollisesti herddvd kysymys onkin, milld ehdoin voidaan 16ytdd kahden muuttujan funktio

F(x,y), jolle ehdot ‘3—1; = f(x,y) ja %—f = g(x,y) pitevit. Osoittautuu, etti funktio 7 (x,y) on ole-
massa tarkalleen silloin, kun

daf(x,y)  dg(x,y)
dy  ox '’

kunhan f(x,y) ja g(x,y) ovat riittdvin sddnnéllisid (toisen kertaluvun osittaisderivaatat jatkuvia).

Esimerkki 102. Differentiaaliyhtilo

(4.25)

0 (4.26)

Ve /ey
on eksakdti, silld F(x,y) = 1/x2 +y? — x toteuttaa
JoF 2x {— X 1
dx  2/x2+)? Va2 4y2
ja
oF 2y _ y
dy 2/ 2 _|_y2'

Yhtilon (4.26) ratkaisuksi saadaan siis F (x,y) = C, miki voidaan kirjoittaa muotoon

Vat+yr—x=C

ja edelleen muotoon

y2 . C2
X="—"

Vaikka yhtilo (4.23) ei olisikaan alun perin eksakti, on toisinaan mahdollista 16ytdd ns. integroiva
tekijd, jolla kerrottuna yhtélosti tulee eksakti.

Esimerkki 103. Yhtidlo

(x+y)y —y=0
ei ole eksakti, koska %(x +y)=1#—-1= a%(—y). T4ll6 yhtilolld on kuitenkin integroiva tekiji
ﬁmmwmo

X 1

(S+1)y —-=0 4.27)

¥ y
on eksakti: %(y% +1)= y% = a%(—%). Etsitddn F(x,y), jolle %F(x,y) = VX—Z +1ja %F(x,y) = —%.
Ensimmiéisestd yhtildstd nidhdddn, ettd F (x,y) = —3ty+f (x) jatoisesta F (x,y) = -3+ g(y), missi
f riippuu vain x:sté ja g vain y:std. Tilloin g(y) = y+ f(x), jolloin on oltava f(x) = C (vakio). Niin
ollen N

F(x,y)= e +y+C

ja (4.27) voidaan kirjoittaa muotoon

d X
0 y+) ,

misté ratkaisuksi saadaan y — f + C = (1, toisin sanoen y — ;—‘ =C,=C—C.
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Esimerkki 104. Ensimmiisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtélo olisi voitu ratkaista myos
seuraavasti: Yritetddn 10ytad yhtélolle

¥ +a(x)y— b(x) =0
integroiva tekiji pt(x). Jos tillainen on olemassa, on yhtild

u(x)y +p(x)a(x)y — p(x)b(x) =0 (4.28)
eksakti, jolloin siis ehdon (4.25) nojalla pitdisi olla

S (u()a(x)y — RBLI) = S,

miké voidaan kirjoittaa muotoon
w(x)a(x) = ' (x). (4.29)

Oletetaan aluksi, ettd integroiva tekiji pt(x) 16ytyy, jolloin siis (4.29) pitee. Télloin voidaan yhtilo
(4.28) kirjoittaa muotoon

p(x)y' +u' (x)y — p(x)b(x) =0,

miké puolestaan voidaan tulon derivointisdannon nojalla kirjoittaa muotoon

L ((x)y) = 1)),
ja ratkaisuksi saadaan X
L / w()b(x) dx+C). (4.30)

On vield selvitettdvi miten integroiva tekiji u (x) voidaan 16ytdd, mutta timi selviidi helposti yhtélon
(4.29) perusteella:

d
() = a(x),

minka ratkaisuna saadaan
u() = expl [ ax)d).

Suoralla laskulla voidaan todeta, etti tilld tavoin saatu ratkaisu (4.30) on sama kuin aiemmin esite-
tylld menetelmilld (homogenisointi ja vakion variointi) saatu ratkaisu.

4.5 Sekalaisia menetelmia

4.5.1 Sijoitukset  ja ax+ by

Muotoa y' = f(y/x) jay’ = f(ax+ by) olevat differentiaaliyhtdlét muuntuvat separoituviksi yhti-
Ioiksi sijoituksilla 2 = z(x) ja ax+ by = z(x).

Esimerkki 105. Yhtilo y = x* + 2xy +y? voidaan kirjoittaa muotoon y' = (x + )2, ja sijoittamalla
z=x+ysaadaan 7 = 1+, joten piadytiin yhtiloon

7-1=2,
joka saadaan muotoon
1
———dz=dx.
2+1

integroimalla saadaan arctanz = x 4+ C, mistd z = tan(x 4+ C). Alkuperiinen funktio sijoittamalla
saadaan y = —x+tan(x+ C).
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4.5.2 Bernoullin DY

Sijoitus z = y' =% (a # 1) muuntaa Bernoullin differentiaaliyhtdlin
Y+ px)y =q(x)y” 4.31)
lineaariseksi differentiaaliyhtiloksi.

Esimerkki 106. Logistinen differentiaaliyhtlo

p'=ap—bp’
on separoituva, mutta myos muotoa (4.31). Sijoittamalla z = p~! saadaan 7/ = —p~2p/, ja yhtilo
muuntuu muotoon
~Zp* =ap—bp?,
misti — p?:1la jakamalla saadaan
7 4az=h. (4.32)

Niin saadun lineaarisen differentiaaliyhtilon ratkaisut saadaan aluksi homogenisoimalla: z; = Ce™*
on homogeenisen yhtilon ratkaisu, minka jidlkeen vakion variointi tuottaa yhtidlon (4.32) ratkaisuksi

b
7=—-+Ce ™,
a

Alkuperdisen yhtélon ratkaisuksi saadaan tilloin

_ 1 _ a
b= by Cear  b+aCe=’
miki saadaan muotoon
a apo

~hral D bt b

a

p

merkitsemilld po = p(0).

4.5.3 Kidnteisfunktioon siirtyminen

Differentiaaliyhtlo saattaa toisinaan olla helpommin ratkaistavissa funktion y = y(x) sijaan timén
kédnteisfunktion x = x(y) differentiaaliyhtéloni. T4lloin on muistettava, ettd x'(y) = 7 Ex> (Z—“; =1L
dx

Esimerkki 107. Esimerkin 103 differentiaaliyhtilo voidaan kirjoittaa muodossa
X——x=y

miki on lineaarinen differentiaaliyhtélo funktion x(y) suhteen.

4.5.4 Muuttujan vaihtaminen

Eulerin differentiaaliyhtdlé on muotoa
2y 4 pxy +qy = f(%), (4.33)

missé g ja g ovat vakioita. Jos merkitdén 1 = Inx ja y; () = y(¢') (jolloin y(x) = y;(Inx)), saadaan
ketjusddnnolld

dy _dyidt _ldy

dx dt dx x dt
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ja
d*y 1dy,  d’y dt 1, [
e i el vt e A LR MO

Sijoittamalla ndma alkuperiiseen yhtdloon saadaan

YO+ (p=1yi(0) +ayi (1) = f(e),

jonka ratkaisut voidaan ainakin periaatteessa maérittad Laplace-muunnosta kayttamalla.

4.5.5 Yhtils y' = f(y)

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo
Y'=f0) (4.34)

voidaan palauttaa ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtiloksi kertomalla (4.34) tekijilld 2y’. Tél-
16in saadaan 2y'y” = 2 f(y)y’, miki voidaan kirjoittaa muotoon

d , d [

— =2— d

0 dx./f(y) Y,
misté

2 =2 [ fdy-c. (435)
Ottamalla tdstd neliGjuuri puolittain saadaan separoituva differentiaaliyhtélo.
Esimerkki 108. Newtonin liikeyhtdlon mukaan kappaleeseen vaikuttava voima on F' = m%, missi
s on kappaleen paikkakoordinaatti. Toisaalta Newtonin gravitaatiolain mukaan m ja M-massaisten

kappaleiden vililld vallitsee vetovoima, joka on verrannollinen kappaleiden massaan ja kédantéen
verrannollinen niiden etdisyyden neliton s:

Kertomalla niin saatu yhtilo 2s":114 saadaan

25's" — stl,

52
miké on yhtédpitdva yhtdlon
(s =22 (436)
kanssa. Yhtilostéd (4.36) saadaan
(s) = % +C. (4.37)

Alkuehdot 5(0) = 59 > 0ja '(0) = vp > 0 antavat C = v — %—é‘ ja siis

S == +R-=, (4.38)
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mistd s voidaan ratkaista (johtaa tosin tyolddseen integrointitehtdviian). Vaikka yhtdlod (108) ei
ratkaistakaan, siséltdvit sithen johtaneet vilivaiheet jo paljon informaatiota.
Yhtilostd (4.37) saadaan

Mm Cm 1 , Mm
- = = _ —G——
2 s 2 2™oThT T
joka on muodoltaan energian sdilymislaki: Liike-energian %mv2 ja potentiaalienergian —G@ sum-
ma pysyy vakiona. Yhtilostd (4.38) voidaan my0s midrittdd pakonopeus, ts. se nopeus, jolla maan
pinnalta lihetetty kappale ei endi palaa. Ehtona voidaan kiyttd4 sitd, etti nopeudella s ei ole nolla-

kohtaa, miké toteutuu, jos

2k
vi— == >0.
50

Sijoittamalla tihin vakiot s) = 6,378 - 10° m (maan side) G = 6,673 - 101! 15;% (gravitaatiovakio)
ja M =5,9736-10** kg (maan massa) saadaan ehdoksi vg > 11, 181%“1.

Yleisemminkin voidaan todeta, etti itse differentiaaliyhtélo tarjoaa toisinaan tietoa integraalikdy-
rasti, vaikka siti ei olisikaan ratkaistu.

Esimerkki 109. Yhtilostd y' = y(1 —y) ndhdéin, ettd y' > 0, kun 0 < y < 1, joten télli vililld y on
kasvava. Kertaalleen derivoimalla saadaan

Y=y (1—y) =y =y (1-2y)=y(1-y)(1-2y),

mistd voidaan pditelld, ettd integraalikdyréd on alueessa 0 <y < % alaspdin kupera (v > 0) ja alueessa
1 <y < 1 yléspiin kupera (y/’ < 0).

4.6 Autonomisista DY-pareista

Sanotaan, ettd differentiaaliyhtilopari

{ﬂ0%=ﬁ@J)
Y(t) = falx,y)

on autonominen, jos fi:n ja f>:n lausekkeessa ei esiinny muuttujaa ¢. Autonomisesta differentiaa-
liyhtéloparista voidaan eliminoida muuttuja ¢ soveltamalla derivointia parametrin suhteen:

dy
dy G _ Y
dx 4 X(1)

(katso Insindorimatematiikka IB). T4lloin saadaan differentiaaliyhtélo

@ _ f2<x7y)
dx  filx,y)

On kuitenkin huomattava, ettid vaikka (4.39) voitaisiin ratkaista, saadaan ainoastaan sen kdyrin yh-
tdlo, jota pitkin (x(r),y(¢)) kulkee, kun ¢ kasvaa. Itse liikeilmi6 jdd muilla keinoin selvitettiviksi
(milld nopeudella piste (x,y) kulkee, hidastuuko kulku, onko olemassa rajapistettd, jne.). Kdyrda
(x(2),y(t)) sanotaan ratakdyrdiksi.

(4.39)

Esimerkki 110. Differentiaaliyhtdlopari
{ X(t) =x—y

Y(t) =x+y

1+ .
Y — 7% Tihin voidaan soveltaa

on autonominen ja sen ratakéyrien differentiaaliyhtild on y' = il

sijoitusta z = ¥ (harjoitustehtivi).
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Esimerkki 111. Lotka-Volterra differentiaaliyhtélopari kuvaa kahden lajin (peto ja saalis) yhteiseloa.
Yksin eldessddn x (saaliseldinten kanta) kasvaisi, kun taas y (petoeldinten kanta) véihenisi. Yhdessi
eldessd x kdrsii y:std ja y hyotyy x:std. Taménkaltaista dynamiikkaa yksinkertaistetussa muodossa

kuvaa differentiaaliyhtidlopari
(1) —
{x (t) = ax— Bxy (4.40)

Y(t) = —yx + dxy,

missi vakiot o, 3, ¥ ja & ovat positiivisia ja termi xy kuvaa lajien kohtaamislaajuutta.
Differentiaaliyhtédlopari (4.40) on autonominen ja ratakdyrien yhtdlé on muotoa

r_ y ox—y
xo—fBy’
minké ratkaisu
alny— By =0x—ylnx+C (4.41)

voidaan saada separoimalla yhtils. Kadyrit (4.41) ovat pisteen (%, %) ympéri kiertivid suljettu-
ja kiyrid, ja parin (4.40) ratkaisut jaksollisia: On olemassa sellainen luku 7, ettd (x(T),y(T)) =

(x(0),5(0)).

Jos parin (4.40) ensimmdiinen yhtdlo kirjoitetaan muotoon

:a_ﬁyv

saadaan integroimalla

0= ") :/‘Tx—/dt:/or(a—ﬁy)dt:OcT—B./OTy(t)dt,

mistd ndhdiin, ettd
1/T (1ydi =< (4.42)
7 Jo y =5 .

Yhtilon (4.42) vasemman puolen lauseketta kutsutaan funktion y(z) keskiarvoksi vélillii [0,T] ja
merkitddn y.

Samalla tavalla funktion x(r) keskiarvoksi vililld [0, 7] saadaan x = §.

Jos ulkopuolinen toimija havittdd kumpaakin eldinkantaa tehokkuudella e, tulee yhtdloparin
(4.40) oikealle puolelle lisdtd termit —ex ja —ey, siis & ja Y korvautuvat luvuilla @ — e ja y+e.
Uudet keskiarvot tulevat tilldin olemaan

Y+e . _ O0—e

X = 7a:
X S Jay

Titen siis kohtuullinen (e < o) ulkopuolinen toiminta itse asiassa lisdd saaliseldinten mééridn kes-
kiarvoa.

4.7 DY:iden numeerisesta ratkaisemisesta

Differentiaaliyhtilolle
Y = f(t.y)
alkuarvolla y(0) = yo ei tunneta yleisté ratkaisukaavaa, vaikka useita erikoistapauksia voidaankin

ratkaista. Lisdksi ratkaisun olemassaolo ja yksikisitteisyys voidaan taata melko vaatimattomin ole-
tuksin. Jos yhden differentiaaliyhtélon sijasta on tarkasteltava differentiaaliyhtiléryhmid

yll = fl(t7yl7y27"'7yn)

y/z :fz(f7YI7YZ7~-->)’n) , (443)

Vo = fult,y1,52, - 9n)
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on eksplisiittisid ratkaisumenetelmii entistd vihemmaén. Télloin voidaan turvautua numeerisiin me-
netelmiin, joissa midritetdéin funktioiden likimaérdiset arvot ajanhetkilld O, h, 2h, 3h, 4h, .... Dif-
ferentiaaliyhtdloryhmédn muodosta ja alkuarvoista riippuu kuinka hyvin saadut likiarvot kuvaavat
todellisia ratkaisuja. Nditd kysymyksii tarkastellaan kaaosteorian piirissi.

Huomautus 29. Kaikki differentiaaliyhtdloryhmit voidaan saattaa muotoon (4.43) muotoon ottamal-
la kdyttdoon uusia funktioita. Esimerkiksi korkeamman kertaluvun derivaatat y voidaan palauttaa
matalampiin uuden funktion z = y’ avulla, jolloin z"~") = y("), mutta yhtiloiden méiréi pitid kas-
vattaa: uudeksi yhtiloksi tulee ottaa funktion z médrittelevd y' = z.

Yksinkertaisin numeerinen menetelma, ns. Eulerin menetelmd perustuu siihen, ettd derivaatta
edustaa funktion lineaarista approksimaatiota. T#lldin funktion y arvoja yo, y1, y2, y3, ... aikavélein
h lasketaan seuraavasti:

Yiel =Yi+hy' (t;) = yi+h- f(t:, ).

Menetelmad yleistyy suoraviivaisesti differentiaaliyhtéléryhmille, mutta sitd voidaan parantaa oleel-
lisesti kdyttamalld lineaarisen approksimaation sijaan Taylorin polynomeja. Ndin saatavia menetel-
mid kutsutaan Runge—Kutta -menetelmiksi, ja niiden johtaminen on melko mutkikasta (sivuutetaan),
mutta esittiminen suoraviivaista: Hyviksi havaittussa Runge-Kutta 4:ssé funktion y arvoja yo, y1, ¥2,
y3, ... lasketaan seuraavasti:

1
Yir1 =Yi+ 6(k1 + 2kp +2k3 + ka),

misséi

fOHYJ

f(t+ sh,yi+ kl)l’l
f(ti+3h,yi+ gka)h
kg = f(tl +h Yi +k3)h

Runge-Kutta 4 toimii myos differentiaaliyhtialoryhmilld. Se on ylldolevan esityksen perusteella help-
po ohjelmoida, mutta valmiita ohjelmia Runge-Kutta 4:n kiyttdmiseksi on runsaasti saatavilla.

ko
k3

Esimerkki 112. Tarkastellaan differentiaaliyhtéloparia

dx — _9y2
{ B Iy (4.44)
da — 2

alkuehdoilla x(0) = 2, y(0) = 1.

Matlabiin ohjelmoitu ode23 on muunnelma Runge-Kutta -menetelmastd. Tatd
kéyttdien DY-parin likimééréisratkaisu vililli ¢ € [0,10] voidaan 16ytdd seuraavasti:
[t,xy]=0de23 (Resimpari, [0 10],[2 1]) laskee vektorin [t,xy], jossa t on
lista ajanhetkistid vililli [0, 10] ja xy lista funktioparin (x,y) likiarvoista. esimpari on pysty-
vektori, joka alkioina ovat DY-parin (4.44) oikean puolen funktiot. Vektori [2 1] midrittelee
alkuarvot x(0) =2 ja y(0) = L.

Seuraavat rivit voidaan kirjoittaa Matlabiin M-tiedostoksi:

function esimerkki

[t,xy]=0de23 (Eesimpari, [0 10],[2 1])
plot (t, xy)

return

$Y1la olevat rivit kayttavat ode23-ohjelmaa DY-parin
$likimdadrdiseen ratkaisemiseen ja kuvaajan piirtamiseen

function arvo=esimpari (t,xy)
x=xy (1) ;

y=xy (2);

arvo(l,1)=-2%x*Xx;
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arvo (2,1)=-0.5%xx*y;
return

%$Y11ld oleva madrittelee funktion esimpari. Funktion arvo
%$on 2-pituinen pystyvektori, Jjoka Matlabissa voidaan
%esittdd 2xl-matriisina: arvo(l,1l) on 1. alkio ja

%arvo (2,1) pystyvektorin 2. alkio.

Kuviossa funktion x kuvaaja alkaa
arvosta 2 ja y:n arvosta 1. Tarkempi
analyysi osoittaa, ettd molempien
funktioiden kuvaajat ldhestyvit
nollaa ¢:n kasvaessa.

Huomautus 30. Edellisen esimerkin differentiaaliyhtélopari voidaan ratkaista myos eksplisiittisesti.
Ensinnékin, autonomiselle parille saadaan

dy

dy G _—zv _ 1y
dx @& _2x2 44X’
dr
miké on separoituva yhtalo:
1 1
4/fdy: /fdx—kC,
y X
miké voidaan kirjoittaa muotoon
4Iny =Inx+C,

ja edelleen y* = ¢Cx. Vakio e saadaan alkuehdoista sijoittamalla = 0: y(0) = 1 ja x(0) = 2. T#ll6in
1* = €2, josta €€ = % Télloin siis y = {‘/X, mutta miten pari (x,y) kiyttiytyy 7:n funktiona, jii
selvittamatti tdlld tavalla.

Toisaalta taas parin ensimmaéinen yhtdlo on separoituva:

11
—Egd.x:dl‘,

mistd integroimalla saadaan

11
~—=t+C
2y +C3,

jajilleen alkuehto kertoo, ettéd % . % =0+ ;. Ndin ollen x = ﬁ jay =14/ ﬁ.






Luku 5
Usean muuttujan funktioiden differentiaalilaskentaa

Tissd luvussa tarkastellaan yhden muuttujan funktioiden differentiaali- ja integraalilaskennan yleis-
tyksid funktioille, joilla on useampia muuttujia kuin myds funktiolle, joiden arvoa ei kuvata yhdelld
vaan useammalla reaaliluvulla.

Jos funktiolla ajatellaan olevan n reaalista muuttujaa ja funktion arvon ilmaisee m reaalilukua,
voidaan ajatella, ettd funktio on méiritelty jossakin R":n osajoukkossa ja ettd funktio saa arvokseen
R™:n vektorin.

Luonteva tapa késitelld usean muuttujan funktioita on siis tarkastella funktioita f : R" — R,
jolloin muodollisesti funktiolla f on vain yksi muuttuja X, johon kuitenkin siséltyy n koordinaattia:

X = (X1,...,%)-
On myo6s huomattava, ettid funktion R” — R" voidaan jakaa m:ksi funktioksi R” — R, jolloin siis
funktion arvo (R™:n vektori) pisteessi x (R":n vektori) voidaan esittdd muodossa (fi (X),.. ., fin(X)),

missd kukin f; on funktio f; : R” — R. Niin esitettynd funktioita f; sanotaan alkuperdisen funk-
tion f komponenttifunktioiksi tai joskus myods koordinaattifunktioiksi. Talloin merkitddn myos

f:(fla"'7fm)'

Esimerkki 113. Tason esitys napakoordinaateista xy-koordinaatteihin maéérittelee kahden
muuttujan funktion, jolla on my6s kaksi reaalista arvoa. Napakoordinaattiesityksessd

{x rcos 6

y = rsin6

r merkitsee pisteen (x,y) etdisyyttd origosta ja 0 origosta pisteeseen (x,y) kulkevan janan ja
x-akselin vilistd kulmaa. Muunnos napakoordinaateista xy-koordinaatteihin voidaan siis kir-
jottaa funktiona R? — R2,

f(r,0) = (rcos6,rsin6).

Komponenttifunktiot fi(r,0) = rcos 0 ja f>(r,0) = rsin 6, ja niilld merkinn6illd

f(r79) = (fl (r79)7f2(r79))'

Esimerkki 114. Pallokoordinaateissa (r,0,¢) r € [0,c0) merkitsee pisteen etiisyyttd origosta,
6 € [0,27), kulmaa xz-tason ja ¢ € [0, ) kulmaa z-akselin vililld. Yhteys xyz-koordinaatiston
vililld voidaan esittdd seuraavasti:

x = rcos 0sin ¢
y = rsin0sin ¢
Z = rcos¢.

Jos merkitédn fi(r,0,¢) = rcos@sing, f>(r,0,0) = rsinOsing ja f3(r,0,0) = rcos¢@, on
muunnos pallokoordinaateista suorakulmaisiin koordinaatteihin esitettdvissd funktiona f :

R3 _)R?)’ f(raea(P) = (fl(ra97¢)af2(ra07¢)af3(ra67¢))'

69
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Esimerkki 115. Jos A on m X n-matriisi, méarittelee matriisikertolasku x — Ax funktion f : R" — R™.
Tille funktiolle pitee f(ax+by) = A(ax+by) = aAx+ bAy = af(x) + bf(y). Tdmédn ehdon toteut-
tavia funktiota sanotaan lineaarisiksi. Lineaariset funktiot ovat kaikkein yksinkertaisimpia usean
muuttujan funktioita, ja niiden rooli usean muuttujan differentiaalilaskennassa on samankaltainen
kuin kédyrdn approksimointi suoralla yhden muuttujan differentiaalilaskennassa.

Funktioilla, joiden miirittelyjoukko on jokin kolmiulotteisen avaruuden R3 osajoukko, saattaa
olla fysikaalinen tulkinta, olipa maalijoukko R:n, R?:n tai R3:n osajoukko.

Esimerkki 116. Jatkuva funktio (jatkuvuus miiritelliin myohemmin) R? — R esittid pintaa z =
f(x,y). Esimerkiksi f: R — R, f(x,y) = x*> —y* miirittelee hyperbolisen paraboloidin z = f(x,y) =
=y

Esimerkki 117. Jatkuva funktio f = (f1, />, f3), R — R3 esittis kiyrid kolmiulotteisessa avaruudes-
sa. Jos jokainen komponenttifunktio f; on liséksi derivoituva, sanotaan, ettd kdyri on siled.

Esimerkki 118. Funktio f: R® — R voi esittii fysikaalista skalaarisuuretta. Esimerkiksi kolmiulot-
teisen kappaleen lampotilaa T pisteessi X = (x,y,z) voidaan esittid funktiolla f : R — R, T = f(x).

Esimerkki 119. Niin sanottuihin vektorisuureisiin liittyy suuruuden (itseisarvon) lisdksi myos suun-
ta. Esimerkiksi magneettikentin voimakkuutta ja suuntaa kussakin avaruuden R> pisteessi esittiii
kolmiulotteinen vektori — siis avaruuden R alkio. Titen magneettikenttiz voidaan esittii funktiolla
f:R® = R missiy = f(x) on magneettikentiin suuntaa ja voimakkuutta kuvaava vektori y € R?
pisteessi x € R3.

5.1 Jatkuvuus

Usean muuttujan funktioiden yhdeydessé tarvitaan Insindorimatematiikka IIA:ssa esitettyjd kisit-
teitd. Vektoreiden x = (x1,...,%,) jay = (¥1,...,¥n) € R" pistetulo (sisditulo) méiriteltiin x -y =
X1Y1 + -+ -+ XnYn, ja timin perusteella vektorin x € R” pituus (normi) ||x|| = v/X-x.

Seuraava lause esittdd kvantitatiivisesti intuitiivisen idean, jonka mukaan vektorin koordinaatit
ovat pienet, mikéli vektorilla on pieni normi, ja pdinvastoin, vektorin normi on pieni, jos sen koordi-
naatit ovat pienet.

Lause 21. Vektorille x = (x1,...,x,) € R" pdtee

bl < Il < b 4.+ ol

Todistus. Jitetdadn harjoitustehtavéksi.

Normikisitteiden perusteella méiritelladn avaruudessa R” vektoreiden etiisyys.

Mairitelmé 42. Vektoreiden x jay € R” etdisyys médritelldan

d(x,y) =[xyl

Aiemmasta lauseesta seuraa tdlloin suoraan, ettd jos kaksi vektoria ovat ldhelld toisiaan, ovat
niiden kaikki vastinkoordinaatit 1dhelld toisiaan ja pdinvastoin.

Edellisen miiritelmén mukainen etiisyys vastaa R>:ssa ja R”:ssa tavanomaista eukliidista etii-
syyttd ja normin kolmioepiyhtélosti seuraa, ettéd
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d(x,z) = |[x—z|[ =[x —y+y—z|[ < [[x—y[|+ [y —z[| = d(x,y) +d(y,2).

Myos kasitteilld raja-arvo ja jatkuvuus on viliton vastineensa usean muuttujan funktioiden teo-
riassa.

Mairitelmi 43 (Raja-arvo). Olkoon f funktio R” — R™. Sanotaan, ettd funktion f raja-arvo
pisteessi a € R" on'y € R™ ja merkitddn

lim f(x) =y,

X—a

mikili f(x) saadaan miten tahansa ldhelle pistettd y, kunhan vain x # a valitaan riittdvin
lahelta pistettd a.

Tasmillisemmin ilmaistuna: Funktion f : R” — R™ raja-arvo pisteessd a on y, jos jokaista
positiivilukua € on olemassa luku & > 0 siten etti

d(f(x),y) <e,

mikali
0<d(x,a) < 0.

My®6s jatkuvuuden médritelmi voidaan esittdd samankaltaisena kuin reaalilukujen tapauksessa:

Miiéritelmi 44. Funktio f : R” — R"™ on jatkuva pisteessda a € R”, jos f on ensinndkin maa-
ritelty pisteessi a ja jos jokaista positiivilukua € kohti on olemassa positiiviluku J, siten, ettid

d(f(x),f(a)) <&,

kunhan x on valittu niin ldhelti a:ta, ettid

d(x,a) < .

Huomautus 31. Merkintédd d(x,y) = ||x — y|| kidyttimilld jatkuvuuden mééritelmi voidaan Kirjoittaa
seuraavasti: Jokaista positiivilukua € kohti on olemassa 8, > O siten, ettd

If(x)— f(a)|| <& ainakun |x—a|| < &.

Usean muuttujan funktion jatkuvuus voidaan péitelld komponenttifunktioiden jatkuvuudesta, ku-
ten seuraava lause asian ilmaisee.

Lause 22. Jos funktiot f; : R" — R ovat kaikki jatkuvia pisteessd a, niin myos funktio f : R" —
R™, f(x) = (f1(x),...,fm(X)) on jatkuva pisteessi a. Kdiiintden, jos funktio f : R" — R™ on
Jatkuva pisteessd a, ovat kaikki komponenttifunktiot f; jatkuvia pisteessd a.

Todistus. Jos kukin komponenttifunktio f; : R” — R on jatkuva, on positiivilukua % kohti olemassa
luku §; > 0 jolle pitee |[x —a|| < & = |fi(x)— fi(a)| < £. Kun valitaan § = min{4y,...5,},
saadaan
IF(x) = f@)l < 1fix) = fi(@)[+... +[fa(x) = fula)]
&€ &€
< 4.+ -=¢,
n n

miki kertoo sen, ettd || f(x) — f(a)|| saadaan kylld pienemmiksi kuin €, kunhan vain ||x — a|| on
pienempi kuin 6 = min{Jy, ..., 5, }.
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Oletetaan sitten, ettd f : R” — R™ on jatkuva ja ndytetédn, ettd kaikki komponenttifunktiot f; ovat
jatkuvia. Témé seuraa suoraan epayhtélosti

[fi(x) = fi(a)| < [|f(x) = f(a)]|.O

Edellisen lauseen mukaan funktion R” — R™ jatkuvuus on sama asia kuin komponenttifunk-
tioiden f; : R" — R jatkuvuus. Tilloin siis on vield tarkasteltava, miten funktioiden f : R” — R
jatkuvuutta voitaisiin kéasitell&.

Lause 23. Projektiofunktiot R” — R, p;(x,...,x,) = x; ovat jatkuvia. Lisciksi

1. Jos f ja g : R" — R ovat jatkuvia pisteessi a € R”, niin myos funktio of + g : R" — R
on.

2. Funktio fg on jatkuva pisteessd a jos f ja g ovat.

3. Funktio Jé on jatkuva pisteessd a, jos g(a) # 0.

Todistus. Projektiofunktioiden jatkuvuus seuraa suoraan epiyhtilosti |x; —a;| < ||x — a||. Lauseen
muut kohdat todistetaan oikeaksi samalla tavalla kuin vastaavat tulokset reaalifunktioille. O

Lause 24 (Yhdistetty funktio). Jos f : R” — R™ on jatkuva pisteessii a € R" ja g : R™ — Rk
Jjatkuva pisteessd b = f(a), niin yhdistetty funktio go f : R" — R* on jatkuva pisteessii a.

Todistus. Todistus on tdsméilleen samankaltainen kuin vastaavan, reaalifunktioita koskevan tuloksen
todistus: On niytettivi toteen, ettd ||g(f(x)) — g(f(a))|| saadaan mielivaltaisen pieneksi, kunhan
||x — a|| valitaan kyllin pieneksi (harjoitustehtdvd). O

Esimerkki 120. Naytetdén, ettd esimerkin 113 funktio
f(r,0) = (rcos0,rsin0)

on jatkuva. Lauseen 22 perusteella riittdd osoittaa, etti komponenttifunktiot fi(r,0) = rcos0 ja
f2(r,0) = rsin 0 ovat jatkuvia.

Ensinn#kin voidaan todeta, etté funktiot (r,0) — rja (r,0) — 0 ovat projektiofunktioina jatkuvia
(lause 23). Funktio (r,68) — cos 0 taasen on jatkuva jatkuvien funktioiden (r,0) — 6 ja 6 — cos0
yhdistettyné funktiona. Edelleen, funktio fi(r, 6) = rcos 6 on jatkuva jatkuvien funktioiden (r, 6) —
rja (r,0) — cos 0 tulona jatkuva. Samoin voidaan todeta, etti komponenttifunktio f, on jatkuva.

Usean muuttujan funktioiden raja-arvo on kuitenkin ongelmallisempi késite kuin vastaava yhden
muuttujan tapauksessa. Voidaan nimittdin ajatella, ettd jotakin pistettd a ldhestytdin eri suunnista.

Esimerkki 121. Tarkastellaan funktiota f : R\ {(0,0)} — R,

xy

24y e-b

flxy) =

Funktio ei ole méiritelty origossa, mutta jos origoa ldhestytidin suoraa y = kx pitkin, on tilli suoralla

xkx  k
X2+ (kx)2 1k

flxkx) =

Tistd seuraa, ettd funktion (5.1) arvoa origossa ei voi méiritelld siten, ettd funktiosta tulisi origossa
jatkuva, silld kutakin k:n arvoa kohti saadaan oma raja-arvonsa.

Titen siis jo R?:ssa voi olla ddrettomin monta eri raja-arvoa lihestyttiessi tarkasteltavaa pistetti
eri suunnista. Koska reaaliakselilla R suuntia oli vain kaksi, oli mahdollisia raja-arvojakin vain kaksi:
oikeanpuoleinen tai vasemmanpuoleinen.

Eri ldhestymissuuntien lisdksi on my6s mahdollisesti olemassa eri ldhestymistapoja (esim. pistet-
td lahestyvid spriraalia pitkin), joilla saadaan erilaisia raja-arvoja funktiolle f. Jos kuitenkin maéri-
telmén 43 ehto pitee, tuottavat kaikki mahdolliset ldhestymistavat saman raja-arvon.
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Jatkuvuuden kisite yleistettiin aiemmin ja derivoituvuuden kisite usean muuttujan funktioille
esitetddn tuota pikaa. Myos suljetun vilin kisite on melko suoraviivaista yleistad R":dén: suljettu
vili [a,b] voidaan yleistid karteesiseksi tuloksi.

Miiritelmi 45. Avaruuden R” suljettu véli on karteesinen tulo
[al,bl] X [az,bg] X...X [an,bn]. (52)

Avaruudessa R? vilin geometrinen vastine on suorakaide ja avaruudessa R? suorakulmio. Kun
n > 3, visuaalinen esitysmahdollisuus puuttuu, mutta tastd huolimatta joukkoa (5.2) kutsutaan
my0s avaruuden R” suorakulmioksi.

Niin yleistetty vélin késite ei kuitenkaan ole tarkoituksenmukaisin funktioiden &ddriarvoja etsit-
tdessd. Osoittautuu, ettd tdlldin luontevin suljetun vilin yleistys on kompakti joukko. Intuitiivisesti
kompakti joukko merkitsee avaruudessa R” rajoitettua joukkoa, joka sisdltdd reunansa. Tasmallistd
madritelmdd varten on otettava kdyttoon seuraavat késitteet.

Mairitelmé 46. R-siteinen, x-keskinen avoin pallo avaruudessa R” on joukko
B(x,R) = {y e R" [ [[x—yl|| <R}.

Pallo B(x,R) siis koostuu niisté avaruuden R”" pisteistd, jotka ovat alle R:n etiisyydelléd pis-
teestd x.

Miiritelmé 47. Joukko A C R” on kompakti jos se on sekd suljettu ettéd rajoitettu (ndma ké-
sitteet maaritelldan seuraavaksi).

Miiritelmé 48. Joukko A C R” on rajoitertu jos on olemassa sellainen M, etté ||x|| < M aina,
kun x € A. Toisin sanoen, A on rajoitettu joukko, jos se sisdltyy johonkin origokeskiseen, M-
sateiseen palloon.

Esimerkki 122. x-akseli {(x,0,0) | x € R} avaruudessa R ei ole rajoitettu, silli ||(x,0,0)|| = |x| joten
siis x-akselilla on pisteitd, joilla on miten suuri normi tahansa.

Esimerkki 123. Ellipsoidi (%)2 +y? 4972 = 1 on rajoitettu, silld jokainen ellipsoidin piste toteuttaa

2 .
1= (3)"+y*+922 > x>+ 1y + 122 = 1 [(x,3,2)||% joten || (x,y,2) || < 2.

Esimerkki 124. Yksivaippainen hyperboloidi x* +y? — z2 = 1 ei ole rajoitettu, silli siihen kuluu pis-
teitd (a, 1,a), joiden normi ||(a, 1,a)|| = V242 + 1 voi olla miten suuri tahansa.

Mairitelmé 49. Joukko A C R" on suljettu jos sen komplementti R” \ A on avoin.

Mairitelmé 50. Joukko A C R” on avoin, jos sen jokaisen pisteen X ympdrille voidaan asettaa
jokin g-siiteinen pallo B(x, €), joka sisiltyy joukkoon A.
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Esimerkki 125. Pallo B(x,r) on avoin joukko, silld jos y € B(x,r), on méidritelmdn mukaan d =

|ly —x|| < r, joten pisteen y ympdérille piirtdd rgd-sﬁteinen, joukkoon B(x,r) siséltyvi avoin pallo.

Esimerkki 126. Joukko

B(x,R) ={y e R"|[ly—x|| <R}

on suljettu joukko, silli sen komplementti R" \ B(x,R) on avoin. Tdmé nihdéén siten, ettd jos y €
R"\ B(x,R), on d||y — x|| > R ja tillin pisteen y ympirille voidaan piirtai £74-siteinen, joukoon
R"\ B(x,R) kuuluva pallo.

Esimerkki 127. R:ssd suljetut vilit [a, b] ovat suljettuja joukkoja ja avoimet vilit (a,b) avoimia jouk-
koja. Puoliavoimet vilit [a,b) tai (a, D] eivit ole suljettuja eivitkd avoimia joukkoja.

Avaruuden R” joukko voidaan usein ndhdid suljetuksi kdyttdmalld seuraavaa lausetta, jonka todis-
tus sivuutetaan.

Lause 25. Jos f : R" — R on jatkuva ja A on suljettu R:n joukko, niin myos £~ (A) on suljettu.

Liséksi pitee seuraava tulos:

Lause 26. Suljettujen joukkojen leikkaus on suljettu. Adrellisen monen suljetun joukon unioni
on suljettu. Suljettujen joukkojen karteesinen tulo on suljettu.

Todistus. Harjoitustehtidva.

Esimerkki 128. Avaruuden R3 yksikkopallon pinta x> +y? 4+ z> = 1 on suljettu joukko, silli on sulje-
tun joukon [1,1] = {1} alkukuva jatkuvassa kuvauksessa f(x,y,z) = ||(x,¥,z)|| (miksi timi kuvaus
on jatkuva?).

Myos yksikkopallo B(0, 1), jonka mésrittid epayhtild x2 +y? 4+ z2 < 1 on suljettu joukko, silld se
on suljetun joukon [0, 1] alkukuva £~([0,1]).

Lause 27. Kompaktissa joukossa A C R" mddritellylld jatkuvalla funktiolla f : A — R on sekd
maksimi ettd minimi.

Todistus. Sivuutetaan.

5.2 Osittaisderivaatat

Osittaisderivaatan késitettd on kdsitelty jo aiemmissa Insinddrimatematiikan osioissa. Kerrataan ja
yleistetddn tima kisite ja esitetddn jatkossa tarvittava tulos osittaisderivoinnin jérjestyksen vaihta-
misesta.

Madiritelmé 51. Funktion f : R” — R osittaisderivaatta i:nnen muuttujan x; suhteen pisteessi
a=(aj,...,a,) € R" on

. f(ala"-7ai—17ai+h7ai+la"'7an)_f(a17~~~7an)
—(a) =
<9x,~( ) hlir(lJ h ’

mikéli raja-arvo on olemassa. Osittaisderivaatasta i:nnen muuttujan suhteen kdytetddn myos
merkint6jd fy,(a) ja Dy, f(a). Jos muuttujien x;, X2, ..., X, on kiinted, niin osittaisderivaatasta
Dy, f(a) kéytetddn myos merkintdd D; f(a).
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. . . . . . sees . setae 2 :
Miaéritelmi 52. Toisen kertaluvun osittaisderivaatoista kédytetddn merkint6ja %, Jrixj» Dxxe f , @i
Jjori

Grsens ] Af . 9*f g 2 g o 0 e oo
Lause 28. Jos osittaisderivaatat Txox 19 Fxom ovat olemassa jossakin pisteen a ympdristossd
Jja jatkuvia pisteessd a, niin
*f *f (@)
——(a) = a).
8x,~8xj 8xj8x,~

Todistus. Pitkd, sivuutetaan.

5.3 Differentioituvuus

Palautetaan mieleen kurssilta Insinoorimatematiikka IB kisite derivoituvuus: Sanotaan, ettd re-
aalifunktio f on derivoituva pisteessi x, jos on olemassa sellainen luku k ja funktio €(h), ettd
lim;,_,o€(h) = €(0) =0 ja

F(x+h)—f(x) =kh+e(h)h. (5.3)
Yhtild (5.3) ilmaisee sen, etti funktion arvon muutosta f(x+ k) — f(x) (pisteessi x) voidaan arvioida
x:n muutoksen 4 ensimmaéisen asteen polynomifunktiona i — k- h:

fx+h)—f(x)~k-h,

kun % on pieni. Yhtélossd (5.3) esiintyvéa lukua k kutsutaan funktion f derivaataksi pisteessi x ja
merkitdin k = f’(x). On siis huomattava, ettd yhtilossi (5.3) esiintyvé luku k (samoin kuin funktio
£(h)) voi riippua pisteen x arvosta.

Esimerkki 129. Olkoon f(x) = x> — x +2. Tilloin

fx+h) = f(x) = (x+h)* = (x+h)+2— (x* —x+2)
=X+ 2h+h —x—h+2-x"+x-2
= 2h—h+h* = (2x— 1)h+ 1
= (2x—1)h+¢e(h)h,
kun merkitéin €(h) = h. Titen siis f/(x) = 2x— 1 ja ylld olevan yhtidlon mukaisesti lauseketta f(x+
h) — f(x) (funktion f muutosta) voidaan approksimoida lausekkeella (2x — 1)A /:n ollessa pieni.

On myds huomattava, ettd derivaatan méiritelméssi esiintyvé funktio f (k) = k- h on lineaarinen,
toisin sanoen f(ah + bhy) = k(ahy + bhy) = akhy + bkhy = af (hy) + bf (ha).

Lineaarikuvauksen f : R — R suoraviivainen yleistys on késitelty Insind6rimatematiikka IA:ssa:
lineaarikuvaus f : R" — R voidaan esittidd m X n-matriisin A avulla, jolloin

f(x) = Ax,

kun x ajatellaan sarakevektoriksi (n x 1-matriisiksi).
Derivaatan kisite yleistetddn kayttdmailld lineaarisen approksimaation vaatimusta. Télloin myos
termi “derivoituvuus” korvataan termilld “differentioituvuus”.

Miiritelmé 53. Funktio f : R” — R™ on differentioituva pisteessi X, jos on olemassa sellai-
nen lineaarikuvaus 7' : R" — R™, ettd

f(x+h)—f(x) = Th+e(h)|[h]],

missi €(h) on ehdon %irr%) g(h) = €(0) = 0 toteuttava funktio R" — R™.
—
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Miiéritelmi 54. Jos f : R" — R on differentioituva, kutsutaan maéritelman (53) lineaariku-
vausta T : R"” — R™ funktion f (Fréchet’n) derivaataksi pisteessd X ja siitd kdytetdan merkin-
tdd D f(x). Derivaatan D f(x) matriisia kutsutaan Jacobin matriisiksi (pisteessi x) ja merkitdin

Jr(x).

Taustatietoa

Maurice Fréchet (1878-1973) oli ranskalainen matemaatikko. Hin
kehitti topologiaa, ns. metristen avaruuksien kisitteen ja esitti yleisen
madritelmén derivaatalle metrisissd avaruuksissa. Héin esitti mm. tdlla
kurssilla kaytettavin kompaktiuden késitteen.

(kuva: Wikimedia Commons)

Taustatietoa

o
J_v;ll’y

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804—1851) oli saksalainen matemaatikko,
joka kehitti ns. elliptisten funktioiden teoriaa, differentiaaliyhtidloiden
teoriaa, sekd Newtonin mekaniikkaa yleisempddn muotoon. Jacobia
pidettiin my0s erinomaisena opettajana.

(kuva: Wikimedia Commons)

Differentioituvuus pisteessi x tarkoittaa siis sité, ettd funktion f muutosta f(x+h) — f(x) voidaan
approksimoida lineaarikuvauksella niin hyvin, ettd approksimaation virhetermi ldhestyy nollaa hyvin
voimakkaasti, kun h — 0.

Vilittomésti voidaan nihdi, ettd f(x+0) — f(x) = 0, joten 70 = 0 — ominaisuus, joka on oltava
voimassa kaikille lineaarikuvauksille. Jos funktion f : R* — R komponenttifunktiot voidaan esittid
Taylorin polynomien avulla, voidaan mééritelméssa esiintyvi lineaarikuvaus saada esille suoravii-
vaisesti erottamalla lausekkeen f(x+h) — f(x) 1. asteen termit korkeamman asteen termeist.

Esimerkki 130. Tarkastellaan esimerkin 113 funktion f(r,0) = (rcos 0, rsin0) differentioituvuutta
pisteessd 0 = (0,0).
Télloin on siis arvioitava muutosta

F(0+h)— £(0) = f(h) = (hicoshy,h; sinhy)
kun vektori h = (1, h,) on ldhelld nollaa. Kirjoitetaan

(hicosha. hysinha) = (i (1= 0(h2)). hy - O(h2) = (i =11 0(h2). 11 O(h))
= (h1,0) + (hO(h2),h1 O(h2)).
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Nyt siis lineaarikuvaus T (hy,hy) = (h1,0) on funktion f Fréchet’n derivaatta pisteessi (0,0). Muo-
dollista todistusta varten tulee vield arvioida jadnndstermii: (h;O(hy),h1O(hy)). Merkitidédn

e(h) = ||| (11 O(h2),h1 O(2)),
jolle saadaan arvio

d((h),0)* = |le(m)|* = [[h]| (21 O(h2))* + (11 O(h2))?)
< [Ih[|~2Ching < C|h]|72[[h||* = C|[h|[* = Cd(h,0)*,

joten €(h) — 0, kun h — 0. Y114 esiintyvi vakio C saadaan ordomerkinnén vakioista.

Huomautus 32. Lineaarikuvauksen T (hy,hy) = (h1,0) matriisi on ((1) 8), silld (1 0) (h1> =

00 hy
0/ Lineaarikuvauksen R" — R matriisi puolestaan on muotoa 1 X n, siis vaakavektori, jolloin
siis lineaarikuvaus R” — R on muotoa
X1 X1
X2 X2
e (aar a0 | =maxitaxnt . Fax, =acx,
Xn Xn
missi a - x tarkoittaa vektoreiden a = (aj,ay,...,a,) jax = (x1,x2,...,x,) pistetuloa. Titen lineaari-

kuvaus R" — R voidaan siis yhtd hyvin kirjoittaa muotoon X +— a - X.

Huomautus 33. Funktioille f : R> — R lineaarikuvaus saa muodon

(;“) > (ab) (’y“) = ax+by.

Tillsin siis differentioituvuus pisteessi X, funktiolle f : R> — R voidaan kirjoittaa muotoon
F(xo+h) — f(x0) = ah+ bk +e(h)h]], (5.4)
missd on merkitty h = (h, k). Jos edelleen merkitisn Xy = (xg,yo), voidaan (5.4) kirjoittaa muotoon

f(xo+h,yo +k) — f(x0,y0) = ah + bk + €(h,k)\/ h2 + k2, (5.5)

missé €(h,k) — (0,0) kun (h,k) — (0,0). Yhtdlon (5.5) mukaan muutosta pisteesti zo = f(xo,¥0)
pisteeseen z = f(xo + h,yo + k) voidaan arvioida lineaarisen lausekkeen avulla:

Z—20 ~ ah+ bk.
Kun merkitéddn (x,y) = (xo +h,yo + k), voidaan ylldoleva approksimaatio kirjoittaa muotoon
z—2z0 ~ a(x—xo) +b(y — o).

Tasoa
a(x—xo) +b(y—yo) —(z—20) =0 (5.6)

sanotaan pinnan z = f(x,y) tangenttitasoksi pisteessi (xo,yo).

Samoin kuin yhden muuttujan funktioiden kohdalla, differentioituvuus takaa jatkuvuuden:

Lause 29. Pisteessd x differentioituva funktio on myds jatkuva pisteessd X.

Todistus. Helppo, jitetddn harjoitustehtaviksi.
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Lause 30. Jos f: R" = R", f = (fi,..., fn) on differentioituva pisteessd x, ovat kaikki osit-

. . fi - .. . . ... . ...

taisderivaatat a—){’ pisteessd X olemassa, ja lineaarikuvauksen T matriisi (Jacobin matriisi)
J

on

(Jr(x))ij=Tij = 3—xj(X)-

Todistus. Viittimd seuraa tarkastelemalla muotoa h = (0,...,Aj,...,0) olevia muutosvektoreita.
Yksityiskohdat jdtetddn harjoitustehtiaviksi. O

Huomautus 34. Edellisen lauseen mukaan huomautuksessa 33 on

(@8) = (5 0) S 0

jolloin siis tangenttitason yhtilo (5.6) saa muodon

8];(;60) (x—x0) + 9]‘3(;0)@_%)_(2_%) o

Pinnan z = f(x,y) tangenttitason normaalivektori pistessi (xp, o) on siis

df(x0) 9f(yo)
( ox  dy =D

Yleisemmin voidaan osoittaa, ettd pinnan F(x,y,z) = 0 normaaliksi voidaan valita vektori

(BF JoF OF )
ox’ dy’ dz
(tdta asiaa kasitelldan myohemmin).
Esimerkki 131. Pisteessi (r, 0) esimerkin (130) funktion f(r,0) = (fi(r,0), f2(r,0)) = (rcos 8, rsin0)
Jacobin matriisi on
% g‘i& [ cosB —rsin@
71;2 T};Z “ \'sin@ rcosf |-

Jos valitaan (r,0) = (0,0) saadaan Jacobin matriisiksi

(00)
()= (00) ()= ()

joka 16ydettiin jo esimerkin 130 yhteydessa.

mité vastaava lineaarikuvaus on

Edellisessi lauseessa mainittujen osittaisderivaattojen olemassaolosta pisteessid x ei kuitenkaan
seuraa vilttamaittd funktion f differentioituvuus. Differentioituvuus voidaan kuitenkin taata mikali
osittaisderivaatat ovat jatkuvia.

Lause 31. Oletetaan, etti funktiolla f = (fi,...,fm) on jossakin pisteen X ympdristdssd ole-
massa osittaisderivaatat g—){; Jjotka ovat jatkuvia pisteessd X. Tdlloin f on differentioituva pis-

teessd X.
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Miéritelma 55. Funktion f : R" — R, Jacobin matriisia (1 x n-matriisi eli vaakavektori) kutsutaan
gradientiksi ja merkitdan
af af

Vf=(=—,....,=).
f (aXI ’ axn)
Merkintd V f luetaan ” f:n gradientti” tai nabla f.

Huomautus 35. Edellisen mééritelmén merkintéi kdyttden funktion f: R" = R™, f = (f1, f2,. ., fm)
Jacobin matriisi voidaan kirjoittaa muotoon

Vi
Vi
V fn
Huomautus 36. Huomautuksen 34 mukaan gradientilla on geometrinen tulkinta: pinnan F(x,y,z) =

0 normaaliksi voidaan valita VF. Myohemmin néhdéin, ettd muissa yhteyksissi gradientilla on myos
toisenlaisia geometrisia tulkintoja.

Esimerkki 132. Olkoon f : R* = R, f(x,y,z) = sin(2), jolloin gradientti pisteess (x,y,z) on

af df o
f= (a—j: &—i a—JZC) (cos(?)% cos(%)é,—cos(%)é—g).

Miiritelmi 56 (Kokonaisdifferentiaali). Funktiolle f : R” — R differentioituvuusehto voi-
daan edelldmainitun perusteella kirjoittaa muotoon

f(x+h) = f(x) = V/(x) -h+|[h[[e(h),

misséd €(h) — €(0) =0 kun h — 0.
Differentioituvuuden méaritelmissa esiintyvai lineaarista osaa

Vf(x)-h= af( )h+ +a§ix)hn

kutsutaan funktion f kokonaisdifferentiaaliksi pisteessd X. Jos merkitddn h; = dx; ja df =
Vf(x)-h, voidaan kokonaisdifferentiaalin lauseke kirjoittaa muotoon

af of

df: a—xldx1++a—xndxn

Koska differentioituvuuden ehdossa jidlkimméinen epilineaarinen osa ||h||e(h) ldhestyy nollaa
epsilonin ldhestyessi nollaa, on kokonaisdifferentiaali tarkentuva approksimaatio muutokselle

Sl +dxr,. . x+dxy) — flxr,...,x);
sitd tarkempi mité lihempénd nollavektoria vektori (dxy,...,dx,) on

Esimerkki 133. Arvioidaan, kuinka paljon tulo xy muuttuu, jos mitatuissa arvoissa x = 10 jay = 50
on virhe (dx,dy), jolle pitee |dx| < 0,1 ja |dy| < 0,2. Till4 siis tarkoitetaan, etti todelliset arvot ovat
vililld x € [10 — 75,10+ 75] jay € [50 — 15,50+ 5.
Funktion f : R?> — R, f(xy) = xy kokonaisdifferentiaali on
af af

df = e dx-i—a—dy ydx+xdy.

Jos tillsin esimerkiksi (x,y) = (10,50) ja |dx| < 0,1 seki |dy| <0,2 on

|df| = |50 dx+10- dy| < 50|dx|+10|dy| <50-0,1+10-0,2=17.
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On kuitenkin huomattava, ettd ndin saatu yldraja (7) virheelle koskee vain kokonaisdifferentiaalin
df itseisarvoa, ei todellisen muutoksen itseisarvoa. Toisaalta taas kokonaisdifferentiaali on hyvai li-
kimadrdistys todelliselle muutokselle, kun muutos on pieni suhteessa alkuperiiseen arvoon (10,50).
Tamén esimerkin lukuarvoilla kokonaisdifferentiaali antaa melko hyvin arvion funktion todellisen
arvon muutoksesta.

Tarkempi arvio todellisesta muutoksesta saadaan viliarvolauseen yhteydessa.

5.4 Suunnattu derivaatta

Miiritelmi 57. Olkoon f : R” — R ja u € R” sellainen, etti ||u|| = 1. Jos raja-arvo

.1
lim - (f(x+hw) = £(x))

on olemassa, sitd sanotaan f:n suunnatuksi derivaataksi tai Gdteaux:in derivaataksi pisteessi
x suuntaan u. Suunnatusta derivaatasta kiytetdéin merkintoji oy f(x), g—ﬁ f(x) ja Dy f(x).

Taustatietoa

René Gateaux (1889-1914) oli ranskalainen matemaatikko, joka tunnetaan suunnatun derivaa-
tan kasitteestd. Hédn kuoli taistelussa 1. maailmansodan alkupéivind

Suunnattu derivaatta yleistéi osittaisderivaatan kiisitteen: Jos nimittdin valitaanu=e; = (0,...,1,...,0)
(luonnollisen kannan i:s vektori), huomataan ettd suunnattu derivaatta vektorin e; suhteen on sama
kuin osittaisderivaatta muuttujan x; suhteen.

Jos tarkasteltava funktio on differentioituva (kuten yleensi on laita tdssd kurssissa), on suunna-
tulla derivaatalla derivaatalla yhteys gradienttiin:

Lause 32. Jos f : R" — R on differentioituva pisteessd X ja ||[u|| = 1, niin suunnattu derivaatta
Dy f(x) on olemassa ja

Duf(x) = Vf(x)-u

(vektorien V f(X) ja u pistetulo).

Todistus. Differentioituvuuden midritelmén perusteella
J(x+hu) — f(x) = Df (x)hu+ || hul|g(hu),

misséd €(h) — 0, kun h — 0.
Lauseen 30 perusteella lineaarikuvauksen D f(x) matriisi on V f(x) ja huomautuksen 32 mukaan

Df(x)hu=hVf(x)-u.
Koska lisiksi ||| = |A|, saadaan

L) — () = V() -wt M)

js viite seuraa suoraan tistd, koska e(hu) — 0, kun A — 0. O

Funktiolle f : R> — R suunnatun derivaatan geometrinen tulkinta on samankaltainen kuin reaa-
lifunktioille: Dy, f(x) kuvaa funktion f kasvunopeutta pisteessé x vektorin u suuntaan, ja tulkinta on
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sama kun R?:n sijasta on R”, mutta tilloin visuaalinen esitys ei onnistu kuten R?:n tapauksessa. Ni-
menomaan tamén tulkinnan vuoksi on tdrkedd, ettd suunnatun derivaatan méadritelméssi kédytetdan
yksikkovektoria. Kaytettdessd muuta kuin yksikkovektoria olisi funktion kasvunopeudessa “viari
mittakaava”.

Gradientin osoittamalla suunnalla on erikoisasema suunnattujen derivaattojen joukossa, kuten
seuraava lause osoittaa.

Lause 33. Olkoon f : R" — R differentioituva pisteessd x ja ||u|| = 1. Tdlloin |Dyf(x)| <
[|V£(x)|| ja |Duf(X)| = ||Vf(x)|| tarkalleen silloin kun V f(x) = Au jollekin luvulle A. Télloin
lisciksi Dy f(x) = ||Vf(x)|| jos A > 0 ja Dyf(x) = —||Vf(x)||, jos A <O.

Todistus. Lauseen 32 perusteella

IDuf (%) = [Vf(x) -u| <[[VFE)|]-[[u]| = [V )]

Ylli on kiytetty Cauchyn-Schwarzin epéyhtilod |x - y| < ||x||-||y||- Lauseen jilkimméinen osa seu-
raa siitd, ettd Cauchyn-Schwarzin epiyhtélossi esiintyy yhtésuuruus tarkalleen silloin kun vektorit
ovat lineaarisesti riippuva, sekd analysoimalla tapaukset A > 0 ja A < 0 erikseen. 0O

Edellinen lause siis osoittaa, ettd differentioituva funktio kasvaa jyrkimmin gradientin osoitta-
massa suunnassa (ja vastaavasti vihenee jyrkimmin gradientin suuntaa vastaan).

Seuraus 4. Jos f(x,y,z) = 0 esittdid pintaa avaruudessa R3, on pinnan pisteeseen (x,v,2) ase-
tettu gradientti V f (x,y,z) kohtisuorassa pintaa f(x,y,z) = 0 vastaan. Sama tulos pditee myds
R2:n kiyrille: Jos f(x,y) = O esittid avaruuden R? kéyrdd, on kiyrin pisteeseen (x,y) ase-
tettu gradientti V f (x,y) kohtisuorassa kdyrdd vastaan.

Todistus. Todistuksen tekniset yksityiskohdat ovat tyolditd, mutta ideaa ei ole vaikea l0ytdd. Mieti
miten tdmai tulos seuraa siité, ettd funktion muutos on nopeinta juuri gradientin suuntaan.

5.5 Ketjusiainto

Yhden muuttujan funktioille pitee D(g(f(x))) = Dg(f(x))Df(x), ja seuraava lause yleistdd timén
usean muuttujan funktioille.

Lause 34 (Ketjusiinto). Olkoot f : R" — R™ ja g : R™ — R differentioituvia kuvauksia.
TéllGin yhdistetty kuvaus g o f : R" — R¥ on differentioituva ja

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x).

Todistus. Helppo mutta pitkd, jdtetddn harjoitustehtdvaksi.

Huomautus 37. Kurssilla Insindorimatematiikka IA todettiin, ettd jos matriisit 7" ja S esittévét line-
aarikuvauksia 7 : R” — R” ja S : R” — R ovat lineaarikuvauksia, saadaan yhdistetyn kuvauksen

SoT matriisi tulona ST'. Jos siis merkitédin & = (hy,... ) = go f, on kuvauksen 4 Jacobin matriisi
dhi(x) dhi(x) dhy(x)
ox ox; T dxy
() Il In(x)

Jeg)= | T

8Izk(x) 8hk(x) 8hk(x)
Ixy dx, T dxy
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sama kuin matriisitulo (merkitidn y = f(x))

9dg1(y) 9s1(y) 9g1(y) 9fi(x) 9fi(x) 9f1(x)
y dy Ut dym ox ox o dxy
ol ) ) || a6k ank  apk
dyr 9y 7 dym dx| dxy T dxy
0uy) du) 9% | | 4 ImE)  dfu)
dy| dy, 7 Oym ox dxy T dx
Huomautus 38. Edellisestd esimerkisté selvidd, ettd yhdistetyn funktion go f = (hy,...,h) r:innen

komponenttifunktion osittaisderivaatta gﬁ’ voidaan laskea matriisitulon médritelmén perusteella seu-

raavasti:

gﬁ (x) = g; <f<x>>§—f: (x) + gi (f(x) ‘;jf () 4.+ 35 (F%) cx .
— Vgr(f(x))-(gfi (x),..., ‘Z’j (x)). (5.7)

Jos erityisesti k = 1, siis g on funktio R — R, on &4 = go f funktio R” — R ja tilloin voidaan

kirjoittaa
d(gof) 2fi 9fm

=V . . .
o = Vel (5 (). 5 ), (58)
.. . L d(gof) L L .
siis funktion g o f osittaisderivaatta F) on gradientin Vg(f(x)) ja osittaisderivaatoista muo-
X,
dostetun vektorin 3}2 af
1 m
(8xs (x),..., o, (x))

sisétulo.
Jos lisiksi n =1, on f = (f1,...,/m) : R = R™ ja g : R" — R, ja yhdistetty funktio h = go f
reaalifunktio R — R ja till6in 5.8 saa muodon

D(go f)(x) = Vg(f(x))- (f1(x), /(). fu(x))

o dg / ag
*Txlfl(x)+---+afm(x)

Esimerkki 134. Olkoon h(t) = sin e’i—gz’ Derivaattaa /' (r) laskettaessa voidaan tietysti soveltaa ta-
vanomaista ketjusiintoi tai vaihtoehtoisesti kirjoittaa x = ¢, y = In?# ja z = 1> ja laskea yhdistetyn
funktion 2 = f o g derivaatta, missi g : R — R> on miiritelty g(r) = (¢/,In’z,1*) ja f:R? - R
f(x,y,2) = sin(*¥) kuten esimerkissa 132. Esimerkissi 132 laskettiin, ettd

Vf:(cos(—)-f,cos(—)-z,—cos(—)-—z),
jolloin
/(1) = Dy N eos (). 2 (e 1
f(f)—(COS(Z) Z,COS(Z) = cos (=) 2) (¢ 2Ine,20)
- N X gt
7COS(Z)(Z e+Z 21ntt 2 2t)

e’lnzt) e’ln2t+2e’1nt 2¢' Int

= cos ( 12 12 /3 3 )
etlnzt)ellnt( th2 21m)
=cos(—5—)—5—(Int+-——).
12 12 t t

Esimerkki 135. Selvitetdiin, miten osittaisderivaatat % ja g—{ voidaan méadrittdd osittaisderivaattojen

% ja % avulla, kun x = rcos 0, y = rsin 0 on tavallinen napakoordinaattimuunnos. Lasketaan ensin
(5.7):n mukaan

af of dx df dy df af .
E7$,$+87)}.575-(;059+a—y'slne. (5.9)
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ja
8f78f‘ﬁ 8f.8y af af

96 " ax 26 " ay ﬁ:$~(7rs1n9)+a—y~rcose. (5.10)

Niin saadusta yhtiloparista

cosG'g—iJr sin9~§—§:%
—rsine-% +rcos€-‘3—-§ = 3—5

voidaan ratkaista Gaussin menetelméd kéyttien 9 ja 9 9. ja 21 avulla:
dx dx dr 20

af df sin@ Jf
dx = cost- ar r 06 eI
aIf . df cosO df
Frie sme-—ar =55 (5.12)

Esimerkki 136. Jos osittaisderivaatta ’;—{C : [a,b] X [c,d] — R on jatkuva, niin

b
Flx) = / Flet)dt
a
voidaan derivoida “termeittdin”, ts. “integraalimerkin alta”, kuten aiemmassa luvussa mainittiin:

b
Fl(x) = / % Flet)dr.

Toisaalta taas analyysin peruslauseen (Insindorimatematiikka IB) nojalla tiedetdin, ettad

= [ rwan= s,

kun f on jatkuva funktio. Médritetddn sitten x:n suhteen laskettu derivaatta

" pwna
— x,t)dt,
dx Jg(x)

kun otaksutaan, ettéd f(x,7) on kummankin muuttujan suhteen jatkuva ja x:n suhteen derivoituva
funktio. Merkitdédn ensin

I(x,g,h) = /g " ) di

jolloin 7 : R* — R riippuu muuttujista x, g ja h, mutta koska g ja & riippuvat x:std, riippuu / viime
kidessd pelkistédn x:std. Derivaatan I’ (x) laskemiseen voidaan soveltaa ketjuséinto:

_otox a1g oton
~ Jdxdx dgdx OJhox

h a ’
= [ St fx ) )+ Fx W o).

d
—I h
d.x (x7g7 )

Niin saatua yhtdlod

d [h) h(x) 9 / /
a/g(x) f(x,t)dt:/g(x) af(X,t)dt-l-f(x,h(x))h (x) — f(x,g(x))g (x)

kutsutaan Leibnizin sddnnoksi.

Esimerkki 137. Olkoon

2 .
X sinxt
g(x):/ ; dt.
X
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Leibnizin sdannoén mukaan

2

) smxt smx-x sinx-x
I . Oy — -1
8 X
2sinx®  sinx?
cosxtdt + —
x X X
2
2sinx®  sinx?
— smxt + —
X

smx3 — sinx? n 2sinx®  sinx?  3sinx® — 2sinx?

X X X X

5.6 Usean muuttujan viliarvolause

Differentiaalilaskennan véliarvolauseen (Insin6rimatematiikka IB) mukaan derivoituvalle funktiol-
le f pitee

f)—fla)=f'(E)(b—a),

misséd & € (a,b). Viliarvolause voidaan yleistdd usean muuttujan funktioille seuraavasti:

Lause 35 (Usean muuttujan viliarvolause). Olkoon f : R" — R differentioituva funktio. Tdil-
loin

f(b)—f(a)=Vf() (b—a),
missd & on jokin pisteitd a ja b yhdistivin janan {(1 —t)a+1tb | ¢ € {0,1}} piste.

Todistus. Merkitsemilld g(r) = f((1 —t)a+tb) saadaan yhden muuttujan funktio g : R — R, jolle
g(0) = f(a) ja g(1) = f(b). Tavanomaisen véliarvolauseen mukaan vililld (0,1) on luku &, jolle
pitee

f(b) —f(a) =g(1) —g(0) =¢'(£§)(1-0).

Talloin viite saadaan yleistetystd ketjusddnnosti: yleistetyn ketjusdannon perusteella nimittdin

g(&)=Vf(&) (b—a),
missi § = (1—-&)a+Eb. O

Viliarvolausetta voidaan soveltaa myos virheen arviointiin kuten kokonaisdifferentiaaliakin. Vi-

liarvolauseen etuna on kuitenkin se, ettd tdlloin approksimaatiovirheet voidaan arvioida kattavam-
min.
Esimerkki 138. Kisitelldén esimerkin 133 funktiota f(x,y) = xy ja sen approksimaatiota viliarvo-
lauseen avulla. Merkitdén suureiden x ja y mitattua arvoa a:lla (a = (a;,a2)) ja oikeaa arvoa b:1ld
(b = (b1,b7)), jolloin siis oikean ja mitatun arvon erotus voidaan viliarvolauseen mukaan esittié
muodossa

f(b)—f(a)=Vf(&)-(b—a), (5.13)

missd & on jokin pisteitd a ja b yhdistivin janan piste. Nyt Vf(x,y) = (y,x) ja jos merkitdin & =
(&1,&), voidaan (5.13) kirjoittaa muotoon

f(b) —f(a) = (&,&1) - (b1 —a1,b2 —az) = & (b1 —ar) + &1 (b2 — az).

Oletuksen mukaan |b; —ay| < 0,1 ja |by —az| < 0,2 ja koska & = (1 —¢)a +tb, jollekin luvulle
t € (0,1). Talloin my6s & = (1 —t)a; +1tby ja & = (1 —1t)ay +1tb,, mikd merkitsee, ettd &, € (ay,by)
ja & € (az,by), jolloin siis

|f(b) = f(a)] < |&|[br —ai|+|S1]b2 — ar
< max{|a2| , |b2‘} ‘bl —a1| +max{|a1| , ‘b1|} |b2—a2|. (5.14)
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Esimerkin 133 numeeriset arvot ovat a; = 10, ay = 50, sekd |b; —a;| < 0,1 ja |by —az| <0,2.
Tillsin |by| < 10,1 ja |by| < 50,2. Sijoittamalla ndmé ylidrajaan (5.14) saadaan

|7(b) — f(a)| <50,2-0,1410,1-0,2 ="7,04.

Niin saatu arvio, joka ei lukuarvoltaan paljoakaan poikkea esimerkin (133) arviosta, poikkeaa kui-
tenkin esimerkistd (133) periaatteellisesti, silld tdssi saatu yldraja on ehdoton yldraja mittausvédris-
tymisti johtuvalle virheelle.

5.7 Airiarvot, Lagrangen menetelm:i

Aiemmin (Insindorimatematiikka IB) on todettu, ettd suljetulla vililld / méadritellylld jatkuvalla re-
aalifunktiolla on olemassa sekd minimi ettd maksimi. Jos f on liséksi derivoituva, 16ytyvét ddriarvot
(maksimit tai minimit) kohdista, joissa derivaatan arvo on nolla tai vilin pditepisteistd. Téassd lu-
vussa ndhdiin, ettd samankaltainen tulos patee myos differentioituville funktiolle f : R" — R. Tdssa
yhteydessi késitelladn myds hieman yleisempii ongelmaa, ns. sidottujen ddriarvojen maarittimista.
Sidottujen &ddriarvojen vastine yhden muuttujan funktioiden teoriassa olisi etsid ddriarvoja x-akselin
rajatuilta osilta, mutta jo R?:ssa rajatut osat voivat olla huomattavasti monimuotoisemmat kuin re-
aaliakselilla, joten sidotuilla dériarvoilla ei oikeastaan ole mielekéstd vastinetta yhden muuttujan
funktioiden teoriassa.

Miiritelmé 58. Jos f on funktion R* — R ja on olemassa sellainen pisteen a ymparisto B,
ettd f(x) < (a), aina, kun X € b, sanotaan, etté funktiolla f on lokaali maksimi pisteessé a. Jos
B voidaan valita funktion f koko maédrittelyjoukoksi, sanotaan, ettd maksimi on absoluuttinen
tai globaali. Samoin méidritellddn lokaali ja absoluuttinen minimi.

Lause 36. Oletetaan, ettd ||[u|| = 1 ja etti funktiolla f : R" — R on olemassa suunnattu deri-
vaatta Dy f(X). Tdlléin ddriarvopisteissdi X péitee

Dy f(x)=0.

Todistus. Merkitidén g(r) = f(x+ru), jolloin siis funktiolla g on &iriarvo pisteessd ¢ = 0. Télloin
siis g(0) =0jaDyf(x) =g (0)=0. O

Edellisen lauseen mukaan funktion f &dariarvopisteissid kaikki suunnatut derivaatat ovat nollia.
Koska osittaisderivaatat ovat suunnattujen derivaattojen erikoistapauksia saadaan seuraava lause.

Lause 37. Funktion [ : R" — R ddriarvopisteissd a on

Vf(a)=0.

Edellisen lauseen mukaan siis funktion f : R" — R ddriarvopisteet voivat esiintyid ainoastaan pis-
teissd, joissa gradientti on nollavektori — olettaen, ettid gradientti on olemassa. Kdytinnossid vastaan
voi kuitenkin tulla tilanteita, joissa joukko, josta dériarvoa etsitddn ei ole mikd hyvinsid, vaan hy-
vinkin selvésti rajoitettu. Ndiden ns. sidottujen ddriarvojen késittelyd varten tarvitaan méadritelma
sddnnollisestd pisteestd.
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Miiritelmé 59. Olkoon m < n ja g : R* — R funktio g = (g1, ..., 84m), jonka jokaisella kom-
ponenttifunktiolla g; on jatkuvat osittaisderivaatat. Sanotaan, ettd piste x on funktion g sddn-
nollinen piste, mikili Jacobin matriisin

3x| gxz : 3xn
2x) 2x) ... £x

(5.15)

aste on m, toisin sanoen mikéli matriisin (5.15) rivit muodostavat lineaarisesti riippumatto-
man joukon. Vield toisella tavalla ilmaistuna, piste x on funktion g sd@nnollinen piste, mikili
matriisi (5.15) on tdysiasteinen.

Tapauksessa m = 1, jolloin g on funktio R” — R, merkitsee pisteen x sddnnollisyys siis sitd,
ettd Vg(x) # 0.

Adriarvojen etsimisessi voidaan usein kiyttia Lagrangen menetelmdid, joka perustuu seuraavaan
lauseeseen.

Lause 38. Olkoon m < n, g : R" — R™ ja f : R" — R funktioita, joiden osittaisderivaatat ovat
jatkuvia. Jos piste a on funktion f ddriarvo joukossa g~ (0) = {x | g(x) = 0} ja a on lisciksi
funktion g sddinnollinen piste, niin tilldin on olemassa luvut Ay, ..., Ay, joille piitee

V(f(a)+Aigi(a) +...+ Angm(a)) = 0.

Todistus. Vaikea, sivuutetaan suosiolla.

Taustatietoa

Joseph-Louis Lagrange (1736—1813) oli italialaissyntyinen matemaatik-
ko ja astronomi. Han oli yksi 1700-luvun merkittdvimmisté tiedemiehisté
ja kehitti ns. variaatiolaskentaa, menetelmin #driarvojen l0ytdmiseen,
vakion variointi -menetelmén differentiaaliyhtiloille sekéd lukuteoriaa.
Hin kehitti myos Newtonin mekaniikkaa ja 16ysi stabiilit ratkaisut tai-
vaanmekaniikassa tunnetulle ns. kolmen kappaleen ongelmalle. Hanen
mukaansa on nimetty sijainnit, joista yhteen mm. Euroopan avaruusjar-
jeston Herschel-havaintoasema on ldhetetty.

(kuva: Wikimedia Commons)

Huomautus 39. Edellisen lauseen lukuja Ay, ..., A, kutsutaan Lagrangen kertoimiksi, ja joukosta
27 1(0) loytyvii driarvoja sidotuiksi driarvoiksi. T#lloin kaikkia mahdollisia diriarvoja rajoittavaa
ehtoa g(x) = 0 kutsutaan side-ehdoksi. Aidriarvot 16ytyvit tilldin niiden pisteiden a = (ay,...,a,)
joukosta, jotka ovat joko g:n epésidnnollisii pisteiti tai jotka joillakin lukujen A4, ..., A, valinnoilla
toteuttavat yhtdloryhmén

{ g(a) =0
V(f(a)+2Aigi1(a)+...+ Augm(a)) =0,

miki voidaan yksityiskohtaisemmin kirjoittaa muotoon
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gm(a)' =
2 (f(a) + Aigi () + ...+ Angu(a))
a5 (f(@) +21g1(a) ...+ Augm(a))

2 (f(a)+ M1g1 () + ..+ Angm(a) = 0

I
o oo

Yhtidloryhméssd tuntemattomia ovat siis vektorin a koordinaatit ay, . . ., a, sekéd luvut Ay, . . ., A,,. Tun-
temattomien maérd n 4+ m on siis sama kuin yhtdloiden midrd. Optimointitehtdvin ratkaisemiseksi
ei yleensi kuitenkaan ole tarpeen tietdé lukuja Ap, ..., A,,, joten ne kannattaa pyrkii eliminoimaan.

Esimerkki 139. Funktiolla f(x,y,z) = x> +x+y? + 2 ei ole suurinta arvoa, vaan helposti nihdain,
ettd f saa miten suuria arvoja tahansa.

Tarkastellaan sitten f:n arvoja rajoitetussa joukossa. Valitaan side-ehdoiksi yksikkdympyri ja ta-
so x+y+z =1, jolloin siis tarkastellaan f:n ddriarvoja yksikkdympyrin ja mainitun tason leikkauk-
sessa. Side-ehdon méridviksi funktioksi voidaan tillin valita g : R® — R?, g = (g1,g2), missi

gi(xyz) = +y' +22—1 ja
g(x,y,z) =x+y+z—1.

Talld tavoin madritelty joukko on kompakti (miksi?), joten f saa suurimman ja pienimmin arvonsa
tdssd joukossa.

Adriarvot 16ytyvit siis joko g:n episddnnollisistd pisteiden tai niiden pisteiden joukosta, jotka
toteuttavat yhtdloryhmén

g1(x,y,2) =0

g (x,y,2) =
(f(x,y,z) J'_)“lgl (x7y,z) +12g2(x,y,z)) =0
(f(x,y,z) +)~lgl (x,y,z) —l—lggg(x,y,z)) =0
Z(f(x,y,z)+7ng1(x,y,z)Jrlzgz(x,y,z)) 0

R

Q)

miké voidaan kirjottaa muotoon

P4y 4+ =1
x+y+z=1
2x+14+2Mx+2, =0
2y+2My+22 =0
27420124+ =0

Kahdesta viimeisimmastd yhtalostd seuraa 2(14+A1)(y —z) =0, joten y = z tai A; = —1. Jalkim-
miéisessi tapauksessa neljinnesti yhtilostd seuraa A, = 0 ja kolmannesta taas Ay = —1, miké on
ristiriita. T4lloin siis on oltava y = z, jolloin kaksi ensimmadistd yhtidlod saavat muodon
P +2y? =1
x+2y =1,

minki ainoat ratkaisut ovat (x,y) = (1,0) ja (x,y) = (f%, %) Ainoat pisteet, joissa f:114 voi olla
ehtojen g1 (x,y,z) = 0 ja g>(x,y,z) = 0 sitoma ériarvo, ovat siis (1,0,0) ja (-1, %, %) sekd g:n epi-
sdannolliset pisteet. Suoraan laskemalla saadaan f(1,0,0) =2 ja f (—%, %, %) = % Koska tarkastel-
tava joukko (yksikkopallon pinnan ja tason leikkaus) on kompakti, ovat dariarvot joka tapauksessa
olemassa, joten ne ovat néin 1oydetyissi pisteissi tai funktion g epdsiddnnollisissé pisteissi.

Selvitetdin sitten mahdolliset funktion g epidsidinnélliset pisteet. Funktion g Jacobin matriisi on

dg1 dg1 9gi

Jx dy dz | _ 2x 2y 27

Jdg dg de | T\ 1 1 1)
dx dy 0Jz
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jonka aste on pienempi kuin kaksi tarkalleen silloin kun x = y = z. Téllaisia pisteitd ei kuitenkaan
ole joukossa, jossa gi(x,y,z) =0 ja g2(x,y,z) = 0, joten funktion f g:n sitomiksi dériarvopisteksi
12 2)

jadvit 1oydetyt: maksimi 2 pisteessé (1,0,0) ja minimi % pisteessd (—3, 5,3

5.8 Funktion dériarvojen etsiminen yleisesti

Jos A C R” on epityhjd kompakti joukko ja f : R" — R jatkuva funktio, on lauseen 27 mukaan f:114
on joukossa A sekd maksimi ettd minimi. Jos optimointitehtdvin joukkoa ei voida médrittdad luonte-
vasti side-ehdoilla, voidaan maksimi ja minimi médrdtd 1) etsimilld ne pisteet, joissa f:n gradientti
on nolla tai 2) etsimilld d4riarvot joukon A reunoilta.

Avaruuden R” riittdvin sddnnollisen joukon reunat ovat “alempiulotteisia” kuin joukko A ja til-
16in ddriarvojen etsiminen reunoilta palautuu toisinaan optimointitehtdavién, jossa optimoitava funk-
tio on madritelty avaruudessa, jonka dimensio on pienempi kuin #.

Esimerkki 140. Méiritetddn funktion f(x,y) = 2+ y* — 6 suurin ja pienin arvo kompaktissa (mik-
si?) joukossa
A={(x,y)| 2<x<2,x*<y<4}

Jaetaan joukko A kolmeen osaan:

A ={(x,y) | —2<x<2,x* <y<4} (sisiosa),
Ay ={(xy) | -2<x<2,y =x2} (reuna),
Az ={(x,y) | 2<x<2,y=4} (reuna)

ja selvitetddn aluksi missd f:n gradientti on nolla.
Vf(xvy) = (zx_ 6a2y) = (0’0)

ainoastaa, jos (x,y) = (3,0), mutta tdmi piste ei kuulu joukkoon A. Tillgin siis ddriarvot 16ytyvit
joukon reunoilta. Todetaan, etti

{fey) | (x,y) €A} ={x* +x* —6x| -2<x <2}

ja etti funktion & (x) = x> 4+ x* — 6x derivaatan ainoa nollakohta vililld [~2,2] on 1. Koska & (1) =
—4, hy(—2) =32, h;(2) = 18, on funktion f pienin arvo reunalla A, —4 ja suurin 32. Tarkastellaan
sitten reunaa As.

{f(x,y) | (x,y) €Az} = {x* —6x+16 | -2 <x <2},

eiki funktiolla s (x) = x*> — 6x -+ 16 ole derivaatan nollakohtia vililld [-2,2]. Patepisteissi saatavat
arvot ovat i (—2) = 32 ja hp(2) = 18. Titen funktion f pienin arvo reunalla A3 on 18 ja suurin 32.

Kokoamalla néin saadut arvot yhteen voidaan todeta, ettd funktion f suurin arvo koko A:ssa on
32 ja pienin —4.

Toisinaan voidaan myos paitelld, ettd funktio saa suurimman ja/tai pienimméin arvonsa joukos-
sa A, vaikka A ei olisikaan kompakti. Esim. pienintd arvoa médrittdessd pyritddn etsimdén jokin
kompakti osajoukko A; C A ja 16ytaméédn Aj:ssd funktion arvo, jota pienempid se ei voi saada A:n
ulkopuolelta.

Esimerkki 141. Suorakulmaisen sdrmion muotoisen kannettoman astian tilavuudeksi halutaan 32.
Selvitetiddn, miten seinien ja pohjan mittasuhteet tulee valita, jotta materiaalin tarve (kokonaispinta-
ala) olisi mahdollisimman pieni.

Tatd varten merkitdédn pituutta, leveyttid ja korkeutta x:114, y:1ld ja z:1la, jolloin astian pinta-ala

on 2xz 4 2yz + xy. Astian tilavuus on xyz = 32, joten z = %, jolloin minimoitavaksi i funktio
FOry) =255 42y 54y = § 4§

Tissd optimointitehtévissi vaatimuksena on x > 0 ja y > 0, mutta nididen ehtojen méirdiama nel-
jinnestaso ei ole suljettu eikd rajoitettu joukko, eikd ndin ollen siis myoskddn kompakti. Aédriarvo-

pisteissd on voimassa
64 64
Vf(x,y) = (_xiz +yv_y7 -|—)C) = (070)7
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Gradientin nollakohdat 16ytyvit siis yhtidloparin y = %’ X = 3—3 ratkaisujoukosta. Sijoittamalla x:n

lauseke ensimmadiseen yhtdloon saadaan y = g%, misti saadaan y> = 64 ja siis y = 4. Tillgin x =
S =djaz=33=2.

Niin 16ydetyssi pisteessi (x,y) = (4,4) on itse asiassa funktion f absoluuttinen minimi f(4,4) =
48 (neljannestasossa x > 0, y > 0). Tdtd voidaan perustella nojautuen geometriseen intuitioon tai
seuraavasti:

Joukkoa x > 0, y > 0 voidaan rajoittaa siten ettd ldhelld x- ja y-akseleita funktio saa varmasti

suurempia arvoja kuin 48. Voidaan esimerkiksi todeta, ettd jos 0 < x < 1, on

64 64 64
fy)=—+—+xy=— =64
y X X

vastaavasti jos 0 < y < 1, on myds f(x,y) > 64. Jos taas x > 1 jay > 64, on

64 64
f(x,y)=7+7+xy2xy2y264

ja samoin tapauksessa y > 1 jax > 64 f(x,y) > 64. Tilloin siis kompaktin (miksi) joukon
{(y) [ 1<xy <64}

joukon reunalla tai sen ulkopuolella funktio saa arvoja, jotka ovat suurempia kuin 64. Koska kom-
paktissa joukossa jatkuva funktio joka tapauksessa saa minimiarvonsa ja f(4,4) = 48 on edellisen
mukaan ainoa mahdollisuus, tiytyy tdimén olla funktion f absoluuttinen minimi koko neljannesta-
sossax >0,y > 0.

Esimerkki 142. Olkoon a > 1 ja tarkastellaan pintaa z = e~ Koska x2 + ay® > 0, on pinnan
korkein piste kohdassa (x,y) = (0,0). Selvitetidén, missd pinnan pisteissd voidaan valita mahdolli-

. . . 2 2 .
simman jyrkki laskusuunta. Titd varten merkitidédn f(x,y) = e ™ ~®" ja todetaan, etti

Vi) = (=2xf(x,y), =2ayf(x,y))-

Pisteessd (x,y) jyrkin nousu tapahtuu gradientin suuntaan (vrt. seuraus 4).
Toisaalta suunnattu derivaatta gradientin suuntaisen yksikkovektorin suuntaan on (kun V f(x,y) #
0)
Vf(x>y) . ||Vf(x,y)\|7]Vf(x,y) = ||Vf(x7y)||

Maidéritetddn siis missd funktio
g(6,y) = [IVF(x,3)|[2 = (42 +4a*y?) (e~ 2

saa suurimman arvonsa. Funktion g gradientin nollakohtien méirdamiseksi tulee selvittda yhtdlopa-
rin
x—2x3—2a%xy> =0
a*y —2ax*y —2a%y’ = 0

ratkaisut, jotka ovat (0,0), (0, :t\/%), (j:% ,0). Laskemalla todetaan, ettd g(0,0) =0, g(0, j:\/%)

27“ ja g(:l:%,O) = % On mahdollista valita kompakti joukko, jonka ulkopuolella g saa vain néita

pienempid arvoja (miksi?). Téten <

mahdollisimman jyrkka laskusuunta.

on g:n suurin arvo ja siis pisteissad (O,j:\/%) voidaan valita






Luku 6
Usean muuttujan funktioiden integraalilaskentaa

Riemann-integraalin méaritelmi (Insindorimatematiikka IB) voidaan yleistdd suoraviivaisesti funk-
tioille R” — R. Jos nimittdin

1= [al,bl] X [a27b2] X ... X [ambn]

on avaruuden R” vili (kts. midritelmd 45), voidaan aluksi madritelld vilin I geometrinen mitta (vilin
pituuden yleistys R":ssd)

W)= (br—ar)-(br—az)-...- (by —a).

Tilld tavoin médritelty mitta esittidd pinta-alaa avaruudessa R? ja tilavuutta avaruudessa R>.

Kuten reaalifunktioiden tapauksessa, voidaan kukin vili [a;, b;] jakaa osiin (kts Insindorimatema-
tiikka IB). Jos jokaiselle i € {1,...,n} D; on vilin [a;,b;] jako, sanotaan, etti D = (Dy,Dy,...,Dy)
on vilin I = [ay,by] X ... X [an,b,] jako. Jos kussakin jaossa D; on k; vilin [a;, b;] osavilid, mddrii
jako D = (Dy,Ds,...,D,) k=kj -ky- ...k, kappaletta vilin I osavileji I}, ..., I, joiden unioni on
1. Merkitdan

m; = inf f(x) ja M;=supf(x)

X€l;

Kutakin vilin I jakoa D kohti mééritelldén alasumma

k
Sp=Y m-u(l)
i=1

sekd yldsumma

k
Sp = ZM,‘ -u(L).
i=1

Samoin kuin reaalifunktioiden kohdalla, voidaan osoittaa, ettd kaikki alasummat ovat pienempid
kuin mik4 hyvinsd yldsumma ja ett jakoa tihennettidessi alasumma ei pienene eikd ylasumma kasva.

Miiritelmé 60. Funktio f : R” — R on Riemann-integroituva vililla I, jos

— infS
SLD1p§D 11% Sp,

missad D kiy ldpi kaikkien vélin / jakojen. Télloin sanotaan yldasummien infimumia (miké siis
on yhtédsuuri kuin alasummien supremum) funktion f : R” — R Riemann-integraaliksi yli vélin
I ja merkitddn

/f:/f(x1,...,xn)dx1...dx,,:/f(x)dx:supQD:infSD.
1 1 1 D 2

Usein joudutaan kuitenkin tarkastelemaan integraalia yli sellaisen joukon A C R”, joka ei ole
vili. Integrointi yli rajoitetun joukon A joka ei ole vili, kisitelldén teoreettisesti madrittelemalld uusi

91
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funktio f4 : R" — R seuraavasti:

f(x), josx €A,
0, muulloin,

Jax) = {

mink4 jalkeen funktion f integraali yli joukon A miiritellddn valitsemalla jokin joukon A sisdltidva

vili I ja midrittelemalld
/ f= / fa-
A Ji

Funktioiden f : R" — R Riemann-integraaleille pdtee samankaltainen tulos kuin reaalifunktioil-
lekin:

Lause 39. Funktio f : R" — R on integroituva yli vilin I tarkalleen silloin kun jokaista positiivilukua
€ on olemassa Viin I jako D, jolle pdtee

§D - 5 D < E.
Todistus. Helppo mutta pitka, sivuutetaan.

Tunnetusti jatkuvat reaalifunktiot ovat integroituvia, kuin myds funktiot, joilla on vain darelli-
nen miiri epdjatkuvuuskohtia (Insindorimatematiikka IA). Vastaava tulos on voimassa myds usean
muuttujan funktioiden reaaliarvoisille funktioille, mutta télloin joukko, jossa funktion epdjatkuvuus-
kohtien joukko voi olla monimutkaisempi. Tétd varten méiritellddn nollamittaisuuden kisite. Jou-
kon A nollamittaisuus tarkoittaa sit4, ettd A voidaan peittad R":n vileilld, joiden yhteenlaskettu mitta
saadaan miten pieneksi hyvénsi. Tdmi ilmaistaan tdsmillisesti seuraavassa médritelméassa.

Miiritelmé 61. Joukko A C R” on nollamittainen (eli mitdton eli Lebesgue-nollajoukko), jos
jokaista lukua € > 0 on olemassa sellainen jono I, I, I, ... avaruuden R” vileji, ettd

AC GI,,
n=1

ja

Y u) <e.

n=1

Esimerkki 143. Joukko A C R” on numeroituva, jos on olemassa bijektio f : N — A, mik& puolestaan
merkitsee siti, ettd joukon A alkiot voidaan asettaa (p#dttymittomién) jonoon: A = {aj,a,a;3,...}.
Téll6in kutakin pistettd a = (ay,...,a,) kohti voidaan asettaa vili I = [a1,a1] X ... X [an,ay], joka
siséltdd vain pisteen a ja jonka mitta on nolla. Niin ollen numeroituva ja myos &ddrellinen joukko on
nollamittainen.

Esimerkki 144. Avaruuden R? suora y = x on nollamittainen, silld sen 1. neljannekseen kuuluva osa
voidaan peittdd vileilld I = [0,€] x [0,€], b = [e,e + 5] x [e,e +5]. h=[e+ §,e+ 5+ §] x [e+
£,e+5+5]. ... Tillsin vilit I, todella peittivit koko puolisuoran, sillie + 5+ 5+... + £ =¢(1 +
% + % +...+ %) tulee miten suureksi tahansa kun »n valitaan sopivasti (harmoninen sarja hajaantuu)
olipa &€ > 0 valittu miten hyvinsi. Toisaalta taas u () = €2, u(h) = g—;, u(h) = §—§, ..., josta vilien
yhteenlaskettu mitta saadaan laskettua:

s
3,0,
I
o

(3]
N

n=1

Niin saatu lauseke saadaan miten pieneksi hyvinsé valitsemalla € > O riittdvin pieneksi.

Edellisen esimerkin nollamittainen joukko on hyvin tyypillinen: Yksiulotteisessa avaruudessa
pisteet ovat nollamittaisia, kaksiulotteisessa pisteiden liséksi suorat, kolmiulotteisessa avaruudessa
myd0s tasot ovat nollamittaisia. Yleisesti ottaen avaruudessa R" kaikki “alempiulotteiset” joukot ovat
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nollamittaisia. Nédiden “alempiulotteisten” joukkojen ei kuitenkaan tarvitse olla lineaarisia osajouk-
koja, vaan my0s “alempiulotteiset pinnat” ovat nollamittaisia. Seuraava lause ilmaisee timén hieman
tasmallisemmin.

Lause 40. Olkoon m < n, U CR™ ja f: U — R" differentioituva kuvaus, jonka kaikki osit-
taisderivaatat ovat jatkuvia. Télloin f(U) on nollamittainen.

Todistus. Sivuutetaan.

Esimerkki 145. Avaruuden R” mikd hyvinsid suora {r+ts |t € R} voidaan esittid reaaliakselin (yk-
siulotteisen avaruuden) R kuvana differentioituvassa kuvauksessa f(x) = r + s (osittaisderivaatat
ovat vakioita ja titen jatkuvia), jolloin suorat ovat nollamittaisia, kun n > 2.

Esimerkki 146. suorakaiteen [0,27) x [0, ) kuva kuvauksessa
f(6,0) = (cosOsing,sinOsind,cos )

on yksikkopallon pinta. Koska kuvauksen f osittaisderivaatat ovat jatkuvia, on yksikkopallon pinta
on nollamittainen avaruuden R3 joukko.

Lause 41 (Lebesgue). Olkoon I avaruuden R" kompakti vili ja funktio f : I — R rajoitettu
funktio. Funktio f on Riemann-integroituva yli vdlin I tarkalleen silloin, kun joukko

{x €1| f on epdjatkuva x:ssdi}

on nollamittainen.

Todistus. Sivuutetaan.

Taustatietoa

Henri Lebesgue (1875-1941) oli ranskalainen matemaatikko, joka
viitoskirjatyossddn 1902 kehitti hyvin yleisen integraalikisitteen.
Insindorimatematiikan kursseissa kiytetty Riemann-integraali on eri-
koistapaus Lebesguen integraalista.

(kuva: Wikimedia Commons)

Yksi tirked Riemann-integraalin sovelluksista on mitan késitteen yleistiminen avaruuden R” vi-
lejd yleisemmille joukoille. Timi merkitsee samalla tilavuuden kisitteen yleistamist.

Miiritelmé 62. Jos vakiofunktio f(x) = 1 on integroituva yli avaruuden R” joukon A, sano-
taan, ettd A on Jordan-mitallinen ja integraalin arvoa kutsutaan joukon A Jordan-mitaksi Ja
merkitdan
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w(A) = /A dx.

Tapauksessa n = 1 puhutaan pituudesta, n = 2 pinta-alasta ja tapauksessa n = 3 tilavuudesta.

Usean muuttujan funktioiden integraaleille pitee samankaltainen tulos kuin reaalifunktiollekin.

Lause 42. Jos A C R” on rajoitettu ja f, g : A — R ovat integroituvia, on

. /A(af+ﬁg)=a/Af+ﬁ/Ag,
o Jos f(x) < g(x) kaikillax € A, niin/Afg/Ag,

/Af‘S/AIfI-

Todistus. Samoin kuin reaalifunktioiden tapauksessa, viitetyt ominaisuudet patevit dérellisille sum-
mille. Ominaisuuksien periytyminen dérellisiltd summilta integraaleille on niytettdvissd toteen peri-
aatteessa melko yksinkertaisesti, mutta yksityiskohdat vaativat tyo6ti, joka sivuutetaan. O

o Funktio |f| on integroituva ja

My0s joukko, jonka yli integroidaan, voidaan pilkkoa osiin samoin kuin reaalifunktioiden tapauk-
sessa.

Lause 43. Oletetaan, ettd jossakin avaruuden R" osajoukossa mddritelty reaaliarvoinen funk-
tio f on integroituva yli joukkojen Ay, ..., Ay, joille A;NAj on nollamittainen aina, kun i # j.
Tdlloin f on integroituva yli joukon A = A1 U...UAg ja

Af:A1f+...+Akf.

Todistus. Sivuutetaan.

6.1 Iteroidut integraalit

Funktion f: R"” — R integraali lasketaan usein palauttamalla integrointi n-ulotteisesta avaruudesta
matalampiulotteiseen tapaukseen. Téllaista palauttamisprosessia kutsutaan iteroinniksi.

Palauttamista varten tarkastellaan vektorin x = (x1,...,x,) € R" hajotelmaa x = (x1,X2), mis-
sd X1 = (X1,...,X,,) € R™ (ensimmiiset n; koordinaattia) ja X = (X, +1,...,%,) € R™ (loput ny
koordinaattia) ja n = nj + ny. Tilloin myo6s avaruuden R” suljettu vili I voidaan kirjoittaa muotoon
I} x I, missd I; on avaruuden R"! ja I, avaruuden R"? suljettu vili.

Lause 44 (Fubini). Jos [ = I} x I, kuten ylld ja f : I — R integroituva funktio. Jos lisiksi
Jjokaista x € I} kohti funktio 'y — f(X,y) on integroituva vdlin I, yli, on funktio

XH/If(X,y)dy

/If=/ll (/sz(x,wdy)dx

integroituva yli vilin I ja
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Todistus. Perustuu suoraan Riemann-integraalin midritelméadn, jatetddn harjoitustehtdviksi. Huo-
mautetaan lisdksi, ettd edellisessé lauseessa voidaan X:n ja y:n roolit tietenkin vaihtaa keskendin.
O

Erikoistapauksessa, jossa f voidaan kirjoittaa muotoon f(x,y) = f1(x)f2(y), missd fj ei riipu
y:stéd eikd f> x:std, saadaan tulos, jota myo6s kutsutaan Fubinin lauseeksi.

Lause 45. Olkoot I, I}, I, ja f kuten lauseessa 44. Jos f(x,y) = f1(X)f2(y), missd fi on in-
tegroituva yli valin Iy ja f> yli I:n, on

Jr= /Ilfl(X)dX /12f2<y>dy.

Soveltamalla n — 1 kertaa lausetta 44 voidaan integraali n-ulotteisessa avaruudessa palauttaa yh-
den muuttujan funktion integroimiseksi, mikéli tarkasteltava funktio on riittdvin sddnndllinen. Le-
besguen lauseen (lause 41) mukaan esimerkiksi jatkuville funktioille voidaan niin tehda.

Esimerkki 147. Jos I = [0,1] x [0,2] x [0,3] ja f(x,y,2) = x> +y? + 2, niin

32 gl
/f = / / / (¥* +y> +2%) dxdydz
1 z=0Jy=0 Jx=0
3 o2 Ly
= / / /(fx3+xy2+xzz)dydz
z=0Jy=0 0 3

3 2 1 5 »
:/1—0/)1—0(§+y +z7)dydz
3511 3402
2/0 /(§y+§y +yz°)dz

0

310
(?—&-ZZZ)dZ

o~ v S—

10 2
(?z+§z3) =10+2-9=28.

Myds vilid yleisemmin joukon iteroitu integraali voidaan laskea samalla periaatteella. Télldin on
tosin huomattava joukon asettamat rajoitukset integraalien yla- ja alarajoille. Edellisessd esimerkis-
sd integrointimuuttujien jirjestyksen vaihtaminen ei oleellisesti muuta tehtiavda helpommaksi toisin
kuin monissa muissa tapauksissa.

Esimerkki 148. Mairitetdadan sen kappaleen A tilavuus, jota rajoittavat ehdot 0 <x < 1,1 <y <2 sekd
z>0jaz=4—x—y. Tilavuudeksi saadaan

2l
/ / (4—x—y)dxdy
Jy=1Jx=0

Esimerkki 149. Lasketaan funktion f(x,y) = xy integraali yli kolmion, jonka kirkind ovat pisteet
(0,0), (1,0) ja (1,1). Kolmio voidaan kattaa, kun x kiy vilin [0,1] (ulompi integraali) ja y kutakin
x:n arvoa kohti vilin [0,x] (sisempi integraali). T#ll5in saadaan
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1 rx 1 1 ’ I 3 1 1 4 1
= - = —x°d __/7 = —.
/0 /0 xydxdy /0 {zx ydy /0 2x y ! Sx 3

Esimerkki 150. Lasketaan paraboloidin z = 4 — x> — y? ja tason z = 4 — 2x rajoittaman joukon A
tilavuus.

Kuvion piirtdmisen perusteella selvidd, ettd kysytyn kappaleen sisilli x-koordinaatti vaihtelee va-
1illé [0,2] (uloin integraali). Kutakin x:n arvoa kohti y-koordinaatti vaihtelee my®s tietyn vélin, jonka
selvittdmiseksi eliminoidaan muuttuja z: yhtdloistd nimittdin seuraa, ettd 4 — X2 — y2 =4 — 2x, siis
y? = 2x — x?. Tdmé on xy-tasossa ympyrin yhtilo, keskipisteeni (1,0) ja siteend 1; timin ympyrin
kautta kulkeva z-akselin suuntainen sylinteri siséltdd paraboloidin ja tason leikkauskdyrin. Tilloin
siis kutakin x:n arvoa kohti y:n annetaan kulkea vili [—v/2x — x2, v/2x — x2| (sisempi integraali). Lo-
puksi z:n annetaan kulkea tason ja paraboloidin vili [4 — 2x,4 — x> — y?]. Kysytty tilavuus saadaan
siis integraalista

2 V/ 2x—x2 4—x2—y?
A) = / / dzdydx
HA) . \/z;:z g W

2x x2
2 2
= —y?— (4—2x))dyd

/x 0/ -1/ 2x— xz - Y ( X)) yax

2x—x2

2 1
= / . / (2xy =y = 2y dx
=
=—v/2x—x2

4 (2
g/ (2x7x2)%dx.
0

Niin saatu integraali muuntuu sijoituksella t = x — 1 muotoon

4 rl
§/ (1-12)3 dr,
-1

miké saadaan edelleen sijoituksella # = sin & muotoon

4 3 4 8 (3 4 T
3/ ,cos 0d0 = — cos 0d0 = —
3 -z 3 Jo 2
Viimeisimmin integraalin arvo saadaan osittaisintegoimalla useita kertoja tai suoraan kaavakokoel-
masta.
6.2 Sijoitus integraaliin
Seuraava lause vastaa yhden muuttujan funktion integraaliin sijoittamista.
Lause 46. Olkoot U ja V ovat rajoitettuja, avoimia avaruuden R" Jordan-mitallisia joukko-

ja ja g : U — 'V jatkuva bijektio. Jos lisiksi g:n osittaisderivaatat ovat jatkuvia ja kaikissa
pisteissd X € U funktion g Jacobin matriisin

922 (x) 982 (x) ... %2(x)
Dglx)= | 70 P

U

?;(X) a—i(x) %(X)

determinantti det(J,(x)) (ns. Jacobin determinantti) on nollasta poikkeava, on
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[ 1@y = [ fex)]dettse(x))] dx.

Todistus. Vaativa, sivuutetaan.

Esimerkki 151. Olkoon g(r,0) = (rcos 0, rsin 0) napakoordinaateista xy-koordinaatteihin vélittivi
muunnos ja U = (0,a) x (0,27) sekid V = {(x,y) | ¥* +y*> < @’} \ {(x,y) | x > 0,y = 0}, jolloin
g : U — V on bijektio; kumpikin joukoista U ja V kuvaa siis origokeskistd a-séteistd ympyri, josta
on poistettu ei-negatiivisen x-akselin osuus. Funktion g Jacobin matriisi on

cosO —rsinf
sin® rcosO

Dg(r,6) = (

ja timin determinantti on det(Dg(r,8)) = rcos? @ -+ rsin® @ = r. Timi on nollasta poikkeava koko
tarkastelualueella, joten tilloin avaruuden R? jossakin osajoukossa méiritellyn jatkuvan reaalifunk-
tion integraali voidaan laskea sijoituksella

/f(x,y)dxdy:/f(rcos@,rsinG)rdrdG
14 U

2% ra
= / / f(rcosO,rsin@)rdrdd
o Jo

On siis huomattava, etti sijoitettaessa napakoordinaattiesitys x = rcos 0, y = rsin 0 paitsi integroin-
tialue muuttuu V:std U:ksi, dxdy:n sijaan kirjoitetaan rdrd8. Tdmai on analoginen yhden muuttujan
integraaleihin tehtidvén sijoituksen x = g(¢) kanssa, jolloin dx:n sijaan kirjoitetaan g'(¢)dr. Usean
muuttujan funktioiden tapauksessa derivaattaa g'(¢) vastaa sijoitusfunktion g Jacobin matriisin J, (x)
determinantin itseisarvo |det(Jy(x))|.

Esimerkki 152. Pallokoordinaatistosijoitus. Funktion
(,0,0) — (rcos@sing,rsinOsing,rcos @) = (x,y,z)

Jacobin matriisi on

dx OJx oJx . P
gr ((999 z?;q) cosOsing —rsin@sin¢ rcoscosP
y . . . .
&2 5 | = | sin®sing rcosfsing rsme'cosd) )
9z dz 9z cos¢ 0 —rsing
dr 90 J¢

jonka determinantiksi saadaan viimeisen rivin mukaan kehittamailla

—rsin@sing rcosfcos¢ |
rcos@sin¢g rsin6cos¢

— r*sin’ ()]

1% cos® ¢ sin ¢ (— sin® @ — cos? B) — r* sin’ (cos? O + sin® H)
= —r*sin¢(cos® ¢ +sin® ) = —r?sin¢.

cosOsing —rsinOsingd
sin@sing rcosOsing

rsin@

cos ¢

cosO —sinO
sin@ cos0

—sinO rcos 6
cos@ rsinf

r? cos? Osin ¢

Kun 0 < ¢ < 7, saadaan Jacobin matriisin determinantin itseisarvoksi r sin ¢. Téten funktion f :
R? — R integrointi yli R-siteisen pallon B(0,R) voidaan suorittaa seuraavasti:

/ fx,y,z)dxdydz

B0.R)
T 2 R
_ / / F(rcosBsing, rsin @ cos ¢, rsin) > sind drd0 do.
Jo=0Jo=0Jr=0

oo

Esimerkki 153. Lasketaan integraalin I = / ¢ dx arvo. Integrandille e
0

ei 10ydy antiderivaattaa

suljetussa muodossa, mutta Fubinin lauseen perusteella (itse asiassa sen yleistyksen perusteella)
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I’ :/0 e d)c/0 e dy:/o /0 e dxdy. 6.1)

Kun tdhédn tehdddn napakoordinaattisijoitus x = rcos @, y = rsin 8, muuttuvat integroimisrajat: r :
0 —coja 0 :0— 7, sekid dxdy korvataan rdrd6:lla ja siis integraali (6.1) muuttuu muotoon (huomaa
etti napakoordinaatistossa x> + y? = r?)

/7/ efrzrdrde.
6=0Jr=0

Talloin nimittdin integrandiksi on saatu e~ r, minki antiderivaatta r:n suhteen on helppo 16ytad,

2 2 . . o .
~" = —2re”" . Sisempi integraali saadaan timin perusteella lasketuksi:

" Prdre— ) Lo 1
/Oe rdr = /2e =3
0
/] / P drde — / 7d9_47
90r0

X

koska die
r

Talloin

Koska I> = 7 jaintegrandi e
NG

positiivinen. Téten I = 5

on koko reaaliakselilla positiivinen, on myds integraalin arvon oltava

Esimerkki 154. Selvitd harjoitustehtiiviind, miten integraalin

/we_xzdx: ﬁ
0 2

arvosta voidaan selvittdd I'(}).

Esimerkki 155. Mairitetizn sen kappaleen tilavuus, jota rajoittavat yksikkopallo x> 4y 422 = 4 ja
sylinteri x> + y? — 2y = 0. Vaihdettaessa napakoordinaatistoon saadaan pallon yhtiloksi 2 4 z> = 4
ja sylinterin yhtéloksi » = 2sin 6. Kokonaistilavuus on nelji kertaa sen osan tilavuus, jota lisidksi
rajoittavat ehdot x > 0, y > 0, z > 0. T4ll6in tilavuus on siis

2sin®  pN/4—r2
t/ /] (/ dzrdrd
0=0Jr =0

2sin 0
/ / V4—r2rdrdd
6=0.Jr

Niin saatuun integraaliin sijoitus u = 4 — r* antaa

T4 4 rk
g/z/ \amw0=7/°@—8m§md&
0=0Ju=4cos2 6 3Jo

johon sijoittamalla v = sin 0 saadaan

16 32 /! 16 64
O 0= 222,
373 ), Uv)dv=37— 5

Esimerkki 156. Funktioiden f ja g Laplace-muunnokset ovat
/ ft)e™dt ja G(s / g(t)e ' dt.
Niiden tulo voidaan kirjoittaa muotoon
F()G(6) = [ e dx [ gl)edy
= [ [ st axay.
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Tason R? ensimmiinen neljinnes voidaan kiydi lipi kuten ylldolevassa integraalissa: Kutakin x:n
arvoa x € [0,0) kohti y kiy ldpi puolisuoran [0,c0). Tason 1. neljinnes voidaan kiydi lipi myos
siten, ettd kutakin suoran y = x pistettd (u, u) kohti kuljetaan titd suoraa vastaan kohtisuorassa oleva
janay = —x+ 2u pisteesti (2u,0) pisteeseen (0,2u). Tété vastaa sijoitus x = u+vjay =u—v (jolloin
u= %(x +y)jav= %(x —¥)) ja Jacobin matriisin determinantiksi saadaan

3

9x Jx _‘1 1
Ju dv

Talloin integraali saadaan muotoon

00 u
/ / Flu+v)glu—v)e s 2dvdu,
u=0Jv=—u

joka sisempiin integraaliin sijoittamalla v = w — u muuttuu muotoon
) 2u
/ / Fw)g(2u—w)e > 2dwdu.
u=0Jw=0
Kun vield ulompaan integraaliin tehdién sijoitus u = %t, saadaan integraali muotoon

/t:O /Wtzof(w)g(t —w) dwe ™ dt.

Niin saatu integraali voidaan tulkita funktion

(F28)(0) = [ F0ngle—w)dw

Laplace-muunnokseksi.






Luku 7
Vektorianalyysii

Vektorianalyysilld tarkoitetaan differentiaali- ja integraalilaskennan soveltamista vektoriarvoisiin
funktioihin ja oikeastaan vektorianalyysistd on ndhty jo esimerkkejd aiemminkin mm. gradienteis-
ta ja suunnatuista derivaatoista puhuttaessa. Vektorianalyysissd kiytetdin sekd differentiaali- ja in-
tegraalilaskennan ettd lineaarialgebran késitteistod. Perinteinen vektorianalyysi keskittyy kuitenkin
lshinni kolmiulotteisen avaruuden R* ominaisuuksiin.

7.1 Vektoriarvoisen funktion derivointi

Ajan suhteen muuttuva vektori voidaan mallintaa kuvauksella f : R — R3, jolloin siis f(¢) =
(f1(), f2(2), f3(t)) € R on tarkasteltava vektori ajanhetkelld z. Aiemmin on todettu, ettd mikéli kom-
ponenttifunktiot fi, f>, f3, ovat jatkuvia, on funtiolla f selked geometrinen merkitys: kun ¢ kidy ldpi
jonkin reaalilukuvilin, piirtd f(¢) avaruuteen R? kiyrin. Jos lisiksi komponenttifunktiot ovat de-
rivoituvia, sanotaan, ettd funktion f méarddmai kéayri on siled. Tdssd luvussa tarkastellaan yleensd
tilanteita, joissa lisdksi komponenttifunktioiden derivaatat ovat jatkuvia, jolloin sanotaan, ettd funk-
tion f madrddma kéyra on jatkuvasti derivoituva.

Hieman yleisemmin voidaan tarkastella vektoriarvoista funktiota R — R”, jonka Jacobin matrii-
si on helppo madrittéd: Kyseessd on n x 1-matriisi (pystyvektori) (f](¢), f5(t), ..., f3(¢))T. Télloin
funktion f Fréchet’n derivaatta pisteessi ¢ on lineaarikuvaus R — R”, joka kuvaa luvun A vektoriksi

(fi@O)h, f5(0)h,.... fu()h),

josta kdytetidsin merkintidd Af' (r). Kyseinen lineaarikuvaus on siis avaruuden R” origon kautta kulkeva
suora, jonka suuntavektori on f'(r). Koska

f(t+h) —1£(t) = hf (t) + |n| e(h),

voidaan todeta etti suora f(z) + Af'(¢) on funktion f paras mahdollinen lineaarinen approksimaatio
pisteessd t. Suoraa
r+hs, heR

missd paikkavektori r = f(¢) ja suuntavektori s = f'(¢) kutsutaankin funktion f maériimén kéyrin
tangentiksi pisteessd t. Vektoriarvoisen funktion f : R — R” derivointi komponentteittain tuottaa siis
fn piirtdimén kéyrin tangentin suuntavektorin.

7.2 Vektorifunktion kdyriintegraali

Klassisessa mekaniikassa tyon késite ymmérretddn tulona F's, missd s merkitsee matkaa, jonka kap-
pale on siirtynyt voiman F vaikutuksesta voiman F' suuntaan. Jos kuitenkin voima F ja sen suunta
vaihtelee kappaleen siirron ajan, pitdd mekaanisen tyon késite midritelld laajemmin.
Yksinkertaisessa tapauksessa, jossa voima ei vaihtele ajan mukana, pitdisi mekaanisen tyon
lausekkeen olla muotoa ||Fs|| - ||s||, missd F; merkitsee voiman F komponenttia liikesuunnassa s.

101
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Komponentin F; suuruus projektiona on selvitetty aiemmin (Insindorimatematiikka I1A)

F-s
=_——5
t sl

missd F - s tarkoittaa vektoreiden pistetuloa. Talloin

|F -5
[Fsll = T I8l
|Is|[*
mistd ndhdéin, ettd
|[Fsl[|Isl] = [F-s]. (7.1)

jos halutaan siséllyttdd tyon madritelmiin mukaan my6s se mahdollisuus, ettd vektoreiden F ja s
kulma on suurempi kuin 90°, voidaan itseiarvomerkit poistaa lausekkeesta (7.1) ja todeta, ettd mikili
voima F siirtdd kappaletta vektorin s verran, on tehty ty6 F -s.

Yleistettdessd mekaanisen tyon kisitettd tapaukseen, jossa kappaleen kulkusuunta ja voiman
suuruus vaihtelee kiytetddn tdssd yhteydessd Newtonin ja Leibnizin “infinitesimaalisia” suureita.
Ajateltaessa, ettd voima F siirtdd kappaletta “dédrettomén” pienen vektorin ds verran, on tehty tyo
dW =F - ds, ja kokonaisty6 saadaan integroimalla “dédrettomén” pienet tydt dW yhteen:

W:/ydW:/yF-ds. (7.2)

Integrointi tapahtuu yli kdyrédn 7, jonka kappale kulkee voiman F vaikuttaessa siihen. Integraalia
(7.2) kutsutaan vektorikentin ¥ = (F1, F,, F3) kdiyrdintegraaliksi yli kéiyrdiin y.

Integraali (7.2) tulkitaan siten, ettd kappale, johon voima vaikuttaa, kulkee yli kédyrin y. Jos mer-
kitdan s = (x,,z), saadaan kiyrin tangentiksi edellisen pykildn mukaan % = (¥'(1),y(t),Z (1)),
ja muodollisesti voidaan merkitd ds = (x'(¢)dt,y'(¢t)dt, 7' (t) dr). Jos vield merkitidén x'(¢)dr = dx,
Y (¢)dt = dy ja 7 (t) dt = dz, saadaan integraali muotoon

W:/dW:/F~ds:/F1~dx+F2~dy+F2~dz (13)
Y Y Y

Kiyriintegraali (7.2) voidaan laskea esittdmalld kiyrd v : [a,b] — R3 koordinaattifunktioiden
avulla. Olkoon y(a) kiyrin alkupiste, y(b) sen loppupiste ja ¥ = (11, %,73), kiyrdn ¥ koordinaat-
tifunktiot. Nilld merkinn6illd s = y(¢) = (y1(¢),7%2(¢), y3(¢)) on kappaleen paikka ajanhetkelld ¢ ja

ds = (i (t)dt, vs(t)dt, %5 (1) dt),

jolloin
F-ds=F(y(t))-ds = (Fi(y(t)n (1) + F(v(1) % (1) + F(v(1)) %5 (¢)) dt

jaintegraali (7.3) saadaan muotoon
b
W= /Y Feds= [ (ROOMO+ROOBO+BODKOE (04
a
Kolmiulotteista tapausta yleisempi méiritelmé on suoraviivaista esittid.

Miiritelmi 63 (Vektorifunktion kéyréintegraali). Olkoon ¥: [a,b] — R” siled kiyri (kom-
ponenttifunktioiden derivaatat jatkuvia) ja f: R — R”, f = (fj ..., f,). Tdlloin funktion f kciy-
rdintegraali pitkin kidyrdd y on
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b
/f-dx:/fldxl—i—...—i—f,,dxn:/ £(y(1)) -7 (¢) dr.
Y Y a

Kiyriintegraalin méirittelevissd lausekkeessa f(y(z)) - ¥/(¢) on muodoltaan samanlainen kuin
madrittyyn integraaliin sijoitus, mikd antaa muistisdannon kdyrédintegraalin laskemiseksi.

Esimerkki 157. Olkoon y: [—1,1] — R? kiyrd y(t) = (x(¢),y(t)) = (¢>,£3) ja f(x,y) = (x> +y,x+y).
Lasketaan funktion f kéyriintegraali kdyrdd y pitkin.

Koska kéyrilld y on x = x(t) = ¢2, on kiyrilld dx = 2¢ dt ja samoin y = y(t) = t> sekii dy = 3¢% dt.
Tilloin

/f- dx=/(x2+y)dx—|—(x+y3)dy

_/ 3)-2tdt + (1 + (%)) - 3t dr

1
1 1 1
_ 11 5 4 22 e 5y
—[1(3t +2t +5t)dt—/(4t +3t +17)=2

Esimerkki 158. Olkoon ¥(t) = (cost,sint), t € [0,2x], jolloin ¥(0) = (1,0) = y(2x), siis ¥ on sul-
keutuva kéyra (origokeskinen yksikkdympyrd). Talloin

—y x
d d
/x2+y2 rare @

21

—sint . cost

- / ————— (—sint)dr + —————(cost) dt
coszt +sin%t cos?t +sin”t

= dt
0

Kéyrdintegraalin midritelméstd seuraa melko suoraan seuraava lause:

Lause 47. Kdyrdintegraaleille pditee

1. Jos kdyrdn vy, pddtepiste on sama kuin kdyrdn 'y, alkupiste, ja yhdistettyd kdyrdd Y, mer-

kitdadn y:lla, on
/f-dx:/ f-dx—i—/f-dx.
Y N Y

2. Merkitddn —vy:lla kdyrdd, joka saadaan kulkemalla y lopusta alkuun. Talloin

/ f-dx:—/f~dx
- Y

/y(af—l—ﬁg)-dx:a/yf-dx+[3/yg.dx

Jatkossa otaksutaan, ettd U on avaruuden R” kdyrdyhtendinen joukko, ts. sellainen joukko jonka
mitké tahansa kaksi pistettid voidaan yhdistdd joukkoon U sisdltyvilld kayralla.

Mairitelmé 64. Olkoon U C R”. Vektorianalyysissid funktiota U — R”, f = (f1,..., f,) kut-
sutaan vektorikentdksi. Jos on olemassa funktio V : U — R jolle pitee f = VV joukossa U,
sanotaan, ettd V on vektorikentén f potetiaali. T4dll6in sanotaan my®os, ettd differentiaalimuoto
fidxy + ...+ f,dx, on eksakti ja ettd sen integraalifunktio (joukossa U) on V.
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Lause 48. Oletetaan, ettd fidx; + ...+ f,dx, on eksakti alueessa U ja ettd f = VV. Jos y:
[a,b] — U on alueeseen U sisdiltyvd siledi kiyrd jonka derivaatta on jatkuva ja jolle y(a) = a

jay(b) =D, on
/f1 dxy + ..+ fudxy = V(b) — V(a). (1.5)
Y

Todistus. Oletus f = VV merkitsee sitd, ettid fi(x) = ‘W . Télloin

b
/ frdxy 4.+ fudiy = / £(y(1)) - () dt

—/ YV (y(t)) -7 (1) di = /b(Voy)’(t)dt

O

Huomautus 40. Edellinen lause sanoo, ettd mikéli vektorikentdlld on alueessa U potentiaali (jolloin
sanotaan my®os, ettd vektorikenttd on konservatiivinen), riippuu kéyrdintegraalin arvo vain kdyrin
padtepisteistd, eikd kdyristd itsestddn. Esimerkiksi Newtonin mekaniikassa maan gravitaation maa-
rddmi voimakenttd on konservatiivinen.

Huomautus 41. Huomaa yhtildisyys kaavan (7.5) ja Newton-Leibnizin sddnnon

[ rwai=rw)-F),

missd F'(t) = f(¢) vililli. Molemmat kaavat ovat itse asiassa erikoistapauksia ns. abstraktista Sto-
kesin lauseesta, jonka erikoistapauksia on vektorianalyysissé lukuisia muitakin.

Jos vektorikentén f = (f1,..., f,) potentiaalin V toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia,
on 9fi — v _ o

Bx/ dx;dx; ax,-axj
potentiaalin olemassaololle.

Sanotaan, ettd alue U on tdhtimdinen, jos alueessa U on piste p, josta voidaan piirtdd alueeseen

U sisiltyvi jana mihin tahansa U:n pisteeseen. On mahdollista todistaa seuraava lause:

f =, Tietyin edellytyksin ehto af’ aﬁ’ kaikille i, j on myos riittdvi

Lause 49. Jos U on R":n tihtimdinen alue ja f = (f1,..., fn) vektorikenttd, jonka osittaisde-

af,_

rivaatat ovat jatkuvia alueessa U. Jos az kaikille i, j, niin f:lld on potentiaali U :ssa.

Todistus. Sivuutetaan.
Esimerkki 159. Selvitd, miksi esimerkin 158 funktiolla ei ole potentiaalia tarkastelualueessa.

Esimerkki 160. Selvitetéin, onko vektorikentdlld f(x,y) = ( Sf1,/2) = (2x+3y,3x+4y) potentiaalia
R?:n jossakin alueessa. Todetaan ensiksi, ettd %1 ‘9 =3= f ja etti R? on tihtimiinen alue. Niin

ollen vektorikentilld on R?:ssa potentiaali V (x, y), ja tdmén maaraamlseks1 ratkaistaan osittaisdiffe-
rentiaaliyhtilot 2% = f; ja 2¥ = f>. Osittaisdifferentiaaliyhtilosti
dx dy

Vv

— =2x+3

dx x5y
seuraa, ettd V (x,y) = x* + 3xy + h(y), missd a(y) on vain y:sti riippuva funktio. Derivoimalla niin
saatu lauseke y:n suhteen todetaan, etti
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av
3x+4y=—

_ /
3y 3x+1(y),

joten 1/ (y) = 4y, misti h(y) = 2y + C. Titen potentiaali on

V(x,y) =x*+3xy+2y> +C,

missd C on vakio.

Esimerkki 161. Laskettaessa edellisen tehtidvin vektorikentdn kdyrdintegraalia fyf -dx yli kdyrin, jo-
ka alkaa pisteestd (0,0) ja péttyy pisteeseen (2, 1) ei kidyri tarvitse médritelli erikseen: potentiaalin
olemassaolosta seuraa, ettd kdyrdintegraalin arvo riippuu vain péditepisteistd ja

/f-dx:V(Z,l)—V(0,0) —124C-C=12.
Y

7.3 Skalaarifunktion kiyriintegraali

Edelld on puhuttu vain vektoriarvoisen funktion kéyridintegraaleista, kun myos skalaariarvoisen
funktion kdyrdintegraali on mahdollista méadritelld luontevasti. Tarkastellaan aluksi kédyréintegraa-
lin médrittelevad lauseketta

[-ax= [ w0 Y

ja merkitddn
T =|ly()l|~'Y (1),

jolloin T on kiyrin tangentin suuntainen yksikkovektori. Jos lisdksi merkitdén ||y (¢)||dt = ds, voi-
daan kiyriintegraali kirjoittaa muotoon

/yf—dx _ /abf- Tds— /abf-TW(t)Hdt.

Koska T on yksikkovektori, merkitsee ylld oleva lauseke sitd, ettd vektorifunktion kdyrdintegraalissa
itse asiassa integroidaan vektorifunktion f kidyrin tangentin suuntaisen komponentin skalaarikerroin-
ta ja lisiksi mukaan on otettu painokerroin || (¢)||.

Maiiritelmii 65. Skalaariarvoisen funktion f : R® — R kéyrdintegraali kiyrin y yli médritel-
ladn lausekkeella

b
[ras= [ o iar
missé y(a) on kidyrén alkupiste ja y(b) sen péitepiste.

Tassd yhteydessa ei ksitelld skalaariarvoisten funktioiden kéyriintegraaleja sen tarkemmin, vaan
todetaan, ettd skalaarifunktion f = 1 kédyréintegraali tuottaa lausekkeen

b
[ ivwia,

joka on tdsmélleen sama kuin aiemmin saatu lauseke kéyrin pituudelle (Insinddrimatematiikka IB).

7.4 Pinta-ala

Pinta avaruudessa R? on tason R? alueen A kuva jatkuvassa kuvauksessa r : A — R> (tarkemmin
sanoen kyseessd on pinnan parametriesitys). Pinta on siled, mikili f on differentioituva. Tdssd yh-
teydessi tarkastellaan lihinni sellaisia pintoja r : A — R, missi r:n osittaisderivaatat ovat jatkuvia.
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Esimerkki 162. Suorakaide [0,27] x [0, ] kuvautuu R-siteiseksi, origokeskisen pallon pinnaksi ku-
vauksessar(60,¢) = (Rcos6sin¢,RsinOsind,Rcos¢).

Esimerkki 163. Yhtilon z = f(u,v) médrddmille pinnalle saadaan parametriesitys r(u,v) = (u, v, f(u,v)).

Esimerkki 164. Ellipsoidin (2)2+4(3)%+ (2)? =1 puolikkaalle z > O saadaan z = ¢y /1 — (£)2 — ()2

c
ja téstéd edelleen parametriesitys

r(y) = ey /1= (G2 = (5)2).

Esimerkki 165. Edellisen esimerkin ellipsoidille saadaan myds parametriesitys
r(0,9) = (acosBsing,bsinOsind,ccos ),
missd (0,¢) € [0,27] x [0, 7].

Selvitetidn aluksi, miten pinnan {r(u,v) | (u,v) € A} ala méiritddn. Tatd varten huomataan ettid
koska ||x x y|| = ||x|]||y||sin @ (insindérimatematiikka ITA), missd 6 on vektoreiden x ja y vilinen
kulma, merkitsee ||x X y|| vektoreiden x ja y médrddmén suunnikkaan pinta-alaa. Funktion r Jacobin

matriisi on
ar

5 o
u
a3
Jdu dv
joten funktion r Fréchet’n derivaatta pisteessd on kuvaus

N5
=

|
IS

(h1,h2) — hisi + hasy,

missi
_(8r1 arz 8r3> _<8r1 arz 8)‘3)
S 9w o) T v gy

ovat pinnan tangenttitason suuntavektorit pisteessi r(ug, vo).

Huomautus 42. Tason z = f(x,y) parametriesityksessé r(u,v) = (u,v, f(u,v)) saadaan tangenttitason
suuntavektoreiksi af af
S1 :(17075("{07‘}0)) ja 52:(0717E("{07V0))

ja paikkavektoriksi (uo, vo,z0), missd zo = f(uo, vo). Selvitd miten tdstd saadaan huomautuksessa 33
mainittu muoto.

Mikili muutosvektori (du,dv) on “didrettdomén” pieni, siirryttiessi pisteesti (u,v) pisteeseen (u+
du,v+dv) kuvaa funktion r muutosta r(u + du,v + dv) — r(u,v) lauseke dus; + dvs; (s; ja s, ovat
kuten edelld) ja suorakaide [u,u + du] x [v,v+ dv] kuvautuu siis suorakaiteeksi, jonka sivuina ovat
vektorit s; du ja s, dv. Témin suorakaiteen pinta-ala on ||s| du x s, dv||, miké voidaan kirjoittaa myos

muotoon
H(% Ir %)x(% dry drs
ou’ du’ du v’ v’ v

ndin ollen pinnan {r(u,v) | (u,v) € A} alaa esittii integraali

A=
(u,v) €A

% X ng toimii kertoimena, jolla kerrottuna saadaan uv-

)Hdudv: H%X%Hdwdu

%X%Hdudv.

v

Tuota pikaa ndhdéén, ettd lauseke ’

tason du - dv-alaisen suorakulmion alasta timén yldpuolella tai (alapuolella) olevan pinnan S tan-
genttitasolla olevan suunnikkaan ala. Tdmi vuoksi on erityisesti fysiikan oppikirjoissa tapana mer-
kit |

% X % dudv = dA, jolloin pinta-alan mééritteleva integraali voidaan kirjoittaa muotoon
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A= / / dA
(u,v)€A

Huomautus 43. Jos pinta on annettu muodossa z = f(x,y), voidaan parametriesitykselle r(u,v) =
(u,v, f(u,v)) laskea suoraan (miten?)

1 25l = () + (2" +.

Esimerkki 166. Miiritetizin sen pinnan ala, jonka sylinteri x> 4+y> —y = 0 leikkaa yksikkopal-

lon x*> +y? 4z = 1 ylemmisti puolikkaasta (z > 0). Sylinterin yhtilo voidaan kirjoittaa muo-

toon x* +y?> —23y+ 1 =1 «—= x>+ (y—1)? = (3)% jolloin siis sylinterin ja xy-tason leik-

kaus on %-séiteinen ympyré A, jonka keskipiste on (0, l) Tarkasteltavaa pintaa esittda siis funktio
f(x,y) =4/1—x%—y?%, missi xJa y kulkevat yli ympyran A.

o lls 1 If _ .
Niilla Vahnnoﬂla 5= \/7 ja a‘ m , jolloin

H% H_\/(&u)z (%)2+1:1—u;—v2'

kysytty pinta-ala on siis

A= // e v (7.6)
uv 1 —M2—V

Symmetrian nojalla voidaan integroida yli ensimmadisen neljdnneksen ja siis

A= 2/ / S dudy 17
v=0 Ju=0 l—u —V

Integraali (7.7) puolestaan voidaan médrittdd napakoordinaattimuunnoksella: Kun u = rcos8 ja
v = rsin 6, on sen puoliympyrin, jonka yli integroidaan, reunan yhtilo r = sin 0 (miksi?). Talloin
integraali (7.7) saadaan muotoon

x sin@

[°]
_2/ /Sm L drdf = 2/ / (—V1=r)a0
0
:—2/ V1—sin20—1)do — 2/ (1—cos)d6

2(6—sinB)=2(=—1)=m—2.

I
o T~ ™

T
2

Exg
poinen, vaikka parametriesitystd r(u,v) ei olisikaan mahdollista ratkaista u:n ja v:n lausekkeena.
Saattaa nimittiin olla, ettd kolmen muuttujan funktio G : R* — R ja yhtilo G(u,v,w) = 0 médritte-
levit funktion w = f(u,v), vaikka f:n lausekkeen 16ytiminen olisikin toivotonta.

Tilloin itse asiassa saadaan funktio R? — R yhdistimilld kuvaukset

Huomautus 44. Lausekkeelle on mahdollista 16ytdd myos esitysasu, joka on kdyttokel-

(u,v) = (u,v, f(u,v)) — G(u,v, f(u,v)).

Ehdon G(u, v, f(u,v)) = 0 toteutuessa on Kyseinen funktio vakio ja siksi myos sen Fréchet’n derivaat-
ta on nollafunktio. Fréchet’n derivaatta voidaan laskea ketjusddnnon avulla: Ulkofunktion derivaatta
(VG = (%—g, ‘3—(57 g—g)) arvolla sisifunktion (u,v) — (u,v, f(u,v)) derivaatta. Matriisiesitys yhdistetyn

funktion derivaatalle on siis 1 X 2-matriisi
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(26 96 96 (| _ 96 acor o6 acar
ou’ dv’ dw of of ou Jdwodu dv  Ow dv
du dv

ja koska niin saatu lineaarikuvaus on nollakuvaus, voidaan todeta, ettéd

o G o, M_ %
du _3ﬁ o9y T TG
Tillsin
2 2 2
A\, (31 % % P
(Ge) +(5) “Z(aa Tlas ) Tl
1 aG\* [dG\*> [9G\? 1 5
() () () o
ja

I35~ S =G+ G+ 1= given

Q.J

Sovellettaessa nidin saatua esitystd esimerkkiin 166 voidaan valita G(u,v,w) = W+ 4+w?—1ja
tastd saadaan = 2w seki ||VG|| = ||(2u,2v,2w)|| = 2vVu2 +v2 +w? = 2, jolloin siis

|5

1 1

wo VI—u2 2

7.5 Skalaarifunktion pintaintegraali

Miiiritelmi 66. Olkoon U avaruuden R3 alue ja f : A — R reaaliarvoinen funktio ja § =
{r(u,v) | (u,v) € A} pinta avaruudessa R>. Tilloin integraalia

//(w)eAf(r(u,v))H% X %Hdudv

sanotaan funktion f integraaliksi yli pinnan S.

= dA voidaan pintaintegraali kirjoittaa muotoon

//(u.,v)EA S(x(u,v)) dA.
2

Esimerkki 167. Etdisyydelld r pyorimisakselista olevan pistemiisen massan hitausmomentti on mr-.
Yleisesti kappaleen hitausmomentti selvitetidén jakamalla kappale pieniin pistemdisiin massoihin ja
laskemalla yhteen osien hitausmomentit. Jakoa tihentimilld paddytddn integrointitehtdviidn. Selvi-
tetddn R-siteisen ohuen pallonkuoren hitausmomentti (pyorimisakselina z-akseli), kun pallonkuoren
pintatiheys on p (kg/m?).

Pallonkuoren S parametriesitykseksi voidaan valita

Merkitsemailla ‘ % x or

r(u,v) = (Rcosusinv,Rsinusinv,Rcosv),
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misséd u € [0,27] jav € [0, w]. Tilloin

or L .

i (—Rsinusinv,Rcosusinv,0)
ja % = (Rcosucosv,Rsinucosv, —Rsinv). Suoralla laskulla saadaan

dr Jr ) >
— X —|| = |R"sinv| = R"sinv,
H&u av ’ ‘

kun v € [0, 7]. Pallon pinnan pisteen (x,y,z) etdisyyden neli6 pySrimisakselista (z-akseli) on
r2 = H(X,y,Z) - (0,071)”2 :x2 +y2,

joten kysytyn hitausmomentin lausekkeeksi saadaan

J= /p(x2+y2)dA.
S

Edelld on jo selvitetty lauseke dA:lle ja parametriesitys pinnalle, joten integaali voidaan laskea suo-
raviivaisesti:

2T T
J=p / (R*cos® usin®v + R? sin” usin® v)R? sinvdv, du
u=0Jv=0

2n  rm n 4
= pR“/ / sin® vdvdu = pR*- 27:/ sinvdv = pR*- 27 - —.
u=0Jv=0 v=0 3

Jalkimmaisin integraali voidaan laskea osittaisintegroinnilla. Tédten

8% o4 2. 2 20
J="2pR*=ZR*>.47R%p = =R
3PY 73 p=zrm

missd m = 4TR?p on pallonkuoren massa (ala kertaa pintatiheys).

7.6 Vektorikentin pintaintegraali

Miigritelmi 67. Jos f avaruuden R? alueessa U miiritelty vektorikentti (siis funktio f: U —
R3)ja S = {r(u,v) | (u,v) € A} pinta R3:ssa, on

Jr Jr
/ /( o T ) 50 5 duy

vektorikentédn f pintaintegraali yli pinnan S.

Merkitdan lisdksi
n(r(u,v)) = Hﬁ 5 ﬁHAﬁ v or
2 ou T 9 du’ v’

jolloin n(r(u,v)) on siis pisteessi r(u,v) pintaa vastaan kohtisuorassa oleva yksikkovektori. Niilld
merkinnéilld pintaintegraali voidaan kirjoittaa muotoon

| @) n(ev)da, (1.8)
(u,v)€EA

jolloin siis vektorikentdn pintaintegraalissa itse asiassa on kyseessd vektoriarvoisen funktion
pintaa vastaan kohtisuoran komponentin (skalaari) integrointi yli pinnan.
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Tutkittaessa virtausilmiditd annetun pinnan ldpi (esim. nesteen virtaus, magneettivuo, jne.) kat-
sotaan normaalivektorin suuntainen virtaus positiiviseksi ja sille vastakkainen suunta negatiiviseksi.
Tama tietysti edellyttdd, ettd pinta on kaksipuolinen (esim. ns. M&biuksen nauha on yksipuolinen
pinta), jolloin voidaan sopia kumpaa puolta pidetdédn “sisdpuolena” ja kumpaa “ulkopuolena. Inte-
graalia (7.8) kutsutaankin nimelld vektorikentcin £ vuo pinnan S ldpi.

Esimerkki 168. Olkoon T'(x,y,z) limpétila pisteessi (x,y,z) € W, missi W on R3:n alue. Termo-
dynamiikan mukaan ldmp® siirtyy korkeammasta lampdtilasta matalampaan, ja limmon johtumista
kuvaa ns. Fourierin laki, jonka mukaan ldammon virtausnopeutta edustaa vektorikenttd F = —kVT,
missd vakio k > 0 kuvaa materiaalin limmonjohtavuutta.

Jos T(x,y,z) = x> +y*> + 2 ja pinta S yksikkopallon x*> 4+ y? 47> = 1 pinta, saadaan F =
—2k(x,y,z). Pinnan ulospdin suuntautunut yksikkonormaalivektori saadaan seurauksen 4 mukaan
jakamalla funktion F (x,y,z) = x*> +y? +z2 — 1 gradientti normillaan, jolloin

-1
n =/ (42 +4y2+42%)  (2%,2y,22) = (x,3,2)
pinnalla S. Tilloin F-n = —2k(x,y,7) - (x,y,z) = —2k(x*> +y? +z?) = —2k pinnalla S. Néin ollen

/F-ndA - /(—Zk)dA — _2k.47 — —87k.
JS JS

7.7 Stokesin lause

Newton-Leibnizin sddnnon (kts. Insin6orimatematiikka IB) mukaan

[ =)~ sa), (7.9)

jos f on vililld [a,b] derivoituva funktio. Tdmin yleistdmistd ajatellen huomionarvoista on, etti
séintd kytkee toisiinsa integraalin yli véilin [a,b] (vasen puoli) ja funktion arvojen yhdistelmin vilin
reunalla (= padtepisteissd) (oikea puoli). Yleisemmaissi terminologiassa oikean puolen summalause-
ketta f(b) — f(a) voidaan pitdd erdénlaisena "integraalina” yli véilin [a,b] reunan. Newton-Leibnizin
sdannon yleistys, joka tunnetaan (abstraktina ) Stokesin lauseena, sanookin intuitiivisesti ilmaistuna,
ettd differentiaalimuodon df integraali yli A:n on sama kuin alkuperdisen muodon f integraali yli
A:n reunan JA:

Lause 50 (Stokesin lause).

/ ar=[ 7, (7.10)
A 0A

kunhan riittavit sadnnollisyysehdot tayttyvat.

Talld kurssilla ei esitetd abstraktin Stokesin lauseen todistusta, eikd tdsmennetd késitettd differen-
tiaalimuoto. Sen sijaan esitetddn todistuksetta erikoistapauksia abstraktista Stokesin lauseesta kol-
miulotteisessa avaruudessa. Muistutettakoon my®0s, ettd (7.9) on erikoistapaus Stokesin lauseesta
(7.10).
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Taustatietoa

Sir George Gabriel Stokes (1819-1903) oli brittildinen matemaatikko
ja fyysikko, joka saavutti huomattavia tuloksia erityisesti virtausdy-
namiikan ja optiikan tutkimuksessa. Virtausdynamiikkaan kuuluva
Navier-Stokesin vdittdmd on yksi seitsemédstd matemaattisesta ongel-
masta, joiden ratkaisemisesta Clay Mathematics Institute on luvannut
miljoonan dollarin palkkion.

*

(kuva: Wikimedia Commons)

Tavallisimpia R3:ssa esiintyvii Stokesin lauseen erikoistapauksia varten otetaan kiyttoon sym-
bolinen nabla-vektori
d d d

= (aa a_y7 8_Z)7
ja tdimén operoinnit:
e Jos f:R3 — R on skalaarikentti, on sen gradientti vektorikentti
af df of
f = (_, .0 _)
dx’ dy’ dz

o Josf:R?> = R f=(fi, f», f3) on vektorikentti, on sen divergenssi symbolisesti pistetulona
saatava skalaarikentté
_dfi [ dfr  9fs

=T o on

e Jos f:R® = R3, f=(f,fs,f3) on vektorikenttd, on sen roottori symbolisesti ristitulona
saatava vektorikenttd

V.-f

ofs df Of o ofs 9fi

Vxft=

Abstraktin Stokesin lauseen erikoistapauksia ovat mm. seuraavat tulokset:

Lause 51 (Klassinen Stokesin lause). Olkoon A pinta R3:ssa ja dA sen (suljettu) reunakdiyrd,
sekd f vektorikenttd, jonka komponenttifunktioiden osittaisderivaatat ovat jatkuvia. Talloin

//A(fo)-ndA:/aAﬁdx.

Toisin sanoen, roottorin V X f pintaintegraali yli pinnan A on sama kuin kentin f kayrdintegraali
yli suljetun kiyrin dA.

Rajoitettaessa tarkastelu xy-tasolle, jolloin vektorikentin z-koordinaatti on siis nolla, saadaan Sto-
kesin lauseesta ns. Greenin lause
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//(%—? drdy= [ frdx+fady,

Lause 52 (Gaussin lause, divergenssilause). Olkoon V alue R3:ssa ja dV sen (suljettu) reu-
napinta, seki f: R3 — R3 vektorikenttd, jonka komponenttifunktioiden osittaisderivaatat ovat

Jatkuvia. Talloin
///V-fdxdydz:// f-ndA.
1% v

Toisin sanoen, divergenssin V -f (skalaarikenttd) integraali yli tilavuuden V on sama kuin
vektorikentdn f pintaintegraali yli pinnan JV.

Aiemmin on saatu gradientille intuitiivinen tulkinta skalaarikentéin voimakkaimman muutoksen
suuntana. Edelld mainitut lauseet antavat my®0s intuitiivisen tulkinnan divergenssille ja roottorille.

Tarkastellaan divergenssin tulkintaa, ja tétd varten oletetaan, ettd V - f on pisteessé x jatkuva ska-
laarikentti. Olkoon V pieni avaruuden R kappale, johon x sisiltyy ja jonka tilavaus on |V|. Miti
pienempi V on, sitd ldhempéni divergenssi V - f on (jatkuvuuden perusteella) sen arvoa pisteessi X,

ja siksi integraali
// V.£dv 7.11)
v

on sitd ldhempénd arvoa |V|V - f(x), mitid pienempi V on. Toisaalta taas divergenssilauseen mukaan
(7.11) on yhté kuin vektorikentén f vuo yli V:té rajoittavan pinnan. Kun annetaan tilavauden V kutis-
tua kohti nollaa, nidhdéin siis, ettd divergenssi V - f(x) edustaa vektorikentin f liihteisyytti pisteessé
X, ts. sitd, kuinka suuri kentidn f vuo pisteestd x ldhtee.

Samoin tarkastelemalla pienti pintaa A ja sen reunakiyrié dA nihdién, ettd roottori V x f edustaa
vektorikentédn f pydrteisyyttd. Sanotaan, ettd vektorikenttd f on lihteeton, jos V -f =0 ja ettd f on
pyorteetin, jos V x f = 0.

Esimerkki 169. Lasketaan kdyrdintegraali

/xydx—yzdy
Y
yli suljetun kidyrin 7, jonka osat ovat {(0,y) |0 <y <1}, {(x,1) |0 <x <2} ja{(2\/y,y) |[0<y <

1}. Greenin lausetta kiyttimilld voidaan kiyriintegraali muuttaa tavalliseksi integraaliksi yli R?:n
alueen A, jota rajoittaaa kayrd 7.

0 0
— 2 — —(— 2 -
/anydx yody /A(ax( ) = 5 () dxdy

12y 1] 1
=— xdxd:f/fZ zd:7/2d:71.
/y:O/x:O y A 5 (2vy) dy LY



