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Sislto 1

Johdanto

Tdmén opintojakson alkupuolella perehdytédén lineaarialgebraan, jonka peruskaésitteisiin vektoreihin
ja matriiseihin on pintapuolisesti tutustuttu jo kurssilla Insinddrimatematiikka A. Differentiaali- ja
integraalilaskentaan seki niiden sovelluksiin keskittyvissd kursseissa Insinddrimatematiikka B ja C ei
erityisesti viitata lineaarialgebraan, mutta osoittautuu, ettd Fourier-analyysi, erityisesti sen diskreetti
muoto voidaan ymmaértdd perusteellisesti vain lineaarialgebran késitteiden kautta.

Kurssin loppuosa keskittyy differentiaaliyhtdldiden késittelyyn. Differentiaaliyhtilot ovat keskei-
sessd roolissa matemaattisten mallien rakentamisessa niin luonnontieteissd kuin muissakin mate-
matiikkaa soveltavissa tieteissd. Jonkin verran pelkistden voidaan sanoa, ettd ldhestulkoon kaikki
klassisen mekaniikan, sihko- ja magnetismiopin, suhteellisuusteorian seké kvanttimekaniikan mal-
lit voidaan esittdd differentiaaliyhtéldiden avulla ja ndinollen niistd johdettavat ennusteet perustuvat
differentiaaliyhtiloiden ratkaisuihin.

Aiemmissa insind0rimatematiikan kurssikokonaisuuden osissa esitetyt tiedot ovat edellytykse-
nd timédn opintojakson menestyksekkiélle suorittamiselle. Matriiseihin liittyvit peruskésitteet ja
Gaussin-Jordanin menetelmi redusoidun porrasmuodon I6ytdmiseksi tulee kerrata tdmin kurssin
alkaessa. Differentiaaliyhtdloiden ratkaisemisessa keskeisimmiksi matemaattisen taitamisen lajeiksi
nousevat derivointi- ja erityisesti integrointitekniikat.






Luku 1
Lineaarialgebran peruskasitteita

Lineaarialgebra on vektoreita ja ndiden muodostamia algebrallisia rakenteita, vektoriavaruuksia tar-
kasteleva matematiikan osa-alue. Téirkedn osan lineaarialgebraa muodostavat vektoriavaruuksien
funktiot, jotka sdilyttivit algebrallisen rakenteen alkukuvan ja kuvan vililla. Néitd kutsutaan lineaa-
rikuvauksiksi.

Lineaarialgebralla on sovelluksia useilla muilla matematiikan aloilla, tietojenkésittelyssé, luon-
nontieteissd, tilastotieteessd ja yhteiskuntatieteissd. Lukuisine sovelluksineen lineaarialgebra lienee-
kin ryhméteorian ohella matematiikan monikéaytt6isin alue. Varhaisimmat viitteet nykyisin tunnistet-
taviin lineaarialgebran késitteisiin ovat perdisin 1600-luvun lopulta, mutta nykyéan kéytossé olevaan
lineaarialgebran kisitteistod on kehitetty vasta 1800-luvun puolivilistd alkaen. Lineaarialgebra on
titen differentiaali- ja integraalilaskentaa jonkin verran nuorempi matematiikan ala. Erityisen kayt-
tokelpoista molempien alojen kannalta on ollut 1800-luvun lopulla alkanut kehitystyd, jonka myoti
on voitu 10ytidd ndenndisesti erilaisia matematiikan yhdistivid rakenteita.

Erilaisten matemaattisten rakenteiden yhdistdminen ei ole edistinyt pelkéstidéin matematiikan ke-
hitystd, vaan on edellytys esimerkiksi kvanttimekaniikan nykyiselle esitystavalle. Kvanttimekaniikan
laskennallisesti kayttokelpoisin, ns. Hilbertin avaruuksille perustuva formaalinen esitystapa hyodyn-
tdd yhté lailla lineaarialgebran kuin myos differentiaali- ja integraalilaskennan teoriaa.

1.1 Lineaariset yhtiloryhmat

Gaussin-Jordanin menetelma lineaarisen yhtdloryhman ratkaisemiseksi on esitetty insindorimatema-
tiikka A:ssa, mutta kertauksen ja menetelmén lukuisten kédyttokohteiden vuoksi selostetaan menetel-
mi tdssd lyhyesti uudelleen.

1.1.1 Gaussin-Jordanin menetelma

Mairitelmé 1 Yhtdloryhmai on lineaarinen, jos siinéd on vain ensimmaéisen ja nollannen asteen
termeja:

ajx; +apxy + ...+ apxx, = b

az x; +apxy + ...+ apux, = by

(1.1)
A1 X1 + QGuaXp + ... + AynXn = by,

Huomaa, ettd téssd médritelméssid muotoa x;x; olevia termejd pidetdéin toisen asteen termei-
nd vaikka i # j. Ylldoleva muoto voidaan saavuttaa siirtimalld kaikki vakiotermit oikealle
puolelle.

Menetelma lineaarisen yhtdloryhmén ratkaisemiseksi on hyvin yksinkertainen: Ryhméédn sovelle-
taan seuraavia alkeisoperaatiota: 1) yhtdlon kertominen nollasta poikkeavalla vakiolla, 2) yhtdlon
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lisddaminen toiseen vakiolla kerrottuna ja 3) yhtélojen paikan vaihto, kunnes ryhmé saadaan niin
yksinkertaiseen muotoon, ettd ratkaisu voidaan lukea suoraan.

Koska edellamainitut operaatiot kohdistuvat muuttujien kertoimiin, itse muuttujia ole tarpeen
kirjoittaa ndkyviin ollenkaan. Niin ollen ylldoleva yhtdloryhmi voidaan pelkistdd matriisiksi

ail dip ... Aip b1
azy azp ... dyp b2

9
Al Q) - - . A by

jota sanotaan yhtdloryhmén (1.1) augmentoiduksi eli laajennetuksi matriisiksi. Jos by = b, = ... =
b, = 0, sanotaan yhtidloryhmii homogeeniseksi ja tilloin viimeinen sarake voidaan jéttdd merkitse-
mattd: Matriisia

aylr app ... din
aj dzy ... dAyp
Aml Am2 ... Amn

sanotaan yhtéloryhmin kerroinmatriisiksi. Yhtidloryhmaéin kohdistettavat operaatiot korvataan télloin
matriisiin kohdistettaviin rivioperaatioihin: 1) rivin kertominen nollasta poikkeavalla vakiolla, 2) rivin
lisddaminen toiseen vakiolla kerrottuna ja 3) rivien paikan vaihtaminen. Jos matriisi B saadaan A:sta
alkeisoperaatioita soveltamalla, merkitddn A ~ B.

Kertaa kurssilta Insindorimatematiikka A miten voidaan helposti huomata, ettd yhtdloryhmén
alkeisoperaatiot eivit muuta ratkaisujoukkoa miksikéan. Siksi matriiseja A ja B vastaavilla yhtilory-
milld on sama ratkaisujoukko, jos A ~ B. Lisiksi on huomattava, ettd matriisien rivioperaatiot ovat
kidntyvid, mikd tarkoittaa sité, ettd jos A ~ B, niin myos B ~ A.

Strategiana on soveltaa alkuperdisen yhtdloryhmédn augmentoituun matriisiin (homogeenisessa
tapauksessa kerroinmatriisiin) rivioperaatioita, kunnes pééstdéin niin yksinkertaiseen muotoon, etta
ratkaisu voidaan lukea suoraan. Tyypillinen padaméérd on redusoitu porrasmuoto.

Mairitelmé 2 Matriisi A on porrasmuodossa, jos sen jokainen rivi alkaa nollilla, joita on
enemmain kuin millddn ylemmalla rivilld. Ensimmaéisen rivin ei tarvitse alkaa nollalla ja jostain
rivistd alkaen rivit voivat koostua kokonaan nollista.

Mairitelmé 3 Matriisi A on redusoidussa porrasmuodossa, jos

e A on porrasmuodossa
e A:n jokaisen rivin ensimmaiinen nollasta poikkeava alkio on 1.
e A:n jokaisen rivin ensimmaiisen nollasta poikkeavan alkion yldpuolella on vain nollia.

Mairitelmi 4 Matriisin A aste r(A) on A:sta saatavan redusoidun porrasmatriisin nollasta
eroavien rivien maara (ns. porrasluku)

Esimerkki I Redusoitu porrasmatriisi on siis muotoa

B R
oo Dok e e ko ok - ok
1 k ok ok *’
IEEE N
............ 1 %

missd pisteet merkitsevit nollia ja asteriskit mitd tahansa lukuja. Pelkk& porrasmatriisi taas tarkoittaa
sitdl, ettd ykkosten sijasta saa esiintyd mitd hyvinsd nollasta poikkeavia lukuja ja niiden yldpuolella
mitd hyvinsa lukuja.

Porrasmuodon saavuttamiseksi voidaan kdyttdd seuraavaa menetelmid (algoritmia):
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1. Joskaikki rivit ovat nollariveji, lopeta. Samoin jos rivejd on vain yksi, on A valmiiksi porrasmuotoa
ja voidaan lopettaa.

2. Jos A:ssa enemman kuin yksi rivi, etsi rivi ¢ = (0,...,c,*,...,*), jolla on vihiten alkunollia ja
vaihda se ylimmaksi. Jos tillaisia rivejd on useampia, valitse niistd mikd hyvinsd. Ndin saadaan
matriisi

O...c*...%
O.. %% ... %

Av= .. ... .|
O... %% ... %

jossa ¢ # 0 ja asteriskit ovat mitd hyvinsi lukuja.

3. Jokaista ylimmin rivin alapuolella olevaa rivid d = (0,...,d,...,*) kohti toimi seuraavasti (d
on siis alkio, joka on ylimmin rivin alkion ¢ alapuolella): lisdé ylin rivi tdhin riviin kerrottuna
vakiolla —c¢™'d. Tilloin d siis korvautuu luvulla d — ¢ - ¢~'d = 0 ja niin saadaan matriisi

O...c*...x* 0 ... cx*x...x%
0...0x...= merk. 0...0
A=l ... =] B |
0...0x...= 0...0

jossa c:n alapuolella on vain nollia.
4. Sovella titd samaa menetelmad matriisiin B.

Edelld kuvattu algoritmia kutsutaan Gaussin menetelmdksi ja se pédttyy varmasti, silld matriisi B,
johon menetelméi sovelletaan rekursiivisesti uudelleen, on riviluvultaan pienempi kuin alkuperéinen
matriisi. Jossain vaiheessa siis pidddytiddn kokonaan nollista koostuvaan tai yksiriviseen matriisiin,
jolloin menetelmi pidttyy. Menetelmin perusteella on lisidksi selvid, tuloksena on todella porras-
matriisi.
Porrasmatriisista saadaan redusoitu muoto tdydentdmailld Gaussin menetelmié seuraavasti:
1. Kerro jokainen rivi ensimmadisen nollasta poikkeavan luvun (jos olemassa) kdénteisluvulla. Timén
jélkeen jokainen rivi, joka ei kokostu kokonaan nollista, alkaa ykkoselld.
2. Jos rivin i aloittavan ykkosen yldpuolella on d # O rivilld j, lisdd rivi i riviin j —d:114 kerrottuna.
Toista tdtd uudelleen niin kauan rivien alkuykkosten yldpuolelta 16ytyy nollasta poikkkeavia
alkioita.

Esimerkki 2 Ratkaistaan yhtdloryhmi

2x -y +3z=4
3x +2y +z=6.
-5x +y-2z=3

2-1 34
Ryhmén augmentoitu matriision| 3 2 1 6 |. Kertomalla ensimmaéinen rivi vakiolla % saadaan
-5 1-23
13
7 22
2 16 |, missd edelleen voidaan lisitd ensimmaiinen rivi toiseen —3:1la kerrottuna ja kolman-
1-23

1 -
3
-5

1 -
teen 5:114 kerrottuna. Tuloksena saadaan matriisi | O . Kerrotaan niin saadun matriisin
0—

SISV SRS B
— |

N|—N|\n\>|w
—_

w O N

2
0 [, minka jélkeen lisdtddn toinen rivi ensimmaéiseen %:lla
3

10 1 2
kerrottuna ja kolmanteen %:lla kerrottuna. Tuloksena saatava matriision| 0 1 —1 0 [, josta kolmas
00 413
10 1 2
rivi %:lla kertomalla saadaan | 0 1 —1 1(3) . Lisdamalld kolmas rivi ensimmaéiseen —1:114 kerrottuna
00 17
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100-2
ensimmdiseen ja 1:114 kerrottuna toiseen saadaan matriisi| 0 1 0 14—3 , jota vastaava yhtaloryhma on
13
001 7
v o=
13
y =74
_ 13
=%

mistd ratkaisu voidaan suoraan lukea: (x,y,z) = (—%, %, %). Téssd esimerkissd on siis tasan yksi
ratkaisu.

Esimerkki 3 Yhtaloryhméia
x +3y +2z=17

2x 'y -z =5

-x +2y +3z =4
13 27 1327
vastaava agmentoitu matriision| 2 1 —1 5 |, misté alkeisoperaatioilla saadaan matriisi | 0 1 1 %
-12 34 0002

Viimeisintd matriisia vastaavan yhtdloryhmén kolmas yhtdlo on muotoa O -z +0 -y + 0 -z = 2, siis
0 = 2, miki ei voi toteutua milldéin muuttujien x, y ja z arvoilla. Koska viimeisimmalld ryhmaélla ei
ole ratkaisua, ei sellaista voi olla ensimmaiselldkiin, silld ryhmii vastaavat (augmentoidut) matriisit
ovat riviekvivalentteja.

Esimerkki 4 Ratkaistaan yhtilopari

2x -y 4+z=17
x+3y +4z=0"

Augmentoitu matriisi on
2-117
1 340)°

josta Gaussin-Jordanin menetelmélld saadaan matriisi
101 3
011-1/J°
x +z= 3
y+z=-1"

jonka ratkaisut ovat (x,y,z) = (-z +3,-z - 1,2) = (-z,—z,2) + (3,—-1,0) = z(-1,-1,1) + (3,-1,0),
missd z € R. Ratkaisuja on siis dédreton maara.

Tdma vastaa yhtidloparia

1.1.2 Ratkaisujoukon systemaattinen esittiminen

Tarkastellaan ldhinnd esimerkkien valossa miten redusoidun porrasmatriisin perusteella voidaan
yhtéloryhmén kaikki ratkaisut esittdd systemaattisessa muodossa. Ensinnikin esimerkissi 3 todettiin,
ettd mikili augmentoitu matriisi redusoituu sellaiseen muotoon, jossa viimeisin rivi esittdd yhtiloa
0 = ¢ # 0, ei yhtidloryhmalla ole yhtédén ratkaisua.

Mikiili ratkaisuja on, esitetdén ne systemaattisessa muodossa siten, ettd redusoidussa porrasmuo-
dossa olevan yhtidloryhmén “portaan aloittavat” muuttujat esitetddn muiden avulla, kun taas muut
muuttujat “jadvit ratkaisuun”.

Esimerkki 5 Olkoon augmentoidusta yhtdloryhmin matriisista saatu redusoitua matriisi

10 20 4
01-10-3
00 01-1
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Tatd matriisia vastaa yhtdloryhma

X1 +ZX3 = 4
X2 —X3 =-3 s
X4 = -1

jonka kaikki ratkaisut (xj,xp,x3,x4) voidaan suoraviivaisesti lukea redusoidusta porrasmuodosta:
Ensimmdisen yhtédlon perusteella x; = —2x3 +4, toisen yhtilon perusteella x, = x3 —3, ja kolmannen
yhtdlon perusteella x4 = —1. Téten siis yhtdloryhmén yleinen ratkaisu on muotoa (x1, X, x3,X4) =
(—2)(3 + 4, X3 — 3, X3, —1) = (—2X3,X3,X3,0) + (4, —3,0, —1) = X3(—2, 1, 1,0) + (4, —3,0, —1), missi X3
on miki hyvinsa reaaliluku.

Esimerkki 6 Tarkastellaan toisena esimerkkind redusoitua (augmentoitua) porrasmatriisia

100-4-6-2
010 3 0 3],
oo1 1 2 7
jota vastaava yhtdloryhmé on
X1 —4X4 —6X5 =-2
X2 3X4 = 3

X3 X4 +2x5 = 7

Nyt muuttujat x;, x» ja x3 ovat kukin “portaansa aloittavia” muuttujia, joten ne esitetidn muiden
avulla. Ensimmiisen yhtdlon perusteella x; = 4x4 + 6x5 — 2, toisen perusteella x; = —3x4 + 3,
ja kolmannen perusteella x3 = —x4 — 2x5 + 7. Titen siis yleinen ratkaisu (xi, xp, x3, x4, X5) voidaan
kirjoittaa muodossa

(x1, X2, X3, X4, X5) = (x4 + 6x5 —2,—3x4 + 3,—x4 — 2X5 + 7, X4, X5)
= (4x4 + 6x5,—3x4, —Xx4 — 2x5, X4, x5) + (=2,3,7,0,0)
(4x4,—3x4,—x4,%4,0) + (6x5,0,-2x5,0, x5) + (—2,3,7,0,0)
x4(4,-3,-1,1,0) + x5(6,0,-2,0,1) + (-2,3,7,0,0),

missid x4 ja x5 ovat mitd hyvénsd reaalilukuja.

Esimerkissd 5 yleinen ratkaisu saatiin muodossa x3(-2,1,1,0) + (4,-3,0, —1), ja esimerkin 6 ta-
pauksessa yleinen ratkaisu on muotoa x4(4,-3,—1,1,0) + x5(6,0,-2,0,1) + (-2, 3,7,0,0). Kummas-
sakin tapauksessa ratkaisu voidaan esittdd sellaisessa muodossa, jossa dédrettomaién vektorijoukkoon
lisdtadn yksittdinen vektori: Esimerkin 5 tapauksessa kyseinen yksittdinen vektori on (4,-3,0,-1) ja
esimerkin 6 tapauksessa (2,3,7,0,0). Lisittya yksittdistd vektoria kutsutaan yksittdisratkaisuksi tai
yksityisratkaisuksi.

Huomautus 1 Systemaattisen esityksen vapaiden muuttujien médirad voidaan laskea seuraavas-
ti: Oletetaan, ettd muuttujia on alun perin n kappaletta, ja ettd yhtdloryhmén kerroinmatriisin
redusoidussa porrasmuodossa on r = r(A) porrasta. Jokainen ’portaan aloittava muuttuja” esi-
tetddn muiden muuttujien avulla, joten ratkaisuun jii n — r ”vapaata” muuttujaa, joiden arvoa
ei kiinnitetd. Néin ollen ratkaisu on muotoa

X=Xx1€C1 +...+ Xy 4Cy—r +C,

missd ¢y, ..., ¢,—r jac € R" jaxy, ..., x,_, ovat vapaasti valittavia lukuja.

Gaussin-Jordaniin menetelméi on valmiiksi ohjelmoitu useimpiin tavallisiin matematiikkaoh-
jelmiin. Syotetddn esimerkin 2 augmentoitu matriisi Matlab-ohjelmistoon:

>> A=[2,-1,3,4;3,2,1,6;-5,1,-2,3]
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Komento format rat asettaa Matlabin laskemaan desimaaliesitysten sijaan murtoluvuilla ja
rref (A) muuntaa matriisin A redusoituun porrasmuotoon:

>> rref(A)

ans =
1 (] -5/4
0 1 0 13/4
0 0 1 13/4

>>

1.2 Vektoriavaruudet

Edellisessd pykiladssi kaytettiin késitettd matriisi, joka kieltimittd kuuluu lineaarialgebran kulmaki-
viin. Toisaalta matriisien ominaisuuksia kéytettiin vain minimaalisesti eikd edes mainittu matriisien
kertolaskua, joka on perustavaa laatua oleva operaatio lineaarialgebrassa. Siksi kisite matriisi esitel-
laan vield tulevissa pykilissd uudelleen, tilla kertaa selvittden myos késitteen taustat.

Mairitelmé S Jos A on mikd hyvinséd joukko, merkitddn A:n n-kertaista karteesista tuloa
itsensd kanssa (karteesinen potenssi) A":114. Se muodostuu n-pituisista jarjestetyistd jonoista,
joiden kukin alkio on joukon A jdsen:

A" = {(ar,a,. . .,an) | a; € A}.

Joukon A" alkioita kutsutaan vaakavektoreiksi tai 1 X n-matriiseiksi. Vektoreita on tapana
merkitd lihavoidulla kirjasintyypilld: a = (aj,ao,. . .,a,) ja alkioita ay, ay, ..., a, Kutsutaan
vektorin koordinaateiksi tai pelkistddn alkioiksi, toisinaan myds komponenteiksi. Fysiikan
kirjallisuudessa vektoreista kiytetdin usein myds yldviivaa @, “hattua” d tai yldnuolta 7.
Vanhemmassa suomenkielisessa kirjallisuudessa on suosittu myos saksalaisperdistd kdytantod,
jossa vektoreita merkitddn fraktuurakirjaimilla a, b, ¢ jne.

Jos joukossa A ei ole midritelty mitddn operaatioita (esim. summa, tulo), jad ylld méiritelty
karteesinen potenssi A" pelkéstddn joukoksi vailla minkéanlaista algebrallista rakennetta. TAmad ei ole
lineaarialgebran kannalta erityisen kiintoisa tarkastelukohde, ja timén kurssin oppimiérin kannalta
tarkeimmit tapaukset ovatkin A = R ja A = C, jolloin puhutaan reaalisesta tai kompleksisesta
vektoriavaruudesta. Tilloin A:n alkioita kutsutaan skalaareiksi.

Miaritelma 6 Olkoon A = R tai A = C. Vektorien a = (ay,...,a,) jab = (by,...,by)
yhteenlasku maéritellddn
a+b=(a+by,...,a, +by)

ja skalaarikertolasku
ca = (cay,...,cay)

Lause 1 Olkoon A = R tai A = C. Mddiritellddn ns. nollavektori 0 = (0,0,. . .,0) ja vektorin
a = (ay,...,a,) vastavektoriksi —a = (—ay,...,—ay). Tdlloin joukko A" varustettuna ylli
maddritellylld vektorien yhteenlaskulla ja skalaarikertolaskulla toteuttaa seuraavat ehdot:
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.a+(b+c)=(a+b)+c
.a+b=b+a
a+0=a
.a+(-a)=0
.c(a+b)=ca+ch
(c+da=ca+da

. c(da) = (cd)a

la=a

0N O LA W~

Edellisen lauseen kaikki vdittimédt on erittdin helppo havaita todeksi kiyttimalld reaali- tai
kompleksilukujen perusominaisuuksia. Suoraviivaisuudestaan huolimatta lauseen viittamillé on erit-
tdin merkittdvi asema lineaarialgebran teoriassa. Vaikka péittelya tissd kurssissa ei erityisesti perus-
teta edellisen lauseen viittdmiin, on niiden erityisasema syyta tuoda esille:

Mairitelmé 7 Vektoriavaruus V on joukko, jossa on madritelty vektoreiden yhteenlasku ja
skalaarikertolasku, jotka toteuttavat edellisen lauseen ehdot 1-8. Vektoriavaruuksia kutsutaan
my0s lineaariavaruuksiksi tai pelkéstdan avaruuksiksi.

Edellisen miiritelmidn mukaan R" ja C" ovat molemmat vektoriavaruuksia, mutta nimi eivit
suinkaan ole ainoita esimerkkejé sellaisesta.

Esimerkki 7 Olkoon C°[a, b] vililli [a, b] mairiteltyjen jatkuvien reaalifunktioden joukko. Mairitel-
ld4n funktioden yhteenlasku f + g ehdolla (f + g)(x) = f(x)+ g(x) ja skalaarikertolasku c - f ehdolla
(cf)(x) = cf(x). Totea, etti C°[a, b] toteuttaa lauseessa 1 esitetyt ehdot.

Huomautus 2 Edellisen esimerkin C°[a,b] ja vektoriavaruuden R” vililli on itse asiassa varsin
suoraviivainen yhteys. Joka ikinen avaruuden R" alkio f = (fi,..., f,) voidaan merkinnin f =
(f(1),..., f(n)) kautta itse asiassa ajatella funktioksi f : {1,...,n} +— R, missi f(i) = f;. Néin ollen
vektoriavaruuden R” alkio on dérelliselld joukolla {1,2,...,n} madritelty funktio joukkoon R, kun
taas avaruuden C°[a, b] alkiot ovat vililld [a, b] médriteltyji funktioita joukkoon R. Voidaan jopa
ajatella, ettd avaruuden R" vektorilla f on n koordinaattia fi, ..., f,;, kun taas avaruuden Co[a, b]
vektorilla on dédrettdmédn monta koordinaattia f(¢) kutakin arvoa ¢ € [a, b] kohti.

Esimerkki 8 Avaruuksilla R? = {(x,y) | x,y € R} jaR> = {(x,y,2) | x,y,z € R} on kummallakin
ilmeinen visuaalinen tulkinta. Vektori voidaan tulkita geometrisesti kolmi- tai pienempiulotteisen
avaruuden pisteend. Tité tulkintaa on yleensi tapana laajentaa suuntajanaksi origosta kyseiseen pis-
teeseen ja jopa kaikkien samansuuntaisten ja -pituisten suuntajanojen joukoksi. Tulkinnan mukaan
(1,0,0) on x-akselin suuntainen, (0, 1,0) y-akselin suuntainen ja (0,0, 1) z-akselin suuntainen yksik-
kovektori.

1.3 Vektoriavaruuksien rakenteesta

Ellei toisin mainita, tdssd luvussa kisiteltdvit vektoriavaruudet ovat joko V = R" tai V = C".
Rakenteen kannalta ndiden teoria on samankaltainen, mutta jos késitellddn avaruutta R", ovat skalaarit
rajoitettu joukkoon R, ja avaruutta C" késiteltdessd otaksutaan skalaarikunnaksi C. Periaatteessa olisi
kylld mahdollista kehittdd kompleksisten vektoriavaruuksien teoriaa rajoittamalla skalaarit joukkoon
R, mutta tdmi ei ole osoittautunut erityisen hedelmilliseksi 1dhestymistavaksi.

Esimerkki 9 Olkoon V = R>. Erityisesti fysiikassa on tapana merkiti i = (1,0,0), j = (0, 1,0),
k = (0,0,1), jolloin

(x,¥,2) = (x,0,0) + (0,y,0) + (0,0,z) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + z(0,0,1) = xi + yj + zk.

Edellisen esimerkin mukaan kaikki avaruuden R3 vektorit voidaan esittiii kolmen vektorin i, J. k
skalaarimonikertojen ja summien avulla. Téllaista esitystapaa sanotaan lineaarikombinaatioksi.
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Mairitelmé 8 Jos V on vektoriavaruus jonka skalaarikunta on K (joko R tai C), ja vektorit vy,

V2, ..., Vk ovat joitain avaruuden V alkioita, sanotaan, ettd ndiden vektoreiden lineaarikombi-
naatioiden joukko

L(V],...,Vk)Z <V1,...,Vk> ={6‘1V1+...+Cka|Cl,...,Ck EK}

on niiden vektoreiden joukko, jotka saadaan vektoreista vy, . . ., vx vektoriavaruuden algebral-
lisilla operaatiolla: skalaarikertolaskuilla ja vektoreiden yhteenlaskuilla.

Vektoriavaruuksien teoriaa kehitettiessd voidaan huomata, etti monissa kdyttokohteissa, se-
ki teoreettisissa, ettd soveltavissa, usein vektorijoukkoa A = {vy, ..., vx} tirkedmpi on joukko
L(vy,...,vy), siis kaikki vektorit jotka voidaan esittdd joukon A lineaarikombinaatioina.

Esimerkki 10 Miiritellddn e, = (1,0, . ..,0), &, = (0,1,...,0), ..., &, = (0,0,.. ., 1). Tilldin

(xl,xz,...,xn) xie; + xp€x + ...+ x,€,,

joten
Rl‘l

L(ey,...,ey,).

Maaritelma 9 Jos
U= L(V],. o .,Vk)

sanotaan, ettd vektorit vy, . . ., V¢ generoivat joukon U.

Lause 2 Seuraavat tulokset on melko helposti néhtdvissd oikeiksi.

1. Kaikilla v; on v; € L(vy,...,Vg).

2. Jos {vi,...,vi} SA{Vi,...,V&}, on L(vy,...,v)) € L(vy,..., V).

3. Jos {uy,...,w} C L(vy,...,vx), niin L(uy,...,u) C L(vy,..., V).
4.u € L(vy,...,Vy), tarkalleen silloin kun L(vy,...,vi) = L(Vy,...,Vi,0).
5. L({vi,...,vi} U{0}) = L(vy,...,vg).

Madritelmé 10 Olkoon V on vektoriavaruus ja U C V sellainen epityhjé joukko, ettd aina kun
v1, V2 € U ja c| ja cp ovat skalaareja, niin myOs c;v; + ¢pv2 € U. Tilloin sanotaan, ettd U on
V:n aliavaruus ja merkitdin U < V

Edellisen miiritelméin mukaan aliavaruus on sellainen vektoriavaruuden osajoukko, joka on sul-
jettu vektoriavaruuden operaatioiden (summa ja skalaarimonikerta suhteen) ja siis L(vy,..., V) on

aina V:n aliavaruus. Jokaisella vektoriavaruudella V on ainakin kaksi aliavaruutta: {0} (nolla-avaruus)
jaVitse.

Huomautus 3 Koska0 =0-v; +0- vy, on0 €V aina.

Midritelmén 9 mukainen joukko on aina algebralliselta rakenteeltaan vektoriavaruus:

Lause 3 Jos vy, ..., Vi ovat jonkin vektoriavaruuden V alkioita, on joukko L(vi,...,Vi)
vektoriavaruus, joka sisdltyy avaruuteen V.
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Todistus Suoraviivainen. O

Mairitelma 11 Vektoriavaruus V on dérellisesti generoitu, jos on olemassa sellainen dédrellinen
joukko {vi,...,vg} CV, ettd
V =L(vy,...,V)

Esimerkki 11 Vektoriavaruus R" (samoin kuin C") on direllisesti generoitu:
R" = L(ey,...,e,).
Esimerkki 12 Olkoon v = (1,1) € R?, jolloin ((1,1)) = L((1,1)) = {#(1,1) | t e R} = {(t,1) | t € R}

Esimerkki 13 Vektoriavaruutta R? on luontevaa sanoa kaksiulotteiseksi ja avaruutta R kolmiulot-
teiseksi. On helppo huomata ettd R* = L(i,j) ja R? = L(i,j, k). Esimerkin 12 mukaista avaruuttaa
on luontevaa kutsua yksiulotteiseksi, joten ulottuvuusluku ndyttéa liittyvidn generoivien vektoreiden
miridn. Aivan suoraviivainen ei kytkos ole, sillid esimerkiksi jokainen R?:n vektori voidaan esittiz
paitsi muodossa
(x,y) = xi +yj,
my06s muodossa
(x,y) = xi+yj+0-(i+])

joten myos kolmen vektorin joukko {i,j,i+j} generoi avaruuden R2. Toisaalta my&s joukko {i+j,i—j
generoi avaruuden R2, sillid

(6.3) = 50+ 3G+ 0) + 50 1))

Titen siis avaruudelle R? on 16ytynyt kaksi kahden alkion ja yksi kolmen alkion generoiva joukko. On
kuitenkin huomattava ettd kolmen alkion generoivasta joukosta {i, j,i+j} voidaan yksi alkio jattaa pois,
silld esimerkiksi viimeinen alkio i+j voidaan esittdid kahden ensimmadisen avulla. Yhtd hyvin voitaisiin
jattdd pois ensimmdinen alkio i, silld se voidaan esittdd kahden jalkimmaéisen lineaarikombinaationa.
i=-1-j+1-(+})).

Mairitelmi 12 Vektorijoukko {vi, V2, ..., Vi} on lineaarisesti riippuva tai pelkistdin
riippuva, jos jokin sen vektoreista voidaan esittdd muiden lineaarikombinaationa: v; €
L(V1,...,Vi—1,Vit+1,- - ->Vk)- Jos vektorijoukko ei ole lineaarisesti riippuva, sanotaan ettd se
on lineaarisesti riippumaton (tai pelkistiin riippumaton).

Esimerkki 14 Joukko {i,j} on selvisti lineaarisesti riippumaton, silld (1,0) = ¢(0,1) ja (0,1) = ¢(1,0)
eivit toteudu milldén c¢:n arvolla. Joukko {i, j,i + j} on lineaarisesti riippuva, sillii+j=1-i+1-j.

Huomautus 4 Jokainen vektorijoukko A = {0,v,,...,vx} joka siséltdd nollavektorin vi = 0, on
lineaarisesti riippuva, silld 0 voidaan esittdd muiden lineaarikombinaationa:

0=0-vo+...4+0-vg.

Lause 4 Vektorijoukko {vy,. ..,V } on lineaarisesti riippumaton tarkalleen silloin kun
CciVi+...+cve =0

toteutuu vain ilmeiselld valinnalla jossa kaikki kertoimet ovat nollia: ¢y = ... = cx = 0.
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Todistus Oletetaan ensin, etti vektorijoukko {vy,...,vi} on lineaarisesti riippuva. Till6in jokin
vektoreista, v; voidaan esittdd muiden lineaarikombinaationa:

Vi=cCVi+...+Ci-1Vj-1 + Ci+1Vi+1 + ... + Ck Vi,
josta ndhdéén, ettd
O=cvi+...+ci1Vici = 1 -V, + Cciy1Vig1 + ... + Ck V.

Niin ollen nollavektori voidaan esittdd epdilmeiselld tavalla, silld vektorin v; kerroin ylldolevassa
esityksessd on —1.
Oletetaan sitten, ettd nollavektori voidaan esittdd epédilmeiselld tavalla

C1V] + ...+ CkVi =0,
missé ainakin jokin kertoimista, ¢; # 0. Talloin
CiVi=—CV1—...—Ci-1Vi-1 = Ci+1Vi+1 — .. — Ci VL.
ja siis vektori v; voidaan esittdd muiden lineaarikombinaationa:

1

- -1 -1 -1
Vi=—-¢ CVy—...=C Ci-1¥i-1 —C; Ci+1Vj+1 — ...~ C; CiVk.

Esimerkki 15 Vektorijoukko {i, j,i + j} on lineaarisesti riippuva, silld
1-i+1-j—-1-(i+j)=0
on nollavektorin ei-ilmeinen esitys.
Esimerkki 16 Vektorijoukko {ej,ey,. . .,e,} avaruudessa R” on lineaarisesti riippumaton, silld
cie| + e+ ...+ cpe, = (c1,02,...,Cn).
jotta tima olisi nollavektori, pitdd ollac; = ¢ ... = ¢, = 0.

Esimerkki 17 Jokainen vektorijoukko {vi,...,vi}, jossa vektorissa v;;; on enemmén alkunollia
kuin vektorissa v;, mutta joka ei sisdlld nollavektoria, on lineaarisesti riippumaton. Jos nimittdin
vi =(0,...,vq,...)missa v; # 0, on

C1Vi + v+ ...+ Ck Vi = (0,. s C1V, . . )
ja jotta timai olisi nollavektori, pitda ensiksikin olla c;v; = 0, josta ¢; = 0. Talldin summan
V) + ...+ Ck Vi

tulee olla nollavektori, ja samoin pééttelemilld ndhd&én, ettd ¢, = 0. Jatkamalla samoin saadaan
C3=...=Ck=0.

Esimerkki 18 Todetaan edellisen esimerkin mukaisesti, etti avaruuden R* joukko {(1,2,0,-1),
(0,2,-1,-2),(0,0,3,2), (0,0,0,—1)} on lineaarisesti riippumaton:

¢1(1,2,0,—1) + ¢2(0,2,-1,-2) + ¢3(0,0,3,2) + ¢4(0,0,0,—1)
= (c1,2¢1 +2¢p,—¢p + 3¢3,—¢1 — 203 + 203 — ¢4),

jajotta tima olisi nollavektori, pitdd olla sen kaikkien koordinaattien olla nollia. Ensinnékin ¢; = 0,
ja sijoittamalla tima saadaan vektori (0,2¢p, —cp + 3¢3,—2¢3 + 2¢3 — ¢4), joka voi olla nollavektori
vain jos ¢; = 0. Sijoittamalla ¢; = 0 saadaan (0,0,3c¢3,2¢3 — ¢4), ja siis pitdd olla c3 = 0. Ndin saadaan
(0,0,0,—c4), josta ¢4 = 0.

Esimerkki 19 Selvitetiin onko avaruuden R? vektorijoukko {i+j,i—j} = {(1,1),(1,-1)} lineaarisesti
riippumaton. Yhtilo
Cl(l, 1) + C2(],—1) = (0,0)
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voidaan kirjoittaa yhtdlopariksi

ci+cp=0
C1—C2=0,

jonka ainoa ratkaisu on (cy,¢;) = (0,0). Téten vektorit ovat riippumattomat.

Esimerkki 20 Selvitetdin, onko avaruuden R3 vektorijoukko {(1,2,-1),(-2,3,1),(4,1,-3)} lineaari-
sesti riippumaton. T&td varten on selvitettdvd, onko yhtalolla

e1(1,2,-1) + e2(=2,3, 1) + ¢34, 1,-3) = (0,0,0)

vain ratkaisu ¢; = ¢ = ¢3 = 0 (jolloin vektorijoukko on lineaarisesti riippumaton) vai onko olemassa
sellainen ratkaisu, jossa jokin ¢; # 0 (jolloin vektorijoukko on lineaarisesti riippuva).
Y114 oleva vektoriyhtélo voidaan kirjoittaa lukuja koskevaksi yhtdloryhmiksi

C1 —2C2 +4C3 =0
2c1 43¢, +c3 =0
—c1 +c¢y —3c3 =0,

joka voidaan Gaussin-Jordanin menetelméé kdyttiméalld saada ekvivalenttiin muotoon

C1 +2C3 =0
Cy —C3 = 0

Tdmdn ratkaisut ovat (c1,c¢p,¢3) = (—2¢3,¢3,¢3) = ¢3(=2,1,1), missd ¢3 € R. Titen valitsemalla
esimerkiksi ¢z = 1 saadaa nollavektorile ei-ilmeinen esitys

-2-(1,2,-1)+1-(-2,3,1)+1-(4,1,-3) = (0,0,0),

josta voidaan miké hyvidnsd vasemman puolen vektoreista ratkaista esitettéiviksi muiden lineaarikom-
binaationa.

Esimerkki 21 Yhden vektorin joukko on lineaarisesti riippuva tarkalleen silloin kun kyseinen vek-
tori on 0. Kahden vektorin joukko {vy,v,} on lineaarisesti riippuva tarkalleen silloin kun toinen
vektoreista on nollavektori tai vektorit ovat toistensa skalaarimonikertoja.

Esimerkki 22 Olkoon C? koko reaaliakselilla miriteltyjen funktioiden joukko varustettuna esimerkin
7 mukaisella yhteen- ja skalaarikertolaskulla. Talloin funktiot 1, sin? x ja cos® x ovat lineaarisesti
riippuvat, silld

1-sifx+1-cos’x—1-1=0

Esimerkki 23 Olkoon C kuten edellisessd esimerkissd. Funktiot 1, sinx ja cos x ovat lineaarisesti
riippumattomat, silld jos
ci-l+cp-sinx+c3-cosx (1.2)

on nollafunktio, niin myds sen derivaatta
CpCOS X — c3Sinx

on nollafunktio. Sijoittamalla tahén x = 0 ndhdédn, ettd c¢; = 0 ja sijoittamalla x = 7 nihdéén ettd
c3 = 0. Yhtilosta (1.2) seuraa talloin ¢; = 0.

Lause 5 Olkoot vy, ..., Vi avaruuden R" vektoreita. Muodostetaan k X n matriisi A, jonka
rivejd mainitut vektorit ovat:
Vi
A=|
Vi
Jos A ~ B ja
uj
B = ,
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niin
L(vy,...,vk) = L(uy,. .., u)

Seuraus 1 Olkoon S = {vy, ...,V } vektorijoukko avaruudessa R" ja A matriisi, jonka riveind ovat
kyseiset vektorit. Olkoon A ~ B ja B redusoitu porrasmuoto. Tdlloin vektorijoukko S on lineaarisesti
riippuva tarkalleen silloin kun matriisissa B esiintyy nollarivi.

Esimerkki 24 Olkoon S = {(1,2,-1),(-2,3,1),(4,1,-3)} ja A niitd riveind kiyttden muodostettu
matriisi:

12-1
A=|-23 1
41 -3
Téstd saatava redusoitu porrasmuoto on
5
10-2
B=[01-3
00 O

Niin ollen vektorijoukko S on lineaarisesti riippuva, silld B:ssd on nollarivi. Lisdksi

L((1,2,-1),(-2,3,1),(4,1,-3)) = L((l,O,—%), (0, 1,—%)).

Mairitelmé 13 Joukko B on vektoriavaruuden V kanta, jos

1.V = L(B).
2. B on lineaarisesti riippumaton.

Lause 6 Vektoriavaruuden kaikissa kannoissa on yhtdi monta vektoria.

Lause 7 Jos B = {by,...,b,} on avaruuden V kanta, niin jokaisella x € V on olemassa yksikdsit-
teinen esitys kantavektoreiden lineaarikombinaationa:

x=x;by+...+x,b,

Mairitelmé 14 Jos B = {vy,..., Vi } on &édrellinen, sanotaan ettd V on k-ulotteinen ja merki-
tadn dim(V) = k. Avaruuden V = {0} kannaksi sovitaan tyhja joukko. Jos vektoriavaruudella
V ei ole aarellistd kantaa, sanotaan, ettd V on daretonulotteinen.

Esimerkki 25 Vektorit i = (1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0, 1) muodostavat R3:n kannan. Samoin
vektorijoukko {ej, e, ..., e,}, missid e¢; = (0,...,1,...,0) (i:s koordinaatti 1) on R":n kanta. Tati
kantaa kutsutaan vektoriavaruuden R luonnolliseksi kannaksi.

Mairitelma 15 Jos x € V ja B = {by,...,b,} on avaruuden V kanta, niin esityksessd
x =x;by +...+x,b,

lukuja x1, . . ., x, kutsutaan vektorin x koordinaateiksi kannan B suhteen ja niisti muodostuvaa
R"™:n vektoria xg = (x1,. . ., x,) sanotaan x:n koordinaattivektoriksi kannan B suhteen.
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Esimerkki 26 Jos x = (x1,...,%,) € R" ja B = {ey,...,e,} on luonnollinen kanta, niin
X =x1€ +...+ x,€,,

joten
XB = ()Cl,. . -7xn)~

Esimerkki 27 Olkoon By = {i,j} ja B, = {i +j,i — j} seki (x,y) € R2. Esimerkin 13 mukaan
(5, )8, = (x,y)ja (x,y)p, = Gx+y), 5(x = y)).

Esimerkki 28 Joukko {i + j,i — j} on R?:n kanta, mutta {i,j,i + j} ei ole.

Esimerkki 29 Olkoon P = {cy + c1x + c2x> + ... + cpx™ | ¢; € R} kaikkien reaalikertoimisten

polynomien joukko. P on vektoriavaruus (tarkista), jonka kannaksi voidaan valita polynomit 1, x, x,
x3,.... P:lli ei ole #irellisti kantaa.

Esimerkki 30 Olkoon Ps = {co + c1x + c2x* + c3x° + ¢4x* | ¢; € R} niiden reaalikertoimisten
polynomien joukko, joiden aste on pienempi kuin 5. Ps on vektoriavaruus (tarkista), jonka kannaksi
voidaan valita {1, x, x%, x>, x*}. Niin ollen dim(Ps) = 5.

3

Esimerkki 31 Myos joukko {1, 1 +x, I + x + x%, I + x + x> + x>, 1 + x + x> + x> + x*} on avaruuden

Ps kanta.

Huomautus 5 Jos V = L(vy, ..., vg), mutta {vy, ..., vx} ei ole avaruuden V kanta, voidaan ge-
neroivasta joukosta poistaa “turhat” vektorit ndin saadaan kanta. Mikali vy € L(vy,...,Vk_1), on
V = L(vy,...,Vk—1) ja prosessi voidaan toistaa kunnes jéljelle jadvi joukko on lineaarisesti riippu-
maton.

Esimerkki 32 Olkoon V = L((1,2,-1),(=2,3,1),(4,1,-3)) ja etsitidin avaruudelle V C R3 kanta.
Tdma voidaan tehdd esimerkin 24 mukaisesti tai hydodyntdmalld esimerkkid 20.

Lause 8 Jos V on ddrellisulotteinen ja U on V:n aliavaruus, niin mikd hyvéinsd U:n kanta
voidaan tdydentdd V :n kannaksi.

Todistus Jos U = L{vy,...,vi}, valitaan mika hyvinsa vektori v, € V \ U, jolloin saatava
aliavaruus Uy = L{vy,. .., Vg, Vk+1 } sisdltdad aidosti avaruuden U. Jatketaan nidin, kunnes ei enda
voi valita vektoria aliavaruuden ulkopuolelta, mikd merkitsee sitd, ettd lopulta saatu avaruus
onV. O

Seuraus 2 Jos U <V, on dim(U) < dim(V).

Seuraus 3 Olkoon dim(V) = n. Jokainen V:n osajoukko, jossa on enemmdn kuin n vektoria, on
lineaarisesti riippuva.






Luku 2
Matriisit

2.1 Kertausta

Aiemmissa luvussa ja my0s jo insin00rimatematiikka A:ssa on viitattu matriisin kéisitteeseen. Ai-
emmin esitettynd matriisi on kuitenkin kisitetty vain kaaviona, jonka puitteissa voidaan mééritelld
rivimanipulaatiota, tai alkiokohtaisia tulo- ja summaoperaatioita. Tdssd luvussa esitetdédn syvillisem-
pi, lineaarikuvauksiin perustuva merkitys matriisin késitteelle. Aluksi kuitenkin kerrataan tarvittavat
kasitteet.

Maaritelma 16 Matriisi A on kaavio

Ay A ... Ay,
Ayl Ay ... Ay

Q2.1
Aml Am2 cee Amn

Matriisissa esiintyvid lukuja A;; sanotaan matriisin alkioiksi. Jos A;; € C, sanotaan, etti
matriisi on kompleksinen tai yli kompleksilukujen. Jos taas alkiot ovat reaalisia, voidaan sanoa
ettd A on reaalinen tai yli reaalilukujen. Matriisin vaakarivejd kutsutaan riveiksi ja pystyriveja
sarakkeiksi. Matriisin tyyppi on lukupari m X n, missd m rivien miird ja n on sarakkeiden
madrd. Tyyppid m X n olevaa matriisia sanotaan m X n-matriisiksi.

Maaritelmé 17 (Vaaka- ja pystyvektorit)

e 1 X n-matriisia A = (A1 A2 ... Ay,) kutsutaan vaakavektoriksi tai rivivektoriksi.
Aqy

A
e mX l-matriisia A =| . |kutsutaan pystyvektoriksi tai sarakevektoriksi.

Aml
Rivi- ja sarakevektoreita kutsutaan yhteisnimitykselld vektori. Vektoreiden alkioita kutsutaan
myos koordinaateiksi.

Miké hyvinsd m X n-matriisi voidaan siis esittdd rivivektoreiden kokoelmana (m kpl) tai sarakevek-
toreiden kokoelmana (n kpl). Yksin esiintyvin rivivektorin koordinaatit on tapana erottaa pilkulla.
Vektoreita on tapana merkitd myos lihavoiduilla kirjaimilla ja yksinkertaisella indeksoinnilla, esi-

17
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Y1

y2
merkiksi X = (x1,x2,...,%,)jay =| . | Sekd rivi- ettd sarakevektorit voidaan tulkita avaruuden

Yn
R™ alkioiksi.

Mairitelmé 18 Erityisid matriiseja ovat mm. seuraavat:

* Nollamatriisi O on matriisi, jonka kaikki alkiot ovat nollia

* Neliomatriisi on matriisi, jossa rivien maira on sama kuin sarakkeiden maira

* Diagonaalimatriisi on neliomatriisi D, jolle pétee i # j = D;; = 0.

* Identiteettimatriisi I, on diagonaalimatriisi, jonka kaikki diagonaalialkiot ovat ykkosid.

Maaritelma 19 Olkoon A m X n-matriisi. Talloin maaritellddn

» Transpoosi (AT); = Aji.
* Neliomatriisi A on symmetrinen, jos AT = A.
* Matriisin A:n vastamatriisi —A mairitelladn asettamalla (—A);; = —A;;.

Mairitelmé 20 (Skalaarikertolasku) Jos A on m X n-matriisi ja ¢ joko kompleksi- tai reaali-
luku, on cA m X n-matriisi, jolle pétee (cA);; = cA;; (kertolasku alkioittain).

Mairitelmé 21 (Matriisien yhteenlasku) Jos A on m X n-matriisi ja B r X s-matriisi, summa
A + B médritellddn vain jos m = r ja n = s. Till6in

(A 4 B)ij = Al'j A Bij
(yhteenlasku alkioittain).

Huomautus 6 On helppo todeta, ettd m X n-matriisit muodostavat yhteen- ja skalaarikertolaskun
suhteen vektoriavaruuden.

Esimerkki 33 A = (3 _i 2) on 2 X 3-matriisi ja 5SA = ( 18 _g 12)

2-10 1o
Esimerkki 34 A = (0 13 ) on 2 X 3-matriisi ja B = _% ; 3 X 2-matriisi, joten summaa A + B ei
ole médritelty.

2-10 12-1

Esimerkki 35 A = ( ) on 2 X 3-matriisi ja B = ( ) on 2 X 3-matriisi, joten summa A + B

0 13 01 3

2-10)  (12-1)_(31-1
A+B‘(0 13)*(01 3)‘(02 6)

on madritelty:

Esimerkki 36

(—x+3,-x—-1,x)=(-x,—x,x)+(3,-1,0) = x(-1,-1,1) + (3,-1,0).
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Matlab-ohjelmistoon (versio 6.5) matriisit syotetdin siten, ettd rivit erotetaan toisistaan puo-
lipisteelld ja alkiot pilkuilla. Esimerkiksi matriisit

13-3-2 20-1-1
A= 02 1-2| ja B=| 10 3 3
41 2-3 -15 0-2

Syotetadn seuraavasti:

>> A=[1,3,-3,-2;0,2,1,-2;-4,1,2,-3]

>> B=[2,0,-1,-1;1,0,3,3;-1,5,0,-2]

Matriisien summa lasketaan ilmeiselld tavalla ja transpoosi ilmaistaan heittomerkilla:

>> A+B
ans =
3 3 -4 -3
1 2 4 1
-5 6 2 -5
>>
>> ans’
ans =
3 1 -5
3 2 6
-4 4 2
-3 1 -5

2.2 Lineaarikuvaukset

Matriisin késitettd voidaan kdyttdd, ja kdytetddnkin tdmin kurssikokonaisuuden puitteissa kaytetty
jasentelemién kaavioita: Gaussin-Jordanin menetelmi on kayttokelpoinen.

Kasitteend matriisi on kuitenkin paljon yleisempi ja kdyttokelpoisempi kuin pelkki kaavio. Mat-
riisi on lineaarikuvauksen esitystapa. Yhdessi lineaarikuvaksen ja matriisin kisitteet muodostavat
lineaarialgebran perusta.

Lineaarikuvaus voidaan méiéritelld ainakin kahdella tavalla, joista kumpikin johtaa samaan kisit-
teeseen. Kirjallisuudessa tavallisin lienee seuraava méadritelmai:

Mairitelmé 22 Funktio f : R® — R™ on lineaarinen, jos

flax + by) = af(x)+ bf(y)

aina, kun x, y € R” ja a ja b ovat skalaareita.

Yleisesti ottaen sanoja kuvaus ja funktio voidaan kdyttdd synonyymeind, mutta erityisesti lineaa-
risten funktioiden kohdalla on tapana kéyttda termié kuvaus. Lineaarikuvausta on usein my0s tapana
merkité isolla kirjaimella ja jéttaa sulkeet muuttujan ympériltd merkitseméitta.

Esimerkki 37 f : R — R, f(x) = v/x ei ole lineaarinen, silld esimerkiksi

2=VA=fA4) =f1-2+41-2)#1-f2)+1-f(2)=V2+V2
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Esimerkki 38 T : R — R%, T(x,y,z) = (x + y — z,2x + 3y + 2) on lineaarinen, silld

T(a(x1,y1,21) + b(x2, y2,22)) = T(axy + bxy,ay, + byz,azy + bz)
= (ax| + bxp + ay| + by, + az; + bzp,2(ax; + bxy) + 3(ay; + by;) + az; + bzp)
= (a(x; + y1 +21) + b(xy + yo + 22),a(2x) + 3y1 + 21) + b(2x1 + 3y, + 22))
= a(xy +y1 +21,2x1 + 3y1 + 21) + b(x2 + y2 + 22,2x1 + 3y2 + 22)
= al(x1,y1,21) + bT (x2, y2. 22).

Esimerkki 39 Olkoon lineaarikuvaukselle f : R? — R? £(1,2) = (2,2)ja f(2,3) = (2,5). Méiritetiin
f(5,8).Koska(5,8) = 1-(1,2)+2-(2,3), on lineaarisuuden perusteella £(5,8) = 1- f(1,2)+2- f(2,3) =
1-(2,2)+2-(2,5) =(6,12).

Esimerkki 40 Olkoon C'[a, b] vililli [a, b] derivoituvien reaalifunktioiden joukko, joiden derivaatta
on jatkuva. Télloin derivointi

d A 1 N 0 i _ ’
E . C [a9b] C [a’ b]’ dxf(x) - f (X)

on lineaarikuvaus, silld %(a fi+bf) = a% fi+ b% b.

Adrellisulotteisissa avaruuksissa lineaarikuvauksen toinen mahdollinen méiritelmi voidaan joh-
taa tdssd kaytetystd médritelmastd suoraviivaisesti. Ensinnékin voidaan induktiolla todeta, etti line-
aarikuvaukselle pitee

flaixi + axxo + ...+ anXp) = a1 f(X1) + a2 f(X2) . .. + an f(Xn),
ja koska mikd hyvinsd x € R voidaan esittdd luonnollisen kannan avulla:
X=x1€e +...+ Xp€p,
saadaan lineaarisuutta kdyttamalla

fx)=x1f(e)+...+x,f(e,)

Ylldoleva yhtdld merkitsee sitd, ettd lineaarikuvaus madrdytyy tiydellisesti kantavektoreiden kuvien

f(ey), ..., f(e,) mukaan.
Jos kiytetddn merkintdd y = f(x) € R™, vektorin y i:nnestd koordinaatista merkintdi y;, saadaan
ylldolevasta yhtilosti

fX)i = x1 f(er); + xaf(e2); +...+ x,f(en);

jamerkitsemilld a;; = f(e;);
Yi = a1 Xy +apxy+ ...+ ainXxy.
Tiéten lineaarikuvauksessa f : R” — R™ kuvavektorin y = f(x) jokainen koordinaatti y; on
ensimmaéisen asteen lauseke alkukuvan x = (x1,. . ., x,) koordinaateista:
Vi = aj1X1 + appXp + ...+ AinXn. 2.2)
Taméd ominaisuus olisi voitu valita lineaarikuvauksen mééaritelméksi luvun alussa esitetyn

sijaan.

Edelli esiintyneet, lineaarikuvaukseen f : R” — R™ liittyvit luvut a;; = f(e;); voidaan koota
matriisiksi

ayn adip ... dip

azy dzy ... dyp
Mq=| . . . R

aml Am2 - .- Amn

jota sanotaan lineaarikuvauksen matriisiksi luonnollisen kannan suhteen.
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Esimerkki 41 Esimerkin 38 lineaarikuvaukselle T'(x,y,z) = (x + y — z,2x + 3y + 2) T(e;) = (1,2),
T(ey) = (1,3)jaT(e3) = (—1,1), joten
11-1
Mr = (2 301 )

Esimerkki 42 Olkoon f : R> — R? lineaarikuvaus, jolle £(1,0,0) = (2,1), £(0,1,0) = (1,1) ja
f(0,0,1) = (0,2). Madritetdédn f(1,2,3). Koska (1,2,3) = 1-(1,0,0) +2-(0,1,0) + 3 - (0,0, 1), pitee
lineaarikuvaukselle f

f(1,2,3)=1-f(1,0,0) +2- f(0,1,0) + 3 - £(0,0,1) = 1-(2,1) +2- (1,1) +3-(0,2) = (4,9).
Esimerkki 43 Miiritetdéin matriisi Ay edellisen esimerkin lineaarikuvaukselle. Koska

f(x,y,2) = f(x-(1,0,0)+ y - (0,1,0) + z- (0,0,1)) = x - f(1,0,0) + y - £(0,1,0) + z - £(0,0,1)
=x-2,D+y-(I,1)+z-(0,2) = 2x+ y,x +y+22).

Niin ollen Ay = (2 ! 0)

112

Huomautus 7 Huomaa, ettd matriisin Ay sarakkeina ovat f:n kuvat vektoreista (1,0,0), (0,1,0) ja
(0,0,1).

Seuraavan midritelméin myotd padstddn matriisikisitteen ja lineaarikuvausten vélilld vallitsevaan
yhteyteen késiksi syvéllisemmin.

Mairitelmé 23 Jos A on r X s-matriisi ja B s X f-matriisi, on matriisien A ja B tulo r X t-matriisi

AB, missa
N

(AB);j = Z AjxBy;.
|

Matriisitulo on siis méadritelty vain silloin, kun tulon ensimmaisen tekijén sarakkeiden maérd on
yhtd suuri kuin jalkimmaisen tekijdn rivien maéra.

Esimerkki 44
211 100
_123 211
122
[ 2-1+1-24+1-1 2-0+1-14+1-2 2:0+1-1+1-2
“l-1-142-2+3-1-1-0+2-14+3-2-1-0+2-1+3-2
(533
1688/
Esimerkki 45

(1) (22) = (35)
[22)(F1) = (83)

Edellinen esimerkin osoittaa, ettd matriisitulo ei ole yleisesti kommutatiivinen (vaihdannainen), toisin

sanoen voi olla AB # BA.
Esimerkki 46
1 -1\(11 00
-1 1 11 00/
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Tama esimerkki puolestaan osoittaa, ettd fulon nollasdidnté ei pade matriiseille, miki siis merkitsee
sitd, ettd AB = O on mahdollinen, vaikka A # O jaB # O

Lause 9 Matriisitulolle on voimassa seuraavat yhtdsuuruudet:

1. A(BC) = (AB)C

2. ABB+C)=AB+ AC

3. (A+B)C = AC + BC
4. a(AB) = (aA)B = A(aB)
5 A0=0A=0

6. Al = IA = A,

7. (AB)T = BT AT,

edellyttien ettd kunkin yhtdlon vasen puoli on mddritelty.

Todistus Suoraviivainen, mutta tyolds. Jitetddn harjoitustehtéaviksi. g

Huomautus 8 Suoraan médritelmésti seuraa, ettd matriisitulo voidaan laskea myos lohkoittain:

Ay A\ (B1 By [A1B1+AxB3 A1By + AyBy
Az Ay B3 By B A3By + A4B3 A3By + AyBy |’

mikili lohkojen A; ja B; koot on valittu siten, ettd kaikki tulot ovat miériteltyja.

Miaritelmi 24 Neliomatriiseile méaritellddn potenssi samoin kuin reaaliluvuille:

A =]
A"=A-A-...-A (nkpl).

Neliomatriiseille voidaan siis muodostaa myds matriisipolynomeja P(A) = cqA? + ... + c1A + col.

Matlab-ohjelmistossa matriisikertolasku ilmaistaan asteriskilla * ja potenssi nuolella *

>> A*B
ans =
-20 12 6
-9 -1 3
-18 -5 8
>>

Selvitetdéin seuraavaksi miksi matriisitulo on maédritelty juuri silld tavalla kuin tehtiin. Olkoon
A = (a;j) m X n-matriisi ja X = (x1,...,x,)" n x l-matriisi (pystyvektori). Téllgin tulo Ax on
matriisitulon méiritelmin mukaan m X 1-matriisi (pystyvektori)

ay] app ... dip X1 ajxy +apxy+...+apxn
ayy az ... dyp X2 az Xy +daxxy +...+ adyux,

= b
aml Am2 .. Amn Xn aAmiX1 +amaXxy + ...+ QunXn

mikd yhtédlon (2.2) perusteella merkitsee sitd, ettd jos A on lineaarikuvauksen f matriisi, voidaan
vektorin X = (x1,...,x,). kuvay = (y1,...,ym)" esittdd muodossa
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Y1 aip ai2 ... dinp X1
2 azy daz ... dyp X2
Ym Aml Am2 - .- Amn Xn

Esimerkki 47 Esimerkin 43 lineaarikuvauksen kuvavektori voidaan pystymuodossa esittdd seuraa-

vasti:
2x+y \_(210\["
x+y+2z) (112 }Z)

Edelldmainitun perusteella seuraava lause on ilmeinen.

Lause 10 Lineaarikuvaus f : R"™ — R™ voidaan esittdd muodossa f(X) = AX, missd X on
n X 1-matriisi (pystyvektori) ja A on m X n-matriisi. Matriisi A = Ay on lineaarikuvauksen f
matriisi luonnollisen kannan suhteen.

Olkoot kuvausten f : R” — R™ ja g : R”™ — R* matriisiesitykset f(x) = Arx ja g(y) = Agy.
Till6in yhdistetty kuvaus saadaan muodossa (g o f)(x) = g(f(x)) = Agz(Arx) = (AzAf)x. Niin on
saatu seuraava tulos:

Lause 11 Jos lineaarikuvausten f : R" — R™ ja g : R™ — RK matriisit ovat Ay ja Ag, niin
yhdistetyn kuvauksen g o f matriisi on tulo AgAy.

Huomautus 9 Edellisen lauseen tapauksessa matriisi Ay on siis tyyppid m X n ja A, tyyppid k X m.
Till6in matriisitulo A, Ay on médritelty ja tyyppid k X n, kuten kuvauksen R" — R¥ matriisin tulee
ollakin.

Huomautus 10 Olkoon A m X n-matriisi, X n-pituinen pystyvektori jay = Ax m-pituinen pystyvektori.
Transpoosit laskemalla saadaan yT = xI AT | miki antaa vaihtoehtoisen muodon lineaarikuvauksen
esittdmiseksi matriisien avulla.

Esimerkki 48 Insinoorimatematiikka C:ssi esitetty diskreetti Fourier-muunnos on C" :ssi tapahtuva

operaatio, jossa vektori (fy, fi, . ., fv—1) muunnetaan vektoriksi (Fp, F1,. . ., Fy—_1), missd
1 =l ikl 1 =l
Fi=— ) fiee 8 =— ) fiph

missd on merkitty p = e~ ~ . Tdmé voidaan ilmaista my0s matriisikertolaskuna

F (S S B %

Fy e e PN fi

FZ _ L 1 p2 p4 . p(N—l)Z f2

: VN : . : :
Fy_i 1 pN=1 2N=D)  p(N=DN-D) |\ £

Esimerkki 49 Joukot By = {i,j} ja B, = {i + j,i — j} muodostavat avaruuden R? kannan. Esimerkin
13 mukaan koordinaattivektorit ovat (x,y)g, = (x,y) ja (x,¥)B, = (%(x +y), %(x —vy)). Talloin siis

1(11
(X,)’)gz = 5 (1 _1)()6,)’ g]'

Matriisia M = % (1 _

11 . e
1 ) kutsutaan kannanvaihdon matriisiksi.



24 2 Matriisit
Esimerkki 50 Lineaarinen yhtdloryhma

ajnxy t+appxy +...+ aipxy = bl

a1 xy +axpxy + ...+ aypx, = bz

A1 X1 + A X2 + ... + AnXn = by

voidaan kirjoittaa matriisimuodossa Ax = b, missi

ayl adip ... dip
a axp ... axp

= 9
aml Am2 - .- Amn

X = (xl,...,x,,)Tjab =(b1,...,by).

2.3 Kaanteismatriisi

Miiritelméa 25 Olkoon A n X n-neliomatriisi. Jos on olemassa sellainen n X n-neliomatriisi B,
ettd AB = BA = I,, (I, on n-rivinen identiteettimatriisi, katso méaritelma 18), sanotaan ettd B
on A:n kédinteismatriisi ja merkitiin B = A~!. Jos neliomatriisilla A on kizinteismatriisi, A:ta
kutsutaan sddnnolliseksi, muussa tapauksessa A on singulaarinen.

Huomautus 11 Voidaan todistaa, ettd n X n-neliomatriisi A on sadnnollinen tarkalleen silloin,
kun se on fdysiasteinen, mikd merkitsee sitd, ettd r(A) = n.

-1
. . 21 1-1} (10 21 _f 1-1
Esimerkki 51 Koska(1 1) (_1 2) = (0 1),on(1 1) = (_1 2).
Esimerkki 52 Lasketaan esimerkissd 48 esintyneen matriisin tulo toisen samankaltaisen matriisin
kanssa:

1 1 1 ... 1 1 1 1 1
1 p > ... pNl 1 p! p 2 ... pN7D
I {1 0 ot .. pN-12 L |1 o2 o~ ... pN-12
Wi, o : W|. S :
| pN-1 p2N=D  p(N=D(N=1) 1 o~ (=1 p=2N=D)  H=(N=D(N=1)

Tulon médritelméan mukaan kohdassa rs oleva alkio on

1 S 1 1,joss #r
— rk —ks _ Kk(r=s) _ > s
NkZ_O'D p NkZOeN {O,josszr.

Viimeisin yhtdsuuruus perustellaan kurssilla Insindorimatematiikka C. Tuloksena on siis identiteet-
timatriisi ja ylldolevat matriisit ovat siksi toistensa kddnteismatriiseja.

Vaikka matriisitulo ei yleensé ole vaihdannainen (kommutatiivinen), siis yleensda AB # BA, voi-
daan kuitenkin osoittaa, ettd jos AB = I, niin myds BA = I. Téten siis kddnteismatriisin mééritelmissa
riittid, ettd AB = I. Viimeisin yhtdld matriisimuotoon kirjoitettuna on

bi1 bia ... b1 10...0
byt by ... by 01...0

bn1 bpa ... bpn 00...1
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Miki matriisitulon méaritelmén nojalla voidaan pilkkoa n:ksi yhtdloryhmaiksi (matriisitulo voidaan
laskea lohkoittain)

b1 1 b1z 0 bin 0

by 0 b 1 bon, 0
A . = . ?A . = . 9. ’A . =

bnl 0 an 0 bnn 1

Koska ndiden ryhmien kerroinmatriisi (A) on sama, voidaan ryhmit ratkaista samanaikaisesti suorit-
tamalla (useampikertaisesti) augmentoituun matriisiin (A I) sellaiset alkeisoperaatiot, ettd A muun-
tuu identiteettimatriisiksi / (mikili mahdollista; osoittautuu, ettd jos A ei ole sddnnollinen, ei A:ta
voi muuntaa identiteettimatriisiksi alkeisoperaatioin).

Kiinteismatriisin etsiminen voidaan toteuttaa alkeisoperaatioin, (A I) ~ ... ~ (I A™'). Jos al-
keisoperaatiot eivdt muuta A:ta identiteettimatriisiksi, voidaan tdmi todeta siten, ettd A:han tulee
jossakin vaiheessa nollarivi. Tamé merkitsee sitd, ettd A ei ole sddnnollinen.

Esimerkki 53 Matriisin A = (% }) kédinteismatriisin 10ytdminen alkeismuunnoksilla tapahtuu

Gaussin-Jordanin eliminointimenetelméd soveltaen seuraavasti: Otetaan ensiksi kadytt6on (useam-
2110

pikertaisesti) augmentoitu matriisi (A ) = ( 1101

), johon sovelletaan alkeismuunnoksia: Ensiksi

N o o 111
kerrotaan ensimmainen rivi vakiolla % minké tuloksena saadaan ( | % 6 1) Seuraavaksi lisdtdian
11 1o
ensimmadinen rivi toiseen kerrottuna luvulla —1, jolloin tuloksena on ( 0 7 3 | ) kertomalla tdmén
272

1o

2 1.
-12

1
% ), mistd toinen rivi —z.lla kerrottuna ensimmaiiseen

matriisin toinen rivi 2:lla saadaan ( (l)
1-1

01 -1 2). Télloin siis alkuperdinen matriisi on muunnettu alkeismuunnoksil-

lisdttynd antaa (

la identiteettimatriisiksi, ja sen kdidnteismatriisi (_1 2) voidaan lukea augmentoidun matriisin

oikeanpuoleisesta lohkosta.

Huomautus 12 Jos neliomatriisin A kidnteismatriisi A~! on helposti saatavilla, voidaan sen avulla
ratkaista yhtiloryhmi Ax = b. Tilloin nimittdin yhtilostdi Ax = b seuraa A~'Ax = A~'b, miki
kidnteismatriisin miritelmin perusteella voidaan kirjoittaa muotoon x = A~'b.

Esimerkki 54 Ratkaistaan yhtéalopari

2x+y= 1
x +y=-1

kddnteismatriisia kdyttden. Matriisitulon méairitelmén perusteella kyseinen yhtildpari voidaan kir-

joittaa muodossa
21 (x\ _( 1
11f\y] \-1/"

Kertomalla yhtélo (vasemmalta) matriisilla ( -1 2

) (joka on siis ylld esiintyvédn matriisin kiénteis-

matriisi) saadaan

) () ()= () )

miké sievenee muotoon

On huomattava, ettd kidnteismatriisin etsimiseen perustuvassa yhtdloryhmén ratkaisumenetelméssi
on huomattavan paljon rajoitteita verrattuna yleiseen Gaussin-Jordanin menetelmiin. On nimittdin
oletettava ettd muuttujia on yhtd monta kuin tuntematonta ja ettd yhtdloryhmén kerroinmatriisin
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kddnteismatriisi on ylipddnsd olemassa. Lisdksi on huomattava, ettd kddnteismatriisin etsiminen on
jopa tyolddmp@d kuin yhtdloryhmén ratkaiseminen Gaussin-Jordanin menetelmilld (mitdin huomat-
tavan paljon helpompaa tapaa kuin ylli esitetty ei tunneta). Tamén vuoksi voidaan perustellusti kysya
mitd mieltd ylipdédnsi koko kédanteismatriisin késitteessé on.

Tdhidn kysymykseen on monenlaisia vastauksia, joista useat liittyvdt matriisialgebraan ja ovat
tdmin kurssin ulottumattomissa, mutta tissd yhteydessd voidaan ndhdi yksi relevantti vastaus: Mikali
kidnteismatriisi A~ on etsitty, voidaan yhtiloryhmin Ax = b ratkaisu x = A~'b saada helposti esiin
milld hyvénsi vektorin b arvolla. Sen sijaan Gaussin-Jordanin menetelmén kéytto nédyttdd johtavan
siihen, ettd mikili b vaihdetaan, tulee yhtdloryhmi Ax = b ratkaista uudelleen samaista menetelméa
kiyttden.

2.4 Determinantti

Determinantin kisite voidaan médritelld joko algebrallisesta, kombinatorisesta tai geometrisesta
nikokulmasta ldhtien. Koska ldhtokohtia on useita, on ymmarrettivad, etti determinantin kisite
on erittdin kéyttokelpoinen. Tdmin kurssin puitteissa ei kuitenkaan voida esitelld determinantin
madritelmad tai kytkent6jé 1ahtokohtiin yksityiskohtaisesti. Siksi tyydytdin vain 1&hinn esitteleméan
menetelmi, jolla determinantti lasketaan ja kiymaédn 1dpi joitakin determinantin ominaisuuksia ilman
todistuksia.

Esimerkki 55 Olkoon f : R?Z — R? lineaarikuvaus, jonka matriisi on Ay = (CCZ Z) Selvitetaan
milloin f on injektio.

Injektiivisyys merkitsee sité, ettd x; # X = f(Xx1) # f(x2). Matriisimuotoa kéyttiden saadaan
ekvivalenssi f(x1) = f(x2) © Arx) = ArXp & Ap(X; — X2) = 0, mikidi merkitsee siis sitd, ettd f on
injektio tarkalleen silloin kun ehdosta A¢x = 0 seuraa x = 0. Toisin sanoen, lineaarikuvaus f ei ole
injektio, jos on olemassa sellainen x # 0, ettd A¢x = 0. Viimeisin ehto taas merkitsee sitd, ettd A:114
ei voi olla kiifinteismatriisia, silld sellaisen olemassaolosta seuraisi x = A710 = 0.

Koska (a b) ( d _b) = (ad — bc) ( 10 ), ndhdain, ettd kddnteismatriisi on olemassa jos ad —
cd|\-c a 01
C *
Oletetaan sitten, ettd ad—bc = 0.Jos ¢ = d = 0, nidhdién, ettd A7(b, —a)T =0 (josmy6sa = b =0,
miki tahansa vektori x # 0 toteuttaa A¢x = 0), kun taas tapauksessa ¢ # 0 tai d # 0 nidhdéin, ettd
Ar(d, —c)T = 0. Timi merkitsee sitd, etti jos ad — bc = 0, ei f voi olla injektio. Kokoamalla kaikki

mainitut seikat yhteen ndhdéén, ettd f on injektio tarkalleen silloin kun ad — bc # 0.

Esimerkki 56 Olkoon f kuten edellisessid esimerkissd. Helposti ndhddén, ettd f(1,0) = (a,c) ja
f(0,1) = (b, d) Lasketaan sellaisen suunnikkaan pinta-ala, jonka sivuina ovat vektorit (a, ¢) ja (b, d).
Vastaus: |ad — bc|. T4lloin voidaan ajatella, ettéd lineaarikuvaus f “venyttad” alkuperdistd suunnikasta,
jonka sivuina ovat (1,0) ja (0, 1) (ja pinta-ala 1) suunnikkaaksi, jonka pinta-ala on |ad — bc|.

Miiiritelmi 26 2 x 2-matriisin A = (‘C’ 2) determinantti on det(A) = ’Z Z‘ = ad - be.
Lause 12 Jos A ja B ovat 2 X 2-matriiseja, on det(AB) = det(A) det(B).
Todistus Suoralla laskulla. O

Lineaarikuvauksen f : R® — R? matriisi Ay on 3 X 3-matriisi ja determinantin késitettd yleistet-
tdessd 3 X 3-matriiseille otetaankin ldhtokohdaksi 2 X 2-tapauksen ominaisuudet. Osoittautuu, etti
determinantti on mahdollista médritelld kaikille kokonaisluvuille n» samoilla ominaisuuksilla:

Kutakin n X n-matriisia A kohti det(A) on matriisin A alkioista maérdytyva luku, jolle seuraavat
ehdot patevit:
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+ det(A) # 0 tarkalleen silloin kun A~! on olemassa.

e |det(A)| esittdad sen sarmion “tilavuutta”, joksi A:n maidrdama lineaarikuvaus “venyttaa”
kantavektoreiden ey, . . ., e,, madrittiman “kuution”.

e det(AB) = det(A) det(B).

Téssd kurssissa ei kuitenkaan mdidritelld 3 x 3-determinantteja (tai sitd suurempia), ainoastaan
selostetaan, miten ne lasketaan.

Esimerkki 57 3-rivinen determinantti voidaan laskea seuraavasti:

abc
de fl=a
ghi

de
gh

e f

. +c
hi

|24
g i

Kyseinen laskutapa on 3 x 3-determinantin kehitelmd ensimmdiisen rivin mukaan laskemiselle toimii
seuraavasti: Muodostetaan summalauseke, jossa kukin ensimméisen sarakkeen alkio on kertojana,
kertojan merkki kuitenkin varustettuna “vuorottelusddnnolld”: a:1le merkki +1, b:1le merkki —1, c:1le
merkki +1, jne. Kerrottavat puolestaan saadaan alkuperdisestd matriisista poistamalla seki rivi ettid
ef

sarake: alkion a kerroindeterminantti ni

saadaan poistamalla alkuperdisestd matriisista rivi ja

sarake, jolla a on, samoin b:n kerroindeterminantissa p {' on poistettu 1dhtokohtaisesta matriisista

sen rivi ja sarake, jolla b on, ja sama pétee alkion c kerroindeterminanttille.

Samalla tavalla voidaan 4-rivisen determinantin laskeminen esittdé kehitelmdnd ensimmdisen rivin
suhteen:

abcd

e fah fgh egh e fh e fg

ik =aljkl|-bli kl|+c|i jl|-d|ijk

n o m o mn mn o

mnop p p p
Samaa periaatetta kéyttden voidaan palauttaa minkéd hyvinsd n X n-determinantin laskeminen vi-
hempirivisiin determinantteihin. On syytd huomauttaa, etti kehitelméai ei tarvitse vélttimattd tehda
ensimmadisen rivin suhteen, vaan kehitelmi minkd hyvénsé rivin tai sarakkeen suhteen tuottaa saman
tuloksen.

Voidaan todistaa, ettd neliomatriisin A determinantti ei muutu, mikali

1. matriisin A rivi lisdtdéan toiseen vakiolla kerrottuna tai
2. matriisi A transponoidaan.

Sen sijaan,

1. Jos matriisin A kahden rivin jdrjestys vaihdetaan, muuttuu determinantin merkki.
2. Mille tahansa vakiolle c pitee

ai]p aip ... dip ai] ai ... dip
ca;l cajpp ... CAip|=cC| aij1 A2 ... Ain|.
anl aAp2 ... Apn anl An2 ... Apn

3. Jos matriisissa on nollarivi, on sen determinantti nolla.
4. Jos matriisissa on kaksi samaa rivid, on sen determinantti nolla.
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5. Summahajotelma:

aill arn 000 Alin ail a1 ... Ain al a2 ... din
b,‘] + ¢ biz +cCpp... bin +Cinl| = bil bi2 A bin +|¢Ci1 C2 ... Cin|-
anil an2 00 a Ann anl An2 ... Apn anl An2 ... Apn

Ylla olevat sdannot patevit myos sarakkeiden suhteen, koska matriisi voidaan transponoida sen
determinantin muuttumatta.

Huomautus 13 Aiemmin on kisitelty determinantin laskemista ensimmadisen rivin mukaisen kehitel-
min avulla. Ylldmainitun perusteella on kuitenkin ilmeisti, ettd determinantti voitaisiin laskea minkéa
hyviénsd rivin tai sarakkeen kehitelmin mukaisesti.

Kaytdnndssé determinantin méirittiminen rivikehitelmien mukaan ei kuitenkaan ole laskennalli-
sesti tehokasta, ellei samalla noudateta Gaussin-Jordanin eliminointimenetelméai nollien maksimoi-
miseksi riveilld.

1 20 1 00 61
Esimerkki 58 |-3 01|=-3 61 =‘_101‘:6-1—1-(—10)=16~
4-21 4-101
Esimerkki 59
1 ad? 1 0 0
1bBR|=|1b-ab?—ba|=|2 7P =D_ (e 1b’:(b—a)(c—a)(c—b).
1cc? lc—ac?-ca c-acle—a) be

Matlabissa matriisin A determinantti, kddnteismatriisi, ja aste voidaan laskea komennoilla
det(A), inv(A) jarank(A).

2.5 Matriisin ominaisarvot ja ominaisvektorit

Olkoot A ja B n X n-nelidmatriiseja. Matriisitulo AB on yleensd varsin ty6léds laskea, silld alkiota
(AB);; varten pitdd laskea summa
n
Z Aix By,
k=1

jonka kutakin summattavaa varten pitdd vield laskea kertolasku. Koska tulomatriisissa AB on n
alkiota, ndyttdd edelldmainittu merkitsevén, ettd matriisia AB varten pitdd laskea n3 kertolaskua
ja n*(n — 1) yhteenlaskua, siis O(n’) laskutoimitusta. Matriisitulon laskemista varten on kehitetty
parempiakin menetelmid ja esimerkiksi ensimmdinen epétriviaali menetelmd, ns. Strassenin mat-
riisikertolasku voidaan suorittaa kayttimilld O(n?3974) laskutoimitusta. Parhaat nykyisin tunnetut
menetelmit kiyttavit O(n>7) laskutoimitusta.

Koska n X n-matriisissa on n? alkiota, ei matriisikertolaskua A X B yleisesti voida suorittaa
viihemmilla méirilld kuin n? laskutoimitusta. Poikkeuksena ovat kuitenkin matriisit, joiden rakenne
on yksinkertainen

2

Esimerkki 60 Kahden n X n-diagonaalimatriisin tulo

(110...0 b]O...O a|b1 0o ... 0
0(12...0 0b2...0 0 azbz... 0
00...a,/\O0 O ... 0, 0 0 ...a,b,

voidaan laskea n:114 kertolaskulla. Téstd seuraa, ettd diagonaalimatriisin potenssi on helppo laskea.
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Esimerkki 61 Lineaarisessa diskreettiaikaisessa systeemissd tilaa ajanhetkelld i kuvataan pystyvek-
torilla x; € R" ja systeemin dynamiikkaa esittdd matriisi A, mikd merkitsee sitd ettd x;,; = AX;.
Talloin x; = A'xg, mutta A’ voi olla tyolds madrittad.

Edellisen esimerkin vektori x; = A’xq olisi helppo méirittid, mikili A olisi diagonaalimatriisi tai
mikdli x voitaisiin esittdé sellaisten vektoreiden lineaarikombinaationa, jotka eivit muutu oleellisesti
kerrottaessa matriisilla A vasemmalta.

Maaritelmi 27 Olkoon A n X n-matriisi. Luku 4 € C on matriisin A ominaisarvo, jos on
olemassa sellainen x # 0, ettd

Ax = AX.

Talloin jokaista ylldolevan yhtédlon toteuttavaa vektoria x sanotaan ominaisarvoon A liittyviksi
ominaisvektoriksi.

Huomautus 14 Nollavektorille pétee joka tapauksessa A0 = 0 = A0, olipa A mikd hyvénsd luku.
Edellisessd miéritelméssd vaaditaan kuitenkin, ettd on olemassa jokin nollasta poikkeava vektori X,
jolle Ax = Ax toteutuu.

Ominaisvektorit ovat siis sellaisia vektoreita X, joille matriisin A miérittima lineaarikuvaus x —
Ax on skalaarikertolasku x — Ax, mikid on késitteellisesti ja laskennallisesti yksinkertaisempi asia
kuin matriisikertolasku. Yhtdlostd Ax = Ax seuraa helposti induktiolla A'x = A'x.

Huomautus 15 Jos vektori Xo voidaan esittda matriisin A ominaisvektoreiden lineaarikombinaationa
X0 = C1X] + ...+ Xy,
on Aixg esitettivissd muodossa
Aix() = clAixl +...+ anixn = c‘lxlixl +...+ cn/lixn

Ominaisarvojen mairittdmiseksi kirjoitetaan yhtilo Ax = Ax muotoon Ax = AJX ja tdima edelleen
muotoon (A — Al)x = 0. Méiritelmén mukaan A voi olla ominaisarvo vain jos tilld yhtdlollda on
nollavektorista poikkeava ratkaisu. Téten vilttaméttd matriisin A — A/ on oltava singulaarinen (ei
kddntyva). Lisdksi on mahdollista ndyttdd toteen, ettd aina kun A on singulaarinen, on olemassa
sellainen vektori x # 0, ettd Ax = 0. Néin saadaan seuraava lause:

Lause 13 Matriisin A ominaisarvot A ovat tarkalleen kaikki yhtdilon
det(A— A1) =0

ratkaisut.

Kun jokin ominaisarvo A tunnetaan, voidaan siihen liittyvit ominaisvektorit méarittad Gaussin-
Jordanin menetelmilld yhtilostd (A — AI)x = 0. Jokaiseen ominaisarvoon liittyy aina direton masra
ominaisvektoreita, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 14 Olkoon A n X n-matriisi. Matriisin A ominaisarvoon A liittyvdt ominaisvektorit
yhdessd nollavektorin kanssa muodostavat R" :n aliavaruuden.

Todistus On osoitettava, etti jos X| ja X, ovat ominaisarvoon A liittyvid ominaisvektoreita, niin myds
aixj + axXx, on sellainen. Matriisikertolaskun ominaisuuksien perusteella timi on suoraviivaista:

A(a1X1 + azXz) = a1AX] + @2 AXy = a1 AX] + apAXy = ﬂ(alxl + a2X2).
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-13 30

Esimerkki 62 Méiiritetdan matriisin A = ( ~9 20

) ominaisarvot ja -vektorit. Ominaisarvoyhtalossi

esiintyvd matriisi A — A/ saa muodon
-13 30 2 10y (-13-4 30
-9 20 01) " -9 20-a)

-13-1 30
det( 29 20_/1)—0,

joten ominaisarvoyhtdld on

miké voidaan kirjoittaa muotoon
(-13-2)(20-2)-30(-9) =0 2> =71+ 10=0 & 1 € {2,5}.

Maidritetddn ominaisarvoon 2 liittyvit ominaisvektorit. Timéd merkitsee yhtidloryhmén

(53] 28 ()= 6) = 7% 77) () =[5)

ratkaisujen etsimistd. Gaussin-Jordanin menetelmd muuntaa timén muotoon

(o0 5)-(6)

jonka ratkaisut ovat (x,y) = (2y,y) = y(2,1). Téten siis matriisin A ominaisarvoon 2 liittyvit omi-
naisvektorit ovat muotoa y(2, 1), missd y on vakio. Jos tahdotaan pidittiytyéd reaalisissa ominais-
vektoreissa, voidaan rajoittaa y € R, mutta yleisesti voidaan my0s kompleksiset arvot hyviksyai.
Tarkastuksen vuoksi voidaan laskea (valitaan esim y = 1)

(Z520)(3)=2(3)

Ominaisarvoon 5 liittyvit ominaisvektorit mééritetdéin samalla tavalla. Tdlloin kyse on yhtdloryhmén
-1330) (x)\ _ 5[~
-920)\y) " \y
ratkaisuista, jotka ovat muotoa (x,y) = (% v, y) = % ¥(5,3) ja taas laskemalla voidaan tarkastaa
(valitaan esim y = 3), ettd
-1330) (5) _ 5 5
-9 20/\3) " \3J"

Esimerkki 63 Olkoon matriisi A kuten edellisessid esimerkissé. Selvitetddn yleinen lauseke vektorille
A¥(9,5)T. Edellisessi esimerkissd nihtiin, ettid matriisin (2,1) ja (5,3) ovat matriisin A ominais-
vektoreita. On helppo huomata, ettd nimé ovat lineaarisesti riippumattomat, joten ne muodostavat
avaruuden R? kannan. Niin ollen vektori (9,5) voidaan esittiz vektoreiden (2, 1) ja (5,3) lineaari-
kombinaationa:

(9,5) = c1(2,1) + 2(5,3),

joka voidaan kirjoittaa yhtidloparina
2¢1 +5¢, =9
c) + 36‘2 =5

Tadmaén ratkaisut saadaan esim. Gaussin-Jordanin menetelmilld: ¢; = 2, ¢, = 1. TéllGin siis (9,5) =
2(2,1) + (5,3) ja koska molemmat komponenttivektorit ovat matriisin A ominaisvektoreita, saadaan

(9 (A (2 5 (2 (5 (2 (5 2i%2 4 50l
i _ Al _ i i _n.ni i — ‘ )
A5 =3 B =2 G ) =22 () oo (3)- (G i)
Edelld kuvattu menetelmd soveltuu kaikille n X n-matriiseille, joiden ominaisvektoreiden avulla

voidaan muodostaa avaruuden R" (tai avaruuden C") kanta. Osoittautuu, ettd jos matriisin kaikki
ominaisarvot ovat erisuuret. Toisaalta osoittautuu, ettd tima ei ole valttimaton ehto: Matriisilla saattaa
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olla vain yksi ominaisarvo, mutta siitd huolimatta sen ominaisvektorit muodostavat R":n tai C":n
kannan.

Esimerkki 64 Identiteettimatriisin / ainoa ominaisarvo on 1, silld kaikille vektoreille Ix = 1 - x.
Toisaalta timédn mukaisesti kaikki vektorit ovat identiteettimatriisin ominaisvektoreita, joten niistd
voidaan varmastikin valita vektoriavaruuden kanta.

2.6 Matriisin diagonalisointi

Matriisin potenssien laskeminen palautuu toisinaan yksinkertaisempaan tehtdvadn, mikéli matriisille
voidaan 16ytdd yksinkertaisempi, ns. similaari versio.

Mairitelmi 28 Neliomatriisit A ja B ovat similaarit, mikéli on olemassa sellainen kédntyva
matriisi P, etti A = P~' BP.

Jos A= P 'BP,on
Al=p'pp.-pP'BP.....P'BP =P 'BP

ja jos B on matriisi, jolle B’ on helppo laskea, esimerkiksi diagonaalimatriisi, voidaan A’ laskea
ylldolevan kaavan mukaisesti.

Kun pyritddn etsimidin mahdollisimman yksinkertainen similaari matriisi annetulle matriisille
A, nousee esille kysymys siitd, miten matriisi P méiritetdin. Seuraava havainto on tarpeellinen
yksinkertaisen esityksen etsimiselle.

Huomautus 16 Oletetaan, ettd nxXn-matriisilla A on olemassa n ominaisarvoa Ay, . . ., 4, joihin liittyy
ominaisvektorit X1, . . ., X,,. Muodostetaan matriisi P kdyttdmailld ominaisvektoreita x; sarakkeina:

P=(x1...Xp),
jolloin AP voidaan lohkomuodossa laskea seuraavasti:
AP = (AX; ... AXx,) = (41X1 ... 4,X;,)

ja suoraan laskemalla on helppo todeta, etté

A1 0...0
0A2...0
(Uixp . X)) = (X1 X)L | = PD,
00 .. 1,
—_———
D

ja kaikki edelld esitetty yhteen kokoamalla saadaan yhtdlo AP = PD. Jos P on kiintyvi matriisi,
saadaan esitys D = P~1AP.

Mairitelmé 29 Matriisi A on diagonalisoituva, jos se on similaari jonkin diagonaalimatriisin
D kanssa. Tilloin siis P~' AP = D jollekin kiintyville matriisille P. Diagonalisoituva matriisi
voidaan esittii muodossa A = PDP~!, missi D on diagonaalinen ja P kiintyvi.

-13 30

~9 20 kuten esimerkissa 74 todettiin, on matriisilla A ominaisarvoon

Esimerkki 65 Olkoon A = (

> ) Ndin ollen

2 liittyvd ominaisvektori ( 3

) ) sekéd ominaisarvoon 5 liittyvd ominaisvektori (
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25 -
Matriisin kidnteismatriisin
13) 33
lassd kuvatulla Gaussin-Jordanin menetelmiin perustuvalla prosessilla. Titen matriisi A on diago-
nalisoituva ja voidaan esittdd muodossa.

A (25)(20)(25)"
“\13/{os)\13
ja siksi

Al = 25\(20\ (25 ‘1_ 25\(2°0\(3 -5\ (3-2*1-5.3" —5.20*1 4 10.3
“{13)to3) {13) “t13)tos5)l-1 2]~ 3.20 31 _5.0i 4 0.3+ |-

) midrittdminen onnistuu esimerkiksi aiemmassa pyka-

2.7 Jordanin normaalimuoto

Edellisessi luvussa kuvattu menetelmd matriisin diagonalisoimiseksi perustuu ominaisarvoihin liit-
tyvien ominaisvektoreiden etsimiseen. On huomattava, ettd jos X; on matriisin A ominaisarvoon A;
liittyvé, pitdd yhtdlo Ax; = A;X; médritelmén mukaan paikkansa, ja tdlloin matriisille P = (X .. .X;)
pitee ilman rajoituksia

AP = (Ax; ... Ax,) = (41X| ... A4;X,) = PD, 2.3)
missi
A1 0...0
0A4...0
D= L
00...4,

on diagonaalimatriisi. Sen sijaan diagonaaliesityksen D = P~' AP I6ytyminen edellyttii, ettd omi-
naisvektorit X1, . . ., X,, voidaan valita siten, ettd P = (X; . ..X,) on kidntyvi.

Mikali nxn -matriisilla A on n erisuurta lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria, on A diagona-
lisoituva. Itse asiassa on mahdollista todistaa, ettéd erisuuriin ominaisarvoihin liittyvit ominaisvektorit
ovat lineaarisesti riippumattomia, ja tdlloin matriisi P on kéddntyvé.

On kuitenkin tdysin mahdollista, ettd matriisilla A ei ole n:d4 erisuurta ominaisarvoa, ja tilloin
on kyseenalaista ovatko ominaisvektorit valittavissa siten, ettd niistd muodostettu matriisi P olisi
kddntyva.

Esimerkki 66 Matriisin
-331
A=]1-551
-533
ominaisarvoyhtild on
-3-21 3 1
-5 5-21 1 |=0e 2 -52+81-4=0,
-5 3 3-2

mink3 ratkaisut ovat 4 = 1 (yksinkertainen nollakohta) ja A = 2 (kaksinkertainen nollakohta). Nami
voidaan periaatteessa 10ytdd kokeilemalla kaikki mahdolliset rationaalinollakohdat ja télld tavoin
16ytyy polynomille A3 — 51% + 81 — 4 myds muoto (1 — 1)(1 — 2)%.

Ominaisarvoa 1 vastaavat ominaisvektorit voidaan 10ytad ratkaisemalla yhtdlo

(A-1-Dx=0,

miki tissi tapauksessa (merkitsemilld x = (x, y,z)7) saa muodon
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~431\(x\ (0
-541|[y]=|0
—531/\z 0

Kerroinmatriisin redusoitu porrasmuoto on

10-1
01-11,
000

x —-z=0
y-z=0"’
jonka ratkaisut ovat (x,y,z) = (z,z,z) = z(1,1,1). Néin ollen kaikki ominaisarvoon 1 liittyvat

ominaisvektorit ovat vektorin (1, 1, 1) skalaarimonikertoja.
Ominaisarvoon 2 liittyvit ominaisvektorit selvitetddn samalla tavalla: Yhtilo

mitd vastaa yhtidloryhmi

(A-2Dx=0
saa muodon
-531\(x 0
=531 |[y|=1]0
-531/\z 0

Kerroinmatriisin redusoitu porrasmuoto on

-3 -4
0 0 0],
0 0 O

miké vastaa yhtdlod x — % y - %z = 0 ja yleinen ratkaisu voidaa kirjoittaa muotoon

3 1 3 1 1 1
V.2 =(=y+=2y,2) = y(=,1,0) + z(=,0,1) = =y(3,5,0) + =z(1,0,5
(x,y,2) (Sy Szyz) y(5 ) z(5 ) 5y( ) 52( )
Ominaisarvoon 2 liittyviksi ominaisvektoreiksi voidaan siis valita esimerkiksi (3,5, 07 ja (1,0, 5T,
jotka ovat lineaarisesti riippumattomat. Jos siis matriisiksi P valitaan

131
P=1150]{,
105

voidaan todeta etta

ja
100
Pl'aP=(020
002

Esimerkki 67 Selvitetdin matriisin
-213

A=[-534
415

ominaisarvot ja ominaisvektorit. Ominaisarvoyhtilo voidaan kirjoittaa muotoon
-2-21 1 3

-5 3-1 4 |[=0o2-612+124-8=0,
-4 1 5-12



34 2 Matriisit

jonka ainoa nollakohta on A = 2. Téhéin liittyvit ominaisvektorit voidaan 16ytda etsiméllé ratkaisut
yhtilolle (A — 21)x = 0, miki voidaan kirjoittaa muotoon

~413\(x\ (0
514][y]|=]0
-413)\z/) \o

Kerroinmatriisin redusoitu porrasmuoto on

10-1
01-1
00 O
miki vastaa yhtédloparia
x —z=0
{ y-z=0

Jonka ratkaisut ovat muotoa (x, y, z) = (z,2,z) = z(1, 1, 1). Ndin ollen yhtdlon (2.3) mukaista matriisia
P ei voida valita siten ettd sellaisessa olisi kolme lineaarisesti riippumatonta saraketta.

Edellisen esimerkin tyyppisid matriiseja sanotaan diagonalisoitumattomiksi. Téllaisille matriiseil-
le voidaan kuitenkin 10ytdd my6s miltei diagonaalinen esitys, jota kutsutaan Jordanin normaalimuo-
doksi

Maaritelma 30 Muotoa

1A10...00
021...00
0042...00
Ja=|. .. .
000...21
000...04

olevaa matriisia sanotaan Jordan-lohkoksi.

Esimerkki 68 Diagonaalimuodossa olevan matriisin potenssit on helppo esittii.
n

A A3

A

Ak Al
mutta myos Jordan-lohkojen potensseista voi suhteellisen helposti 10ytdd sddannonmukaisuuksia:
A1\" [ pa!
oa) Lo ar )

A10\" (A" pam! (5)an?

01| =[0 a* nav!

002 o o
A100\" (A" pamt (a2 (5)an-3
0210| |0 A nan !t (H)ar?
00A1| [0 O DL Lot
0002 0 0 0 n

janiin edelleen. Ylldolevat yhtdsuuruudet voidaan todistaa oikeiksi induktiolla.

Lause 15 Olkoon A n X n-matriisi, jonka erisuuret ominaisarvot ovat Ay, . . ., Ax. Tdlléin on olemassa
sellainen kddntyvd matriisi P, ettd P~ AP voidaan esittid lohkomuodossa
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Ja,
Todistus FEi esitetd, mutta tilannetta valotetaan alla selostuksin ja esimerkein. O

Osoittautuu, ettd yhtdlossd (2.3) esiintyvd matriisi P voidaan aina valita kdidntyviksi matriisiksi,
mikéli diagonaalisuusvaatimuksesta joustetaan ja vaaditaan ainoastaan matriisin D olevan Jordan-
lohko -muodossa. Tdlloin matriisin P sarakkeiksi tulee valita alkuperdisen matriisin A ominaisvektorit
ja nditd tdydentdmadn ns. yleistetyt ominaisvektorit.

Tarkastellaan aluksi mitké ovat Jordan-lohkon ilmenemisvaatimukset 3 x 3-tapauksessa. Jos mat-
riisilla A on ominaisarvoon A liittyvd ominaisvektori x, mutta ei muita lineaarisesti riippumattomia
ominaisvektoreita, merkitdin

X1 Y121 110
P=(xyz)=(xyz|ja J=[{041
X3 y3 23 004

Tulo AP = (Ax Ay Az) on helppo esittdd, mutta ongelmia ei tuota mydskédn

x1yrz1\[410 x1d x;p +y1d y1 + 14
Pi=|xy2||0Ad1l|=lxdx+ypdy+l|=Ux x+y y+1z).
x3y323/\004 X34 x3 + y3d y2 + 234

Yhtidsuuruus AP = PJ edellyttii siis, ettd

Ax = Ax A-aDx=0
Ay =x+1ly ©{(A-A)y=x
Az =y + Az A-ADz =Yy

Toisesta yhtilosti voidaan helppona seurauksena huomata, etti (A — A1)?y = (A — AI)(A — Al)y =
(A — AI)x = 0 ja samoin kolmannesta etti (A — A1)’z = (A — AI)*y = 0.

Mairitelmé 31 Olkoon A matriisin A ominaisarvo ja k € N. Ominaisarvoon A liittyva kerta-
lukua k oleva yleistetty ominaisvektori on mika hyvénsi yhtidlon

(A-ADkx =0

toteuttava vektori.

Huomautus 17 Kun méadritelméassa 31 valitaan £k = 1, saadaan médritelméan 27 mukaiset tavalliset
ominaisvektorit.

Esimerkki 69 Esimerkissd 67 todettiin, ettd matriisilla

213
A=|-534
415

on vain yksi ominaisarvo A = 2. Siihen kuuluvat ominaisvektorit x ovat yhtilon
(A-2D)x=0

ratkaisut. Nami puolestaan ovat kaikki vektorin (1,1,1)7 skalaarimonikertoja, joten yhtilon (2.3)
mukaista diagonalisoivaa matriisia ei voida 16ytdd. Tamén sijasta voidaan etsid ominaisarvoon 2
liittyvit astetta 2 olevat yleistetyt ominaisvektorit x, joilla tdssd tapauksessa tarkoitetaan yhtédlon

(A-2Dx = (1,1, 1)
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ratkaisuja. Kyseinen yhtilo voidaan kirjoittaa muotoon

—413\(x 1
s14|ly]=[1
-413)\z 1

ja yhtdloryhmin augmentoitu matriisi on

-4131
-5141],
-4131

ja edelleen timén redusoitu porrasmuoto
10-10

01-11
0000

x -z=0
y-z=1"

jonka ratkaisut voidaan kirjoittaa muotoon

vastaa yhtédloparia

(x,y,2) =(z,z+ 1,z) = z(1,1,1) + (0, 1,0).

Niin ollen astetta 2 olevaksi yleistetyksi ominaisvektoriksi voidaan valita esimerkiksi (0, 1,0). Toi-
saalta, valittiinpa asteen 2 yleistetty ominaisvektori miten tahansa, saadaan vasta 2 lineaarisesti
riippumatonta (yleistettyd) ominaisvektoria (1,1,1) ja esim. (0, 1,0).

Koska yhtélon (2.3) matriisia P varten tarvitaan 3 lineaarisesti riippumatonta saraketta, etsitdan
vield astetta 3 oleva yleistetty ominaisvektori, jolla tdssd tapauksessa tarkoitetaan yhtdlon

(A-2Dx =(0,1,0)"

ratkaisuja. Tamé yhtél6 voidaan kirjoittaa muotoon

~413\(x\ (0
514]|y|=]1
-413/\z) \o

Kyseisen yhtdloryhmén augmentoitu matriisi on

-4130
5141
4130

ja tdmin redusoitu porrasmuoto
10-1-1
01-1-4
000 O

x —-z=-1
y-z=-4"

jonka ratkaisut voidaan kirjoittaa muotoon

vastaa yhtéiloparia

(x,v,2)=(z-1,z-4,2) =z(1,1,1) + (-1,-4,0)

ja kertalukua 3 olevaksi ominaisvektoriksi voidaan valita esim. (-1, -4, O)T.
Jos nyt valitaan P:n sarakkeiksi astetta 1, 2 ja 3 olevat yleistetyt ominaisvektorit, saadaan
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10-1
P=111-4
10 0

nihdiin ettd
001

Pl=(-413
-101
ja
210
PlAaP=|021
002

Tama esimerkki esittdd sen yksinkertaisimman mahdollisen vaihtoehdon, jossa lineaarisesti riip-
pumattomia ominaisvektoreita voidaan valita vain yksi, samoin toisen kertaluvun ominaisvektoreita,
ja niinpd my6s kolmannen kertaluvun ominaisvektoriksi voidaan valita yksi vektori (tai sen ska-
laarimonikerta). Valitettavasti timé esimerkki ei kata kaikenlaisia mahdollisuuksia. On nimittdin
mahdollista ettd alempaa astetta olevat ominaisvektorit tulee valita sopivalla tavalla, jotta 10ydet-
tdisiin sopivat ylempid astetta olevat ominaisvektorit. Tama ongelma voidaan kisitelld tavallisen
linaarialgebran keinoin, valitsemalla maarddmattomét kertoimet kertaluvun k£ ominaisvektoreiden li-
neaarikombinaatiolle ja ratkaisemalla lineaarisesta yhtdloryhmaista lausekkeet seuraavan kertaluvun
ominaisvektoreille.

Esimerkki 70 Olkoon

-1-1-2
M=| 3 3 2
31 4

Samoin kuin edellisissd esimerkeisséd ndhdién, ettd timén matriisin ominaisarvoyht&lo on 8 — 121 +
64% — 23, jonka ainoa ratkaisu on A = 2.

Ainoaan ominaisarvoon A = 2 liittyvdt ominaisvektorit saadaan yht&dlon (M —21)x = 0 ratkaisuina,
ja tdmi yhtilo puolestaan voidaan saattaa redusoituun porrasmuotoon

1 2
X +§y +§

z=0
0=0. 2.4)
0=0

Nain ollen matriisin M kaikki ominaisvektorit ovat muotoa

1 2 1 2
(x.3,2) = (=3y = 32.%.2) = y(-3.LO) + 2(=3.0. ). (2.5)
Valitsemalla esimerkiksi (y, z) = (3,0) saadaan vektori (—1, 3, 0) kun taas valinta (y, z) = (0,3) tuottaa
vektorin (-2, 0,3). Nama ovat selvisti lineaarisesti riippumattomat (miksi?), mutta normaalimuodon
viélittdvdin matriisiin tarvittaisiin vield kolmas lineaarisesti riippumaton vektori, mutta téllaista ei
ole saatavilla (astetta yksi olevien) ominaisvektoreiden joukosta ja titen tulee turvautua yleistettyihin
ominaisvektoreihin.

Toisen kertaluvun yleistettyd ominaisvektoria x voidaan periaatteessa etsid yhtidlon (M — 21)x =
(=1,3,0)7 tai yhtilon (M — 2I)x = (=2,0,3)7 ratkaisuista, mutta ikivi kylld osoittautuu ettd kum-
mallakaan yhtélolld ei ole ratkaisua. Talloin voidaan tietenkin haluttua yleistettyd ominaisvektoria
etsid yhtdlon

(M -2D)x = a(-1,3,0)" + b(-2,0,3)" (2.6)

ratkaisuista ja samalla sisdllyttdd a ja b muuttujien joukkoon. Eksplisiittisesti kirjoitettuna ylldoleva
yhtél6 saa muodon

-3x -y -2z =-a -2b
3x +y +2z = 3a ,
3x +y +2z = 3b

josta Gaussin-Jordanin menetelmilld saadaan yleinen ratkaisu (tarkista!)

1 2
(x,v,z,a,b) = y(—g, 1,0,0,0) + z(—g,O, 1,0,0) + b(1,0,0,1,1).
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Nyt voidaan valita esimerkiksi (y, z,b) = (0,0, 1), jolloin yleistetyksi toisen kertaluvun ominaisvek-
toriksi saadaan (1,0,0). Tilloin kuitenkin tulee huomata, etti (M — 27)(1,0,0)7 = (-3,3,3), joten
ensimmiisen kertaluvun omaisvektoriksi pitdd valita (=3,3,3)”. Koska esimerkiksi (~1,3,0)” on
tamin kanssa lineaarisesti riippumaton (miksi?) voidaan Matrisiin P sarakkeiksi valita (=1,3,0)7,
(=3,3,3)" ja (1,0,0)7, jolloin
200
J=P'MP={|021
002

Huomautus 18 Muodollisesti ottaen matriisissa J on kaksi Jordan-lohkoa, vasemman yldkulman

21
(O 2
ominaisvektoreiden jirjestystd matriisin P sarakkeina vaihdetaan, voidaan matriisin J muotoa muut-
taa ylakolmiomatriisista alakolmiomatriisiksi. Téssi esityksessa priorisoidaan jirjestystd, jossa P:n
sarakkeet jdrjestetddin vasemmalta oikealle kasvavan kertaluvun mukaan.

1 X 1-lohko 2 ja oikean alakulman 2 x 2-lohko ) Voidaan myds havaita, ettd jos (yleistettyjen)

Yl1la kuvattu menetelmd Jordanin normaalimuodon J ja vilittdvin matriisin P l10ytdmiseksi voi
kuitenkin kéydi liian monimutkaiseksi mikili Jordan-lohkojen koko on suurempi. Tdlloin voidaan
kiyttdd vaihtoehtoista menetelmédd, jossa yleistetyt ominaisvektorit etsitdéin korkeammasta kertalu-
vusta alkaen ja menetelméd sovelletaan jokaiseen lohkoon erikseen.

Seuraavaa esimerkkié varten otetaan kayttoon médritelmi ja merkintoja.

Miiéritelmi 32 Ominaisarvon A algebrallinen kertaluku tarkoittaa A:n kertalukua itseisarvopolyno-
min p(x) = det(A — xI) nollakohtana. Toisin sanoen, A:n algebrallinen kertaluku ilmaisee kuinka
moninkertainen juuri A on polynomille p(x).

Miiéritelmi 33 Olkoon A n X n-matriisin ominaisarvo. Ominaisarvoon A liittyvien, kertalukua k
olevien ominaisvektoreiden joukosta kaytetddn merkintdi

EN = (x| (A-aDfx = 0}.

Huomautus 19 Miidritelmin perusteella on selvdi, ettd jokainen Ej{ on avaruuden C" aliavaruus.
Lisdksi on helppo havaita, ettd E/’l< c E/’f” (miksi?), joten ominaisarvoon A liittyvd aliavaruus
laajenee (tai pysyy ennallaan), kun kertalukua kasvatetaan. Tdmén havainnon perusteella onkin
uskottavaa, ettd (yleistettyjen) ominaisvektoreiden etsiminen saattaa kannattaa aloittaa korkeimmasta
kertaluvusta alkaen.

Merkitddn ominaisarvon A algebrallista kertalukua m:114. Tahdn ominaisarvoon liittyvien riip-
pumattomien (yleistettyjen) ominaisvektoreiden etsiminen voidaan suorittaa seuraavasti:

e Selvitd arvoilla i € {1,2,3,...} luvut d; = dim(E fl) (mahdollisesti Gaussin-Jordanin me-
netelmdd kiyttamalld) kunnes 10ytyy avaruus E ;‘ jonka dimensio dy on ominaisarvon A
algebrallinen kertaluku m.

e Arvostai = k arvoon i = 1 tee seuraavasti:

* Valitse avaruuden E', kannasta dim(E?) — dim(E{™") vektoria, jotka eivit kuulu avaruuteen
EiL

e Jatka seuraavaksi pienempaén i:n arvoon ja valitse aina mukaan vektori (M — AI)x, jos x oli
valitty aiemmassa vaiheessa.

Seuraavissa esimerkeissd valaistaan yllikuvattua menetelmaa.

Esimerkki 71 Kaydaan ldpi esimerkin 70 normaalimuodon etsiminen uudelleen ldhtien korkeamman
kertaluvun ominaisvektoreista. Ominaisarvoyhtdlon perusteella ominaisarvon 4 = 2 algebrallinen
kertaluku on 3. Yhtilon (2.5) perusteella taas avaruuden E2l dimensio on kaksi, joten tdmén jilkeen
tulee selvitdd avaruuden E22 rakenne. Koska (M — 2I)*> = 0, on selvistikin E22 = C3 ja ensiksi tulee
siis valita 2 — 1 = 1 sellaista kantavektoria, jotka kuuluvat joukkoon Ez2 \ E2l

Yhtdlon (2.5) perusteella esimerkiksi (1,0,0) kelpaa. Menetelmédn mukaisesti seuraavaksi tulee
valita (M — 2I)(1,0,0) = (-3,3,3) € E!, ja koska dim(Ezl) = 2, pitdd valita vield jokin toinen,
riippumaton vektori. Tillaiseksi kelpaa esimerkiksi (—1,3,0)7 tai yhti hyvin (-2,0,3)7.
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Esimerkki 72 Olkoon

~410 =17
A=|-1 3 -4
1-2 4

Matriisin A ominaisarvoyhtild on 1 =31 +32> -2 =0 < (1-1)° =0 & 1 = 1. Koska
ominaisarvon 1 algebrallinen kertaluku on 3, tulisi tdhén liittdd kolme lineaarisesti riippumatonta
(yleistettyd) ominaisvektoria.

Selvitetdén aluksi avaruuden El1 dimensio. Kyseisen avaruuden muodostavat vektoriyhtilon

(A-Dx=0

ratkaisut, jotka voidaan eksplisiittisesti selvittii muodosta

-510-17\/x\ (O
-1 2 —4l{yl|=|0],
1-2 3/\z 0

joka puolestaan voidaan Gaussin-Jordanin menetelméé kiyttden kirjoittaa ekvivalenttiin asuun

1-20\/x 0
0 0O1f|ly[=1]0
0 00/\z 0
Tamaén ratkaisut ovat muotoa
(x,5,2) = (2y,y,0) = y(2,1,0), 2.7)

missd y voidaan valita vapaasti. Néin ollen E]1 on yksiulotteinen avaruus, jonka generoi vektori
(2,1,0).
Avaruuden E 12 ja sen dimension madrittimiseksi pitdd selvittdad yhtdlon

(A-1’x=0

ratkaisujoukko. Eksiplisiittisesti ilmaistuna yldoleva yhtdlé on muotoa

-24-6\(x 0
-12-3|ly|=[0],
00 0/\z 0
mikéd Gaussin-Jordanin menetelmilld saadaan muotoon
1-23\(/x 0
0 00]ly|=1]0
0 00/\z 0
Tadmén ratkaisut puolestaan ovat muotoa
(x,3,2) = 2y = 3z,5,2) = (2y,,0) + (-32,0,2) = y(2,1,0) + z(-3,0, 1), (2.8)

missd y ja z voidaan valita vapaasti. Ndin ollen E12 on kaksiulotteinen avaruus, joka generoivina
vektoreina toimivat esim. (2, 1,0) ja (=3,0,1).

Koska ominaisarvon 4 = 1 algebrallinen kertaluku on 3 ja toistaiseksi 10ydetyn (yleistetyn)
ominaisavaruuden E12 dimensio vasta 2, tulee vield tarkastella (yleistettyd) ominaisavaruutta El3
jonka muodostavat kaikki yhtdlon

(A-D)’x=0

toteuttavat vektorit x. Suora lasku osoittaa, ettd (A — I)3 = 0, mikd merkitsee sitd, ettd avaruus
El3 on yhti kuin C3. Koska niin I6ydetyn avaruuden E]3 dimensio 3 yhtyy ominaisarvon 4 = 1
algebralliseen kertalukuun, voidaan aloittaa (yleistettyjen) ominaisvektoreiden etsiminen siten, ettd
ensimmdiset valitaan joukosta E 13 \E 12
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Koska aiemmin jo todettiin, ettid dim(El3) =3 ja dim(Elz) = 2, tulee ensiksi valita 3 —2 = 1
vektori(a), jotka eivit kuulu avaruuteen E 12 Yhtélon (2.8) perusteella tillaiseksi voidaan valita miké
hyvinsa vektori, joka ei ole muotoa (2y — 3z, y, z), vaikkapa (1,0,0).

Menetelmén mukaan tulee valita myds vektori (A — 1)(1,0,0)" = (=5,-1,1)" € E?. Koska timi
ei kuulu avaruuteen E| ja avaruudesta E? piti 10ytdd dim(E?) — dim(E|) = 2 — 1 = 1 vektoria,
voidaan suoraan siirtyd seuraavaan vaiheeseen, jossa avaruudesta El1 pitad valita 1 vektori. Koska
joka tapauksessa pitii valita (A — I)(=5, -1, 1)T = (=2,—1,0)7, hoituu timikin vaihe silli valinnalla.

Kun jérjestetdiin ominaisvektorit nousevan kertaluvun mukaiseen jérjestykseen, saadaan Jordan-
muodon vilittiviksi matriisiksi

1-5-2
P=(0-1-1
ja voidaan havaita, ettéd
110
PlAP=|011
001

2.8 Reaalifunktioiden laajennuksia matriiseille

Téssd luvussa tarkastellaan reaalifunktioiden laajentamista neliomatriiseille. Koska kerto- ja yhteen-
lasku on madritelty neliomatriiseille, voidaan ainakin kaikki polynomifunktiot laajentaa suoraviivai-
sesti koskemaan miti hyvinsi neliomatriisia: Jos p(x) = ¢, x* + c,.1 X' + ... c1x + ¢y ja A on
neliomatriisi, maaritellaan

P(A) = ch A" + cnt AV + L+ 1A+ ool

Muiden kuin polynomifunktioiden laajentaminen neliomatriiseile kannattaakin aloittaa polynomi-
funktioiden suoraviivaisesta yleistyksestd, potenssisarjoista (kisitellddn kurssilla Insindorimatema-
tiikkka C). Mikdili sarja

o)

k
F) =) ax 2.9)
k=0
suppenee jollakin reaalisuoran osalla, voidaan ainakin yrittdd méiritelld funktio f nelidmatriiseille
seuraavasti:

F(A) = Z cx AR (2.10)
k=0
Télloin kuitenkin joudutaan pohtimaan miten sarja (2.10) matriiseille miéritelldin. Vaikka tdmi
voidaan tehdi analogisesti reaalisten potenssisarjojen kanssa, joudutaan silti miettimééan mité kisite
raja-arvo matriiseille merkitsee. Tdlld kurssilla ei nédihin pohdintoihin kuitenkaan pureuduta, vaan
asia késitelldan 1ahinna esimerkkien kautta.

Esimerkki 73 Diagonaalimatriisille

A4 0...0
0h...0

A= o
00...1,

potenssit ja niinikdin summan (2.10) alkuosa on tdysin suoraviivainen.
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M
ch/llf 0 0
Ao .oy | m
k k
uooooM 00 0 Yad... 0
chA :ch ... .= k=0
k=0 k=0 o T . :
00..2 ~
M
0 0 > adk
k=0
Jos kaikki diagonaalialkiot Ay, . . ., 4,, kuuluvat sarjan (2.9) suppenemisalueeseen, on edellamainitun
perusteella tdysin luontevaa maéritelld
fQA) o0 ... 0

0 f(l)... O
f(A) = : N :
0 0 ... f(4)
Edellisissd luvuissa on jo pohjustettu mahdollisuuksia siiné tapauksessa, ettd matriisi A ei ole dia-
gonaalinen. Jos matriisi A kuitenkin on diagonalisoituva, on olemassa miéritelmédn 29 mukainen

matriisi P ja diagonaalimatriisi D, joille pitee A = PDP~!. Tillsin selvistikin AX = PD¥P~!, joten
funktio f on luontevaa miiritelld diagonaaliesityksen avulla seuraavasti:

fA) =Y k=3 ¢ PDFP = P( Y o DF) P! = PF(D)P.
k=0 k=0 k=0
Esimerkki 74 Miiritetddn
. (—13 30
sin _9 20 .

Esimerkin
-13 30

mukaisesti A = ( ~9 20

) on diagonalisoituva ja voidaan esittdd muodossa

L [25)(20)(25)"
“\13)lo5)\13)
Koska sinifunktion méérittelevé sarja suppenee koko reaaliakselilla, voidaan mééarittad

25) (sin2 0 )(25)_1 3 (6s1'n2—55in5 —10sin2 + 10sin5

SIHA=(13 0 sin5/{13 3sin2-3sin5 -5sin2 + 6sin5

Esimerkki 75 Kvanttifysiikassa esiintyy ns. Paulin spin-matriisi

(01
Oy = 10l
Miéritetddn e 9~

Eksponenttifunktion arvon laskemista varten etsitdén ensin mahdollinen diagonaalimuoto ja tétd
varten puolestaan ensin ominaisarvot ja -vektorit. Tavanomaisia menetelmii kiyttden ominaisarvoiksi
saadaan +1 ja -vektoreiksi (1, 1)” seki (1,—1)7. Kun merkitiin

11
P=(ia)

ox =P((l)_(1))P',

saadaan yhtilo

jonka avulla voidaan méadrittaa
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—itos _ p et Pl 1 (e 4 ¢l o7it — it cost —isint
e = . = — . . s . = L. .
0 er=D 2 et —eft it 4 ol —isint cost

Viimeisin yhtdsuuruus perustuu Eulerin kaavaan.

Mahdollisuus laajentaa potenssisarjan médrittelema reaalifunktio sellaisille matriiseille, jotka ei-
vit ole diagonalisoituvia, perustuu viime kddessd Jordanin normaalimuotoon: Jordanin normaali-
muodolle voidaan nimittdin hyvin suoraviivasesti laskea potenssit Esimerkin 68 mukaisesti ja siten
laajentaa potenssisarjan midrittely Jordan-muotoisille matriiseille.

Esimerkki 76 Tarkastellaan miten sarjan (2.9) médrittelema funktio f(x) = Z cxx* voidaan laajen-
k=0
taa Esimerkissé 68 esiintyville 3 x 3 -Jordan Jordan-lohkolle
110
J=|0a1]. 2.11)
002

Esimerkin 68 mukaisesti - o pn
-1 —

AF ka1 (5)a
JE=1 0 Ak kak!

0 0 pL

ja siksi sarjaesityksen suoraviivainen laajentaminen antaa mairitelméin

i ckxlk i ckk/lkfl i c (2)/lk2
. k=0 k:(?)o k:g)o
fh=Yalk= 0 Yad Y ekt
k=0 k=0 k=0 -
0 0 Z P
k=0

Ylldolevassa matriisissa diagonaalialkiot selvéstikin esittdvit funktion arvoa f(1), joten selvitetti-
viksi jad vield ylimmaén rivin toinen ja kolmas alkio. Ndihin voidaan pureuta differentiaalilaskennan
keinoin, joskin tarkempi tarkastelu suoritetaan kurssilla Insindorimatematiikka C, jossa todetaan,
ettd potenssisarjan madrittelemi funktio voidaan derivoida termeittéin. Jos siis

[oe]

F) = e,
k=0
on -
f(x)= Z crkxk!

k=0

ja
f(x) = Z cxk(k — 1)xk2,
k=0

Niin ollen sarjan (2.9) midrittelemén reaalifunktion laajennus Jordan-lohkolle (2.11) pitiisi tehdd

seuraavasti:
FQ) £ 37
fhh=1 0 fQ @ | (2.12)
0 0 ()

Yleistys Esimerkin 68 mukaiselle 4 x 4 Jordan-lohkolle on suoraviivainen; potenssisarjan méaéritte-
lemé funktio tulee 4 X 4-jordan lohkolle

14100
0A10
0041
0002
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madritelld seuraavasti:
Q) Q) 3£ élf ()
_| 0 fQ) fry) 37
D=0 To" r rw
0 0 0 )

Aivan samoin kuin jo aiemmin todettiin diagonalisoituvien matriisien kohdalla, voidaan nyt toistaa
minkd hyvinsd matriisin A kohdalla: Kaikilla matriiseilla A on olemassa Jordanin normaalimuoto J
seki tamsn vilittidvi kisntyvi matriisi P, joille siis on voimassa yhteys A = PJP~! ja tisti seuraa
helposti, etti Ak = pj*pP~!. Samoin kuin diagonalisoituville matriiseille, tdstd edelleen seuraa, ettid
f(A) = PP

Téten voidaan kaikki potenssisarjojen avulla miiriteltdvit reaalifunktiot, kuten sin x, cos x ja
e* aina laajentaa neliomatriiseille Jordan-lohkomuodon kautta. Tdtd laajennusta voidaan kiyttda
hyodyksi erityisesti lineaaristen differentiaaliyhtdloryhmien ratkaisujen etsimisessi.

A1
= (0 1) .
Edellisen perusteella funktio f(x) = e'* arvolla J mééritetdéin seuraavasti: Lasketaan f’(x) = re'* ja
kiytetddn 2.12 mukaista kaavaa, josta saadaan

tJ _ emte”l _ 1A 1[
¢ ‘(0 et 01

Esimerkki 78 Midritetddn ¢’/ 3 x 3-Jordan-lohkolle

Esimerkki 77 Olkoon

110
J=104a1
004

Koska funktiolle f(x) = e'* saadaan f’(x) = te'* ja f”'(x) = t>¢'*, saadaan
ot et % oAt

11t
el = 0 ettt |=eV|01
00

[2
2
t
0 0 1 1






Luku 3
Vektoriavaruuksien geometriaa

Aiemmissa pykilissé vektoriavaruuksia R” on tarkasteltu ldhinnd algebralliselta kannalta: Vektoreil-
le on madritelty yhteenlasku ja skalaarimonikerta, jotka muodostavat monien sovellusten kannalta
kiyttokelpoisen algebrallisen rakenteen. Tuolloin ei kuitenkaan késitelty vektoriavaruuksien geomet-
riaa, jonka perustavana késitteend toimii vektoreiden etdisyys. Vektoreiden etédisyys voidaan kuiten-
kin médritelld useilla eri tavoilla riippuen kayttotarkoituksesta. Tadsséd luvussa kisitelldén padasiassa
pistetulon kautta madriteltavid Euklidista etdisyytta.

3.1 Etaisyys, normi, sisitulo

Miaritelmi 34 Olkoon V' vektoriavaruus. Etdisyys on funktio V X V. — R, joka toteuttaa
seuraavat ehdot:

e d(x,y) > 0jad(x,y) = 0 tarkalleen silloin kun x = y (epinegativisuus ja epddegeneratiivi-
suus).

e d(x,y) = d(y,x) (symmetria).

e d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) (kolmioepayhtilo).

Etdisyyden midritteleminen on vektoavaruuden geometrian perusta. Etdisyys ei kuitenkaan maa-
rity yksikdsitteisesti, vaan ylldolevan midritelmén toteuttavia etdisyysfunktioita voidaan mééritelld
yleensd ddrettomidn monta. TAmidn kurssin kannalta tirkeimmat etdisyyskasitteet midrittyvit nor-
min kautta. Normikaan ei médrity yksikésitteisesti, mutta normilla on etdisyyttd vahvempi kytkos
vektoriavaruuden algebralliseen rakenteeseen.

Maaritelma 35 Olkoon V vektoriavaruus. Vektoriavaruuden normi on kuvaus V — R, x —
|[x]|, joka toteuttaa seuraavat ehdot:

e ||x|| = 0ja ||x|| = O tarkalleen silloin kun x = 0 (positiivisuus ja epddegeneratiivisuus)
e ||lax|| = |a| ||x|| (skalaarin siirto)
o |Ix+yll < |Ix]| + ||yl (kolmioepéyhtild)

Huomautus 20 Jos ||x|| on mikd hyvinsi ylldolevan mééritelmén ehdot toteuttava normi, saadaan sen
avulla médriteltyd etdisyysfunktio d(x,y) = ||x —y/||. Télloin sanotaan, ettd normi indusoi etdisyyden.

Esimerkki 79 Jos V = R" tai V = C", voidaan vektorille x = (x1,. .., x;,) madritelld

IXI| = fxi] + ...+ |xa] -

45
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On helppo todeta, ettd ndin médriteltdessd saadaan todella ylliolevan médritelmén ehdot tayttava
normi. Yleisesti ottaen vektorin normilla on tarkoitus kuvata vektorin suuruutta, mutta kuten mai-
nittiin, normin méiritelma ei ole yksikisitteinen. Tdmin kurssin kannalta tirkeimmét normit ovat
Eukleidisia, mikd puolestaan tarkoittaa sité, ettd ne médrittyvit sisdtulon kautta.

Olkoon V reaalinen vektoriavaruus. Kuvaus V XV — R, on sisdrulo, jos se toteuttaa seuraavat
ehdot:

* (x,x) > 0ja(x,x) = Otarkalleen silloin kun x = 0 (epénegativisuus ja epadegeneratiivisuus).
¢ (x,y) = (y,x) (vaihdannaisuus eli kommutatiivisuus).
e (ax + by,z) = a(x,z) + b(y, z) (lineaarisuus).

Sisdtulosta kéytetddn myos merkint6jd (x,y) ja (x | y). Sisétulo liittyy vektoriavaruuden algebral-
liseen rakenteeseen vield vahvemmin kuin normi. Osoittautuu, etti sisdtulon avulla pystytidin puhu-
maan vektoreiden etdisyyden lisidksi niiden vilisistd kulmista. Sisdtulokaan ei ole yksikdsitteisesti
madritty, mutta seuraava madritelmi on erittdin yleinen.

Mairitelma 36 Vektoreiden x = (xq,...,X,)jay = (V1,...,yn) € R” pistetulo maéritelldan
X'y=x1y1+...+X,yn.

On hyvin helppo todeta, ettd edellisen miéritelmén mukainen pistetulo toteuttaa sisétulon maa-
ritelmén ehdot, joten kyseessd on sisitulon erikoistapaus. Huomaa, ettd pistetulo voidaan kirjoittaa
my6s matriisitulona Xy, jos X ja y ymmiirretiin rivivektoreiksi tai tulona x” 'y, jos ne ymmiirretiin
sarakevektoreiksi.

Esimerkki 80 Vilili [a, b] jatkuvien reaalifunktioiden joukossa C°[a, b] voidaan midritelld sisdtulo

ehdolla .
(f.8)= / fs-

Kompleksisille vektoriavaruuksille sisétulo on kuitenkin méériteltidvi toisin.

Olkoon V kompleksinen vektoriavaruus. Kuvaus V X V. — C, on Hermiten sisdtulo, jos se
toteuttaa seuraavt ehdot:

¢ (x,x) > 0ja(x,x) = 0 tarkalleen silloin kun x = 0 (epanegativisuus ja epaddegeneratiivisuus).
¢ (x,y) = (y,Xx) (vinosymmetria).
e (ax + by,z) = a(x,z) + b(y, z) (lineaarisuus 1. argumentin suhteen).

Mairitelma 37 Vektoreiden x = (x1,...,%,) jay = (V1,...,yn) € C* Hermiten pistetulo
madritellddn X -y = x;y1 + ... + X, V5.

Esimerkki 81 Olkoon L*[a,b] N C°[a, b] vililld [a, b] médriteltyjen jatkuvien (kompleksiarvoisten)

b
funktioiden joukko, joille / | f|? on olemassa. Tilloin
a

(f,g):/abfg

on Hermiten sisatulo.
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Lause 16 Sisdtulo toteuttaa Cauchyn-Schwarzin epayhtdlon

Iy < (xx)(y,y)

Lause 17 Jos (X,y) on sisdtulo, saadaan mddrittelemdlld

Xl = V(x,x)

aiemman mddritelmdn ehdot tayttdvd normi. Tdalloin sanotaan, ettd sisdtulo indusoi normin.

Huomautus 21 Jos normi méiritelladn kédyttamalla pistetuloa, saadaan

2 2
/] = VXX = \lu P+ bl

mika tapauksissa n € {1,2,3} vastaa klassista Eukleidista normia. Ellei toisin mainita, tarkoitetaan
tdmin jalkeen tdssd luvussa normilla juuri titd nimenomaista normia.

Normilla on siis samankaltainen merkitys vektoreille kuin itseisarvolla reaaliluvuille: normi ||x||
merkitsee vektorin x etdisyyttd nollavektorista 0 kun taas itseisarvo |x| merkitsee reaaliluvun x
etdisyyttd nollasta. Merkintitapojen ||x|| ja |x| ero onkin vain sopimuskysymys: Ensimmaiistd on
sovittu kdytettdvan vektoreista, jalkimmaiistd vain reaali- tai kompleksiluvuista.

Maaritelmé 38 Vektoreiden x ja y € R” vilinen kulma tarkoittaa kulmaa 6 € [0, x], joka
muodostuu origosta (pisteesta 0) pisteeseen X ja origosta pisteeseen y kulkevien janojen vilille.
Huomaa, ettd kolme pistettd x, y ja 0 kuuluvat aina samalle tasolle, joten vektoreiden vilinen
kulma on aina fason ominaisuus.

Lause 18 Jos 6 on vektoreiden X ja y vilinen kulma, niin

x-y = [[x]] - [[yll cos 6.

Todistus Tason kolmioita koskevasta kosinilauseesta saadaan
2 2 2
1xI1% + [yl = 2[Ix][[|yl| cos 6 = [|x — y||°.

Yhtélon oikea puoli voidaan edelleen kirjoittaa muotoon

(xX-y) - X-y)=X-X-X-y-y-X+y-y
X x=2x-y+y-y=|x|F+|lyl>-2x-y

lIx —yII?

Niistd saadaan yhtilo
[IxI1% + 11y11* = 2[IxIllyll cos 6 = [[x]I* + |Iyl|* = 2x - y,

mistd viite seuraa suoraan. O
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Huomautus 22 Edellisen lauseen perusteella kahden vektorin x, y (kumpikaan ei nollavektori)
vilinen kulma 6 saadaan esityksestéi

Cauchyn-Schwarzin epiyhtdlon mukaan joka tapauksessa on |x-y| < ||x|||]y||, joten cos@ €
[-1,1] niin kuin pitéddkin.

Esimerkki 82 Olkoonx = (1,0,2,—1)jay = (0,1,1,—1) € R* Tilloin ||x||> = 12+ 02 +22+(-1)> =6
jallylP =02+ 12+ 12+ (=1)> =3,sekix-y=1-0+0-1+2-1+(=1)-(=1) = 3. Tillgin siis
vektoreiden x ja y vilisen kulman 6 kosini on

3 1
cosf) = —— = —

VeV V2

H - T
josta 8 = 7.

Mairitelma 39 Vektorit x ja y ovat ortogonaalit eli kohtisuorat jos (x,y) = 0.

Edellisen méiritelmidn mukaan nollavektori on kohtisuorassa kaikkia muita vektoreita kohtaan:
(0,x) = 0 aina. Jos taas kumpikaan vektoreista x, y ei ole nollavektori, voi x -y = ||x||||y|| cos 8
tulla nollaksi vain, jos vektoreiden vilinen kulma 6 toteuttaa cos § = 0, miké rajoituksella 6 € [0, 7]
tapahtuu vain jos 6 = 7 = 90°. Geometrisesti vektoreiden x ja y (kumpikaan ei nollavektori)
ortogonaalisuus tarkoittaa siis sitd, ettd ndiden vélinen kulma on suora.

Miiritelmé 40 Vektorijoukko {Xi,...,X,} on ortogonaali, jos (X;,X;) = 0 aina kun i # j.
Ortogonaali joukko {X,...,X,} on ortonormaali, jos lisdksi (x;,x;) = 1.

Huomautus 23 Jokaisesta ortogonaalista joukosta joka ei sisélld nollavektoria voidaan helposti saada

-1
ortonormaali kertomalla kukin x; norminsa kéanteisluvulla /(x;,X;) .

Esimerkki 83 R™:n luonnollinen kanta {ey,...,e,} on ortonormaali.

Lause 19 Olkoon V vektoriavaruus ja A = {X,. . .,Xy } joukko, joka ei sisdlld nollavektoria ja
on ortogonaali jonkin sisdtulon (X,y) suhteen. Tdlloin A on lineaarisesti riippumaton.

Todistus Oletetaan, ettd
X +...+cX, =0

Laskemalla sisédtulot puolittain saadaan
aXLXp) + ..+ (X X)) + .+ en(X, X)) = (0,%;).
Ortogonaalisuuden perusteella ylldoleva sievenee muotoon
ci(xi,x;) = 0,

jostac; = 0. g
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Esimerkki 84 Olkoon L?[a,a + T] N C°[a,a + T] kuten aiemmin ja

o= [ " 3

Hermiten sisdtulo. Funktiot e,(x) = e T x ovat lineaarisesti riippumattomat, silld ne muodostavat
ortogonaalinen joukon.

Miaritelmi 41 Olkoot x ja y # 0 avaruuden R” vektoreita. Télloin vekforin X projektio
vektorilla y tarkoittaa sitd origon ja pisteen y kautta kulkevan suoran L(y) pistettd x’, jolle
x — x’ on kohtisuorassa vektoria y vastaan.

Selvitetdédn seuraavaksi, miten vektorin x projektio x’ vektorille y lasketaan. Tatd varten voidaan
aluksi todeta, ettd koska x” on suoran L(y) piste, on maéritelmén mukaan x’ = cy jollekin luvulle c.
Koska liséksi vaaditaan, ettd x — x” on kohtisuorassa y:té vastaan, on

0=(x-x)-y=x-y—cy-y=x-y-cllyl*

Yl1ld olevasta yhtélostd voidaan ratkaista ¢ =
voidaan kirjoittaa muotoon

ny'ly‘z, joten siis vektorin x projektio X’ vektorilla y

’ Xy
X =
[lylI?

Y.

3.2 Etiisyyden siilyttiavat kuvaukset

Mairitelmé 42 Lineaarikuvaus f : V — V siilyttdd etdisyyden, jos d(f(x), f(y)) = d(x,y) VX, y €
V. Lineaarikuvaus f : V — V siilyttdd normin, jos || f(x)|| = ||x||. Lineaarikuvaus f : V — V
sdilyttdd sisdtulon, jos (f(x), f(y)) = (X,y).

Oletetaan tdssd luvussa, ettd d(x,y) = ||x — y|| ja ettd ||x|| = +/(x,x). Ellei toisin mainita, oletetaan
lisdksi, ettd sisdtuloksi on valittu pistetulo tai Hermiten pistetulo.

Lause 20 Jos lineaarikuvaus f sdilyttdd sisdtulon, niin se sdilyttdd myos normin ja etdisyyden.

Todistus Oletetaan, ettd f siilyttid sisitulon. Tllsin || f(x)|| = /(f(x), f(x)) = v/(x,X) ja

d(f(x), f(¥) = [If %) = fDI = [If &=yl =[x = yl| = d(x.y).

Miidiritelmi 43 n X n-matriisi A on ortogonaali, jos AT = A7, siis ATA = AAT = I.

Lause 21 Jos lineaarikuvauksen f matriisi Ay on ortogonaali, niin f sdilyttdid pistetulon ja etdiisyy-
den.

Todistus Edellimainitun perusteella riittdd osoittaa, f sdilyttdd pistetulon. Jos X ymmaérretdédn pysty-
vektoriksi, niin y = f(x) = AsX ja niin ollen

(. () = (AT Ay = X" AL Apy = xTy = (x.).
Miaéritelmi 44 n X n-matriisin A adjugaatti A* médritellddn A* = ZT. Sanotaan, ettd matriisi A on
unitaarinen, jos A* = AL siis A*A = AA* = 1.

Huomautus 24 Matriisi
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1 1 1 1
1 p > ... pNl
Fe L 1 pz p4 p(N—l)Z
VN o : . :
1 pN-1 pZ(N—l) _“p(N—l)(N—l)
on unitaarinen, silla
1 1 1
ol o2 L p—(N—l)
o L1 et e |
VN : : .. : ’
lp—(N—]) p—2(N—1) p—(N—l)(N—l)

kuten esimerkissa 48 todettiin.

Lause 22 Jos lineaarikuvauksen f : C" — C" matriisi Ay on unitaarinen, niin f sdilyttid Hermiten
pistetulon.

Todistus Todetaan ensin, ettd jos X ja y késitetdén pystyvektoreiksi, niin Hermiten pistetulo voidaan
kirjoittaa muodossa (x,y) = x'y. Titen

(f(), f(Y) = (Arx, Apy) = (Apx)" Agy = x" AL Agy = XAT Ay = X3 = (X.y).

Huomautus 25 Olkoot £ = (fo, fi,....fv-1)! ja g = (g0.&1»....gn-1)] € C" datavektoreita ja
F = Ff sekd G = Fg niiden Fourier-muunnokset. Ylldmainitun perusteella (F,G) = (f,g), mika
voidaan kirjoittaa auki muotoon

FoGo+ FiG + ...+ Fn.1IGN_1 = fogo + fig1 + ... + fN-18N~T.
Tamaé on Parsevalin kaava diskreeteille Fourier-muunnoksille.

Huomautus 26 Etidisyyden sdilyttivit lineaarikuvaukset ovat avaruuden peilauksia tai kiertoja. Dis-
kreetti Fourier-muunnos voidaan ymmirtidd N-ulotteisen kompleksisen avaruuden kiertona tai vaih-
toehtoisesti mutta matemaattisesti yhtépitévasti kannan vaihtona.

3.3 Korrelaatiokerroin

Kun luonnontieteellistd teoriaa muodostetaan havaintoihin perustuen, on yleensd jostakin ilmiostd
keritty havaintoaineistoa mittaamalla ilmioon liittyvid eri suureita. Mittaustulosten avulla voidaan
pyrkid paittelemiin, riippuvatko eri suureet toisistaan jollakin tavalla. Riippuvuussuhteen esiintuo-
minen on yleensi helppoa, mutta sen selvittaiminen, johtuuko jokin asia toisesta, on useimmiten varsin
hankalaa. Yleens riippuvuussuhde niyttiytyy siten, ettd toisen suureen ollessa suuri on keskiméaa-
rin my0s toinen suuri (tai kdédnteisen korrelaation tapauksessa pieni), mutta sen selvittiminen, onko
molempien suureiden arvoille jokin ulkopuolinen selitys, ei ole mahdollista vain mitattuja suureita
vertaamalla.

Esimerkki 85 Jos pyritddn selvittimién, milld tavoin jossakin populaatiossa ihmisen pituus (keski-
miirin) riippuu painosta, voidaan toimia seuraavasti: valitaan populaatiosta joukko koehenkiloitd,
joiden painot xi, . .., x, ja pituudet yi, ..., y, mitataan. Timin jéilkeen voidaan pisteet (x,y;), .. .,
(xn, yn) piirtdd tasolle, ja katsoa onko kuviosta mahdollisesti 10ydettévissi jonkinlaista johdonmukai-
suutta. Mitd paremmin pisteet (x;, y;) ndyttivit keskittyvén jonkin nousevan suoran ympdrille, sitd
paremmin voidaan katsoa pituuden riippuvan painosta (lineaarisesti).

Suureiden y; lineaaarista riippuvuutta x;:std voidaan arvioida sen mukaan, kuinka “vahvasti”
vektority = (y1,...,yn)jax = (x1,...,Xx,) ovat lineaarisesti riippuvat, ja tdhdn puolestaan arvioksi
voidaan valita vektoreiden x ja y vilinen kulma.
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Jos nimittdin y = cXx, ovat vektorit X ja y lineaarisesti riippuvat ja tdlloin

cosgo XY _ Xeex o cxx _{ l,josc >0
Iyl (xllexl] el 1xl> fe] | =Ljose <0.

Ensimmaisessd tapauksessa sanotaan, ettd koordinaattien y; ja x; vililld vallitsee positiivinen korre-
laatio ja jalkimmadisessé tapauksessa negatiivinen korrelaatio. Tapauksessa, jossay = cx ei piade, on
aina |cos #] < 1 ja mahdollisimman “riippumattomia” X ja y ovat toisistaan kun cos 6 = 0.

Tamankaltainen tarkastelu ei kata tapaustay = cx + b, missd b = (b, b,. .., b) on vakiovektori.
Kuitenkin myos tilloin riippuvuus vektoreiden vililld on tdydellistd, ja tilloin voidaan menetelld
seuraavasti: Sen sijaan, ettd laskettaisiin vektoreiden x ja y vilisen kulman kosini, laskentaankin tima
kosini vektoreille x” ja y’, missid x’ saadaan vektorista x vidhentdmilld jokaisesta koordinaatista x;
koordinaattien keskiarvo :

X' = (X] = fxs - - o s Xn — fx)
ja samoin vektorille y:
y, = (yl _IJY7"'7yn _Ny)’

missi uy = % Doy Xijauy = % 21— yi- Tamin korjauksen jilkeen seki vektorin x” ja y” koordinaat-

tien summa on nolla ja suorilla laskuilla voidaa todeta etta

Hy =cux +b
ja
Yi=yi—cux—b=cxi+b—cux—b=clx - py) = cxj,
jolloin siis y’ = ¢x’.

Mairitelmé 45 Vektoreiden x = (x1,...,x,) jay = (V1. .., Vn) vilinen Pearsonin korrelaatioker-
roin (tunnetaan myos nimelld rulomomenttikerroin) on vektoreiden x’ ja y’ vilisen kulman kosini,
missd X’ ja y’ on saatu vektoreista x ja y vihentdmailld jokaisesta koordinaatista koordinaattien
keskiarvo.

Esimerkki 86 Taulukossa on eréille kurssille osallistuneen 36 opiskelijan demoprosentit ja heididn
tentissa saamansa pisteet.

i 12345678 91011121314151617 18
Demo% 40 80 33 81 36 29 38 26 42 26 51 46 48 51 26 39 82 33
Pisteet 2529 1630211410 8 231011131426 5 6 2521

i 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
Demo% 80 26 43 87 35 56 87 87 71 33 51 60 36 30 33 71 43 32
Pisteet 29 9 9 301627272926 8 2022 3 4 15282115

Lasketaan demoprosentin ja tenttipisteiden vilinen korrelaatiokerroin. Titd varten méiritellddn x; =
opiskelijan i demoprosentti ja y; = opiskelijan i tenttipisteet. Tdlloin siis X ja y ovat 36-ulotteisen
avaruuden R3° vektoreita, joiden koordinaatteja korrelaatiokertoimen laskemiseksi aluksi siirretizn:
vektorin x koordinaattien keskiarvo on pu, = %(40 +80+33+...+32) = % ja vastaavasti
fy = 3:(25+29+16+ ...+ 15) = §2.

Uudet vektorit ovat siis X" = (40 — 1., 80 — i, 33 — pty, . . ., 32 — ) jay’ = (25— 4,29 — p1y, 16 —
Hy,...,15— ), ja ndiden sisdtulo voidaan laskea suoraviivaisesti:

X"y = (40 — px)(25 = py) + (80 — px)(29 — py) + .. + (32 = px)(15 = py)
=4880,333. ...

Samoin voidaan laskea
I[X'||> = x’ - x" = 14673,55556.. ...

ja
I3 =y -y =2566,75...

ja lopuksi korrelaatiokerroin saadaan lausekkeesta
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XI . yl
[ {11yl

Korrelaatiota 0,795 pidetdén yleensd hyvin voimakkaana. Yleensi itseisarvoltaan 0,5 ylittdva korre-
laatiokerroin tulkitaan voimakkaaksi, mutta on huomattava ettd korrelaation kutsuminen voimakkaak-
si on tulkinnanvaraista: Jos aineisto on saatu mittaamalla fysikaalisia suureita tarkoilla instrumen-
teilla, voi korrelaatiokertoimen edellyttad ylittdvan 0,9 ennen kuin sitd kutsutaan vahvaksi, kun taas
yhteiskuntatieteellisessé tutkimuksessa saadussa aineistossa korrelaatiokerroin 0,7 voidaan katsoa
hyvin vahvaksi.

=0,795....

Huomautus 27 Havaintotapausten mafrdn on oltava kyllin suuri, jotta korrelaatiokertoimen tulkin-
nalla olisi merkitystd. Jos esimerkiksi aineistossa on vain kaksi tapausta, joita vastaavat (siiretyt)
vektorit X’ = (x,—x)jay’ = (y,—y) € R?, on niilld aina tiydellinen korrelaatio joko 1 tai —1. Yleensi
halutaan, ettd havaintotapausten méird on vihintdin kymmenen, mutta tdmikin on tulkinnanvarais-
ta. Joissakin tilanteissa voidaan kolmeakymmenti havaintotapausta pitdd suurena méirénd, kun taas
esimerkiksi lddkkeen haittavaikutuksia etsittdessd kolmeakymmenti havaintotapausta pidetdin aivan
riittdméattdmina joukkona.

Havaintojoukon koolle on olemassa tilastomatemaattisia vaatimuksia, jotka eivit kuitenkaan kuulu
tdmin kurssin oppiméariin.



Luku 4
Kolmiulotteisen avaruuden geometriaa

Tissd luvussa tutustutaan avaruuden R “’kaksiulotteisiin” ja "yksiulotteisiin” osajoukkoihin, joista
yksinkertaisimmat ovat tasot ja suorat. Aluksi kuitenkin perehdytdédn erityiseen kolmiulotteisen
avaruuden operaatioon, ristituloon.

4.1 Ristitulo

Kuten aiemmin huomattiin, vektoreiden pistetulo (sisdtulo) voidaan mdiéritelld miten korkeaulot-
teiselle avaruudelle R” hyvinséd. Sen sijaan tdssd kappaleessa kisiteltdvé ristitulo on pelkistdan
kolmiulotteisen avaruuden R* ominaisuus.

Miritelmii 46 Avaruuden R? vektoreiden x = (x1,x2,x3) jay = (1, y2, y3) ristitulo on R*:n
vektori
X XYy = (X3 — X3Y2, X3)1 = X1¥3, X1Y2 — X2)1)-

Ristitulolle voidaan esittdd ~lauseke” kolmirivisen determinantin avulla: jos x = (x1,xp,x3) ja
y = (¥1,¥2,¥3), niin
ij k
XXY=|x] X2 x3 “.1)
Y1 y2y3
Téssd yhteydessd “lauseke” esiintyy lainausmerkeissd, koska determinantti on mééritelty vain siina
tapauksessa, ettd kaikki alkiot ovat lukuja — ylld olevassa "lausekkeessa” kuitenkin ensimmadisen rivin
alkiot ovat R*:n luonnollisen kannan vektorit i, j ja k, eiki tillaista determinanttia ole médritelty.
Téstd huolimatta (4.1) voi toimia muistisadntona:

X2 X3 X1 X3 X1 X2
Y2 )3 y1y3 Y1 y2
i(x2ys — x3y2) — j(x1ys — x3y1) + k(x1y2 — x2y1)
(X2y3 = X3Y2,X3Y1 — X1Y3, X1 Y2 — X2)1).

. .

X Xy

Lause 23 (Skalaarikolmitulo) Olkoot x = (x|, x2,x3), Y = (y1, 2, y3) ja z = (z1, 22, 23). Tdlloin

X1 X2 X3
Lox-(yxz)=|y y2 y3

21 22 33
2.x-(yxz)=y-(zxx)=2-(XXYy)

Todistus Ensimmdiinen kohta saadaan piste- ja ristitulojen médritelmaisti suoraan laskemalla, toinen
kohta taas seuraa ensimmaisestd, silld determinantin merkki muuttuu kun kahden rivin paikkaa vaih-

53
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X1 X2 X3
detaan (mieti kuinka monta kahden rivin vaihtoa tarvitaan, kun determinantti | y; y» y3 | muutetaan
21 22 33
y1y2)3
determinantiksi [ z;1 22 z3 |). O
X1 X2 X3

Huomautus 28 Skalaarikolmitulo voidaan tulkita sellaisen suuntaissdrmion tilavuutena, jonka yksi
kérjistd sijaitsee origossa, ja kolme sivua ovat vektoreiden X, y ja z suuntaiset.

Lause 24 Ristitulo toteuttaa seuraavat sddnnot:

1. XXy=-yXXx

2.(X+yY)XZ=XXZ+yXZ

3. (ax) Xy =x X (ay) = a(x X y)

4.xxx=0

5.x-(xxy)=0jay- (xxy) = 0 (ristitulo on kohtisuorassa alkuperdisiin vektoreihin néhden).
6. [Ixx yII* + (x- y)* = [IxII”|lyl>

7. 1x Xyl = |Ix||||y]| sin 8, missc 8 on vektoreiden X ja 'y vilinen kulma.

Todistus Kohdat 1-3 seuraavat ristitulon maaritelmasta suoraan laskemalla. Kohta 4 seuraa edellisesta
lauseesta, silld determinantti, jossa on kaksi samaa rivid, on nolla. Samoin kohta 5 saadaan edellisesti
lauseesta sijoittamalla y = x, jolloin todetaan, ettd x X x on kohtisuorassa kaikkia vektoreita z vastaan,
jolloin siis x X z = 0. Viittimi 6 seuraa my0s suoralla laskulla:

X X yII* + (x - y)* = (x2y3 — x332)* + (1351 — x193)* + (X172 — %231)°
+ (xX1y1 + X2y2 + x3y3)°
2.2 2.2
X33 = 2X2X3Y2y2 + X35

+ X3y7 = 2x13)13 + X135

+ X1y3 = 2x10)1y2 + 37
+XTY+X0Y) + 53

+ 2x1x2y1y2 + 2X1X3y1Y3 + 2X2X3Y2Y3
X{YT X3+ Ay

22, 22 22
Y+ Xy +X5¥,;

+ +

22, 22 22
X3Y1 T X3)2 T X353

(F + x5 +x3)07 + 3 +y3) = [IxIPlyll?

Viittdmaa 7 varten muistetaan, ettd vektoreiden x ja y véliselle kulmalle 6 pitee cos 6 = IIX)IKI.ﬁyll'
Viittdmén 6 mukaan voidaan kirjoittaa
byl = PV = (x = PP (1 - ()
xIl1yll
= |IxI[*|lyl*(1 = cos® 6) = ||x[|*|lyl|* sin® 6,
mistd viittdma 7 seuraa suoraan. O

4.2 Tasot

Kahden lineaarisesti riippumattoman vektorin x ja y generoima kaksiulotteinen aliavaruus
L(x,y) = {c1x+ c2y | 1,2 € R} C R

vastaa geometrisesti origon kautta kulkevaa tasoa, johon pisteet x ja y kuuluvat.
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Mairitelmé 47 Olkoon V jokin avaruuden R" aliavaruus ja z € R" jokin vektori. Talldin
joukkoa
z+V={z+w|weV}

kutsutaan vektorin z maardamaksi aliavaruuden sivuluokaksi.

Olkoot x,y € R? lineaarisesti riippumattomia ja merkitiin 7 = L(x,y) kuten edelli. Olkoon lisiksi
z € R3. Tillsin sivuluokka z + T merkitsee geometrisesti 7:n suuntaista tasoa, joka kulkee pisteen z
kautta. Kaikki avaruuden R tasot voidaan esittii kaksiulotteisten aliavaruuksien sivuluokkina z + 7.
Jatkossa tullaan I6ytimiin myos muita esitystapoja R*:n tasoille.

My®ds korkeampiulotteisissa avaruuksissa R” taso madritellddn joukkona

{Z + 11X+ Yy | C1,Cp € R},

misséd X jay € R” ovat lineaarisesti riippumattomia ja z € R" on jokin vektori. Tdimén perusteella
on selvii, avaruuden R” taso ei poikkea miltizn oleellisin osin avaruuden R> tasosta: Kun x, y ja
z on kiinnitetty, tason piste médrdytyy yksikisitteisesti lukujen ¢ ja ¢, arvoista. Niitd lukuja voi-
daankin pitdd vektoreiden x, y ja z médrdédmain tason pisteen koordinaatteina. Télld tavoin méardytyy
yksikisitteinen vastaavuus pisteen (cy,cz) € R? ja tason pisteen z + ¢1X + coy € R” vilille.

Esimerkki 87 Jos x € R? ei ole nollavektori, on joukko {x} lineaarisesti riippumaton ja geometrisesti
yksiulotteinen aliavaruus
L(x)={cx | ceR} CR?

merkitsee origon kautta kulkevaa suoraa. Avaruuden L = L(x) sivuluokka
z+L={z+cx|ceR} “4.2)

puolestaan vastaa L:n suuntaista suoraa, joka kulkee pisteen z kautta. Avaruuden R kaikki suo-
rat voidaan esittdd yksiulotteisten aliavaruuksien sivuluokkina ja jatkossa tutustutaan myos muihin
suorien esitystapoihin.

Korkeampiulotteisissa avaruuksissa R” suora maédritelldadn joukkona (4.2), missd x € R" on
nollavektorista eroava vektori ja z € R" on jokin vektori. Kuten tasojen tapauksessa, on selvii, ettd
suora avaruudessa R” on oleellisesti samankaltainen objekti kuin suora avaruudessa R.

Aiemmin on todettu, ettd avaruuden R> zaso vastaa kaksiulotteisen aliavaruuden 7 sivuluokkaa

r+T={r+w|weT}

ja kaksiulotteisen aliavaruuden 7' (jota geometrisesti vastaa origon kautta kulkeva taso) puolestaan
generoi mikd hyvinsi lineaarisesti riippumaton vektoripari {x,y}:

T ={c1x+cy|ci,co € R} “4.3)

Esitysmuodolla (4.3) saadaan origon kautta kulkevat tasot. Kaikki tasot saadaan seuraavasti:

Tason parametriesitys: Olkoot r, X ja y avaruuden R> vektoreita. Tilloin esitysti
T = {l’ + X+ Yy | C1,C € R}, (4.4)

kutsutaan tason T parametriesitykseksi. Lukuja c| ja ¢, kutsutaan parametreiksi. Yhta hyvin
paria (c1,cz) € R? voidaan kutsua parametriksi. Kun parametri (cy, c;) kiy lipi avaruuden R?,
kdy r + c1x + ¢y ldpi kaikki tason T pisteet. Vektoria r kutsutaan tason paikkavektoriksi ja
vektoreita X ja y sen suuntavektoreiksi. Jos X ja'y ovat lineaarisesti riippuvat, ei (4.4) midrittele
tasoa, vaan suoran tai pelkéstdan yhden pisteen.

Huomautus 29 Parametriesityksen (4.4) avulla voidaan méiéritelld taso yleisestikin avaruudessa R”,
vaikka n olisi kuinka suuri tahansa. Sen sijaan muut tédssd pykildssd esitettdvit muodot tasolle
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koskevat vain kolmiulotteista avaruutta. Parametriesitys voidaan myos tulkita funktioksi f : R — R3,
f(c1,¢2) = r + c1X + c2y, jolloin tason R?:ssa saadaan R?:n kuvana.

Avaruuden R? tasolle on olemassa myds muita esitysmuotoja, joista tirkein on normaalivektorin
madrittelema muoto: Tasoa T vastaan kohtisuorassa olevaa vektoria n kutsutaan tason normaalivek-
toriksi. Jos T on origon kautta kulkeva taso, saadaan normaalivektorin avulla tason esitysmuodoksi

T={xeR’|x-n=0}, 4.5)
silld sisdtulo x - n on nolla tarkalleen silloin, kun x ja n ovat kohtisuorat.
Yleisempi muoto, jossa T ei vilttimitti kulje origon vaan pisteen Xo € R3 kautta, voidaan
kirjoittaa seuraavaan muotoon:
Tason normaalimuoto: Esitysta
T={xo+x|xeR%x-n=0}={xeR®|(x-x0) -n=0} (4.6)
kutsutaan tason normaalimuodoksi. Xo on tason paikkavektori ja n normaalivektori.

Jos merkitiddn x = (x,y,z), n = (a,b,c) jaxg = (xp, yo, 20), voidaan yhtilo (x — xg) - n = 0 kirjoitaa
sisdtulon madritelman mukaan muotoon

(x = x0)a + (y = yo)b + (z — z0)c = 0,

mikd merkintdd d = axg + byg + czo = n - X¢ kéyttden saadaan seuraava esitysmuoto:

Tason koordinaattimuoto: Muotoa
T ={(x,y,x) | ax + by + cz = d}, 4.7

kutsutaan tason koordinaattimuodoksi (toisinaan my6s normaalimuodoksi).
Avaruuden R? tasoille on olemassa vield yksi luonteva esitystapa:

Kolme pistetta: Olkoot x;, X; ja x3 avaruuden R3 pisteitd, jotka eivit ole samalla suoralla.
Till6in ne mérittidvin avaruuden R3 tason. Pisteet X1, X» ja x3 ovat samalla suoralla tarkalleen
silloin kun x; — X ja X3 — X; ovat lineaarisesti riippuvat, mikad voidaan selvittad esimerkik-
si Gaussin-Jordanin menetelmélld. Jos pisteet ovat samalla suoralla, sanotaan ettd ne ovat
kollineaariset, muutoin epdkollineaariset.

Tarkastellaan seuraavaksi esimerkkien kautta miten eri esitysmuodoista padstdin toiseen.

Esimerkki 88 (parametrimuodosta normaalimuotoon)

Olkoon r = (1,0,3) tason paikkavektori ja x = (—1,2,2) jay = (=3,2,1) sen suuntavektorit.
Tarkastetaan aluksi, ettd X ja y ovat lineaarisesti riippumattomat. Jos

c(-1,2,2) + d(-3,2,1) = (0,0,0),

saadaan yhtidloryhmi

—c-3d =0
2¢ +2d =0
2¢ +d =0,

jonka ainoa ratkaisu on ¢ = d = 0, kuten helposti todetaan (esimerkiksi Gaussin-Jordanin menetel-
malld). Taten

{(1,0,3) + ¢(-1,2,2) + d(-3,2,1) | ¢,d € R}
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todella esittdd tasoa kolmiulotteisessa avaruudessa. Normaalimuoto tille tasolle saadaan etsimélld
jokin vektori, joka on kohtisuorassa kumpaakin paikkavektoria vastaan, esimerkiksi n = x Xy kelpaa.

-12

xxy=|[-122[=i 39

ijk '
321

22| .|-12 P _

21’—3‘_31'+k‘ ‘-—21—5,]+4k-(—2,—5,4).
Normaalimuotoa varten tarvitaan my0s jokin tason vektori x¢ ja paikkavektori (1,0, 3) kelpaa tihén
erinomaisesti. T4lldin tason normaalimuoto on

(-2,-5,4) - ((x,y,2) — (1,0,3)) = 0. 4.8)

Esimerkki 89 (normaalimuodosta koordinaattimuotoon)

Esituksen (4.8) muuntaminen koordinaattimuotoon on suoraviivaista, silld koordinaattimuoto ja
normaalimuoto ovat ldhes samat. Yhtélossi (4.8) tarvitsee vain laskea sisitulot, jolloin saadaan

—2x-5y+4z-10=0,

siis koordinattimuoto on
—2x -5y +4z=10. “4.9)

Huomautus 30 Koordinaattimuodon kertoimista voidaan suoraan lukea tason normaalivektori.

Esimerkki 90 (koordinaattimuodosta kolmeen pisteeseen) Jos tasolle tunnetaan koordinaattimuoto
(89), voidaan helposti valita tasolta kolme pistettd. Valitaan esimerkiksi ensin x = y = 0, jolloin
yhtilon (89) mukaan z = 3. Titen esimerkiksi x; = (0,0, %) kuuluu tasolle. Samoin valitsemalla
x = z = 0 ndhdéin, ettd x, = (0,—-2,0) kuuluu tasolle ja lopuksi valitsemalla y = z = 0 saadaan tason
piste x3 = (-5,0,0).

Tarkistetaan vield, etteivit nédin saadut pisteet ole samalla suoralla. Tétd varten muodostetaan
x3 — X1 = (=5,0, —%) jaxy —x; = (0,-2, —%), joiden riippumattomuus voidaan helposti todeta.

Il o1

Huomautus 31 Erityisesti tason paremetriesityksestd on helppo 10ytdd kolme epékollineaarista pis-
tettd. Voidaan nimittdin valita esimerkiksi molemmat parametrit ensin nolliksi, sen jilkeen vuoron
perdin toinen ykkdseksi ja toinen nollaksi.

Esimerkki 91 (kolmesta pisteestd parametrimuoto)

Etsitadin parametrimuoto tasolle, jonka mairittivit edellisen esimerkin pisteet X, X5 ja x3. On
mahdollista valita mikid hyvinsi niistd pisteistd paikkavektoriksi, esim r = x; = (0,0, %), jolloin
suuntavektoreiksi voidaan valita x = x, — x; = (0, -2, —%) jaxs —x; =(-5,0, —%).

Tasojen esitykset eivit yleensi ole yksikdsitteisid. Parametriesityksessi paikkavektori ja suunta-
vektorit voidaan valita usealla tavalla. Normaaliesityksessd normaalin pituus voidaan valita vapaasti ja
suunta vaihtaa vastakkaiseksi. Tason kolme epikollineaarista pistettd voidaan myos valita ddrettdmén
monella tavalla, ja koordinaattiesityksen yhtiloé voidaan kertoa milld hyvinsi nollasta poikkeavalla
luvulla.

Télloin voidaan kysyd milld perusteilla tasot voidaan havaita samoiksi. Kahden tason havaitsemi-
nen yhtidsuuriksi voidaan kylld perustaa mihin esitykseen hyvénsé, mutta suoraviivaisinta se lienee
tehdd koordinaattiesitykseen nojautuen.

Esimerkki 92 Selvitetddn, onko esimerkisséd (91) saatu parametrimuotoinen taso todella sama kuin
esimerkin (88) taso. Titd varten etsitddn molemmille tasoille koordinaattimuoto. Esimerkin (88)
koordinaattimuoto on jo selvitetty esimerkissé (4.9): koordinaattiyhtdlo

—2x—-5y+4z=10
saadaan yksikisitteiseen muotoon jakamalla se luvulla 10:

1 1 2
—gx—zy—l-gz— 1. (410)

Toisen tason koordinaattimuotoa varten maéritdaan ensin normaalivektori:
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5 5 25
= :0—2—— —50——25——10.
n=xxy=(0,-2-3)x(-50-3) = (53,10
Normaalimuodoksi saadaan siis
25 5
(57 ] _10) : (()C, Y, Z) - (0’ 07 _)) = 07
2 2
misti pistetulot laskemalla saadaan
25
S5x+ —y—10z = -25.
2
Jakamalla luvulla —25 saadaan 11 5
—— —=y+-=z=1,
5 2775°
sama kuin (4.10).
Esimerkki 93 Tarkastellaan, milld ehdoilla joukko
{(ax+by +c,dx+ey+ f,gx+hy+1i)| x,y e R} 4.11)

Miirittelee tason R3:ssa. Todetaan, etti

(ax+by+c,dx+ey+ f,gx + hy+1i)
(ax,dx,gx) + (by,ey, hy) + (c, f,i)
x(a,d,g) + y(b,e,h) + (c, f,i),

joten joukko (4.11) médirittelee tason tarkalleen silloin kun vektorit (a, d, g) ja (b, e, h) ovat lineaarisesti
riippumattomat. Jos (a, d, g) ja (b, e, h) ovat lineaarisesti riippuvat, méérittelee (4.11) suoran (mikali
(a,d,g) # (0,0,0)).

Mairitelmé 48 Tasojen L; ja L, viliselld kulmalla tarkoitetaan tasojen normaalivektoreiden
vilistd kulmaa.

Esimerkki 94 Olkoon taso L; mairitelty yhtalolld 13x+5y—7z = 67 ja L, yhtdlolla 2x -2y +3z = 5.
Tilloin tasojen L ja L, normaalivektoreiksi voidaan valitan; = (13,5,-7) jan; = (2,—2,3). Tasojen
L ja L, viliseksi kulma 6 voidaan titen méaarittdd seuraavasti:
. -5
cosf = i =

I [lln2]] ~ v243v17

-0,078,

josta 8 ~ 1,65 = 85,5°.

4.3 Suorat

Avaruudessa R" origon kautta kulkeva, vektorin X suuntainen suora vastaa yksiulotteista aliavaruutta
L={cx|ceR} 4.12)

ja muut suoran L suuntaiset suorat avaruudessa R? saadaan L:n sivuluokkina

Suoran parametrimuoto: Olkoot r ja x € R3. Tillin esitysti

L={r+cx|ceR} 4.13)
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kutsutaan suoran parametrimuodoksi ja lukua c parametriksi. Jos x = 0, ei esitys (4.13)
maidrittele suoraa, vaan yhden pisteen.

Huomautus 32 Kuten taso R>:ssa, voidaan myos suora R3:ssa kisittdi alempiulotteisen avaruuden
kuvana “lihes” lineaarisessa kuvauksessa. Jos nimittdin mairitelldin f : R — R3 ehdolla f(c) =
r + cX, saadaan suora (4.13) avaruuden R kuvana.

Suora on médriteltidvissd parametrimuodon avulla miten korkeaulotteisissa avaruuksissa hyvénsi,
mutta tdssi yhteydessi kiisitelldin vain kolmiulotteista avaruutta R3. Tilloin voidaan 16ytdd myos
muita esitystapoja.

Avaruuden R? tasot voidaan méiritid yhden lineaarisen yhtilon ax + by + cz = d perusteella,
silld yhtilo rajoittaa R*:n vektorin (x, y, z) vapaiden komponenttien mérid yhdelld, ja ndin saatava
joukko on kaksiulotteinen R*:n osajoukko. Avaruuden R> suorien tapauksessa puolestaan tarvitaan
oleellisesti kaksi lineaarista rajoitetta koordinaateille.

Merkitdan ro = (xo, Yo, z0) ja X = (@, b, ¢), jolloin avaruudessa R3 kulkevan suoran L parametri-
muoto on

L ={(xp +ta,yo +th,zo + tc) | t € R}.

Jos kaikki suuntavektorin x = (a, b, ¢) koordinaatit ovat nollasta poikkeavia, voidaan parametri ¢
ratkaista yhtélGistd (x, y, z) = (xo+ta, yo+tb, zo+tc), jolloin saadaan suoralle L seuraava esitysmuoto:

Suoran koordinaattimuoto:

X—=X0 Y—Yo <2—20
L={(xy2)€eR’| = = }
a b c

Suoran koordinaattimuotoa sanotaan myos standardimuodoksi. Jos esimerkiksi ab # 0, mutta
¢ = 0, on suora xy-tason suuntainen ja sen koordinaattimuodoksi saadaan

X—XO:y—yo
a b’

Z=20-

Ilmeinen tapa méiéritelld suora on myo0s erittdin kiyttokelpoinen:

Kaksi pistettii: Avaruuden R kaksi pistetti x; # x, midrittii yksiksitteisen suoran, joka
kulkee ndiden kautta.

Toisinaan voidaan suora esittdd my0s seuraavalla tavalla:

Kahden tason leikkaus: Jos tasot 77 ja 7, eivit ole samansuuntaiset, on niiden leikkaussuora
yksikasitteinen.

Tarkastellaan jilleen esimerkkien valossa miten eri esitysmuodosta paistiin toiseen. Koska yleen-
sd ei tarvitse keksid suoran esitystd kahden tason leikkauksena (itse asiassa tehtdvi on ilmeinen jos
suorasta on annettu kaksi pistettd: lisdtddn vain kaksi erilistd pistettd, kumpikin epékollineaarinen
alkuperdisten kanssa, jolloin saadaan kahden eri tason esitystd), jitetdin se esitysmuotojen “syklistd”
pois ja tarkastellaan lopuksi vain miten kahden tason leikkauksesta saadaan suoran parametrimuoto.

Esimerkki 95 (Parametrimuodosta koordinaattimuotoon) Olkoon r = (1,2,2) suoran paikkavektori
jax = (2,-3,1) sen suuntavektori. T#lloin suoralle

L={(1,2,2)+12,-3,1) | t € R}
saadaan koordinaattimuodoksi merkitsemalla

(xx,y,2)=(1,2,2) +1(2,-3,1) = (1 + 26,2 = 3,2 + 1)
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ja ratkaisemalla téstd 7 kunkin koordinaatin lausekkeena:

=—=2z-2 4.14
7 5 =¢ (4.14)
Huomautus 33 Koordinaattimuodosta voidaan helposti lukea suoran paikkavektori (osoittajien va-
kiot) ja suuntavektori (nimittdjien vakiot).

Esimerkki 96 (Koordinaattimuodosta kaksi pistettd) Yhtéloissd (4.14) voidaan valita #:1le miki hy-
vénsd arvo, esim. t = 0 tai ¢+ = 1. Vastaava piste (x,y,z) 10ytyy ratkaisemalla 1. asteen yhtélo. Jos
esimerkiksi 1 = 0 yhtélossd (4.14), on (x,y,z) = (1,2,2) jaarvo t = 1 antaa (x, y,z) = (3,—1,3).

Huomautus 34 Parametrimuodosta kahden eri pisteen 10ytdminen on vield yksinkertaisempaa: riittdd
valita parametrin arvoiksi esim 0 ja 1.

Esimerkki 97 (Kahdesta pisteestd parametrimuotoon) Méiritetdén pisteiden x; = (3,—1,3) ja x,
(1,2,2) kautta kulkevan suoran parametrimuoto. Suuntavektoriksi voidaan valita x = x; — x| =
(-=2,3,-1) ja paikkavektoriksi r = x; = (3,—1,3). Tdlloin suoran parametriesitys on

L={r+tx|teR}={B3-2t,-1+3t,3—1)|t€R}.

Esimerkki 98 (Kahden tason leikkauksesta parametrimuotoon) Olkoot T1: 2x + y —z =2jaTr: Tx +
3y — 5z = 3. Koska tasojen 7 ja T, normaalivektorit (2,1,—1) ja (7,3, —5) eivit ole samansuuntaiset
(miksi?), tasot T} ja T, leikkaavat. Tasojen leikkaussuoralle saadaan parametrimuoto esimerkiksi
kéyttdmailld Gaussin-Jordanin eliminointimenetelmii yhtélopariin

2x +y —z=2
Tx +3y =5z =3

saadaan pari
x —2z=-3
y+3z= 8,

josta voidaan kirjottaa ratkaisuksi (x,y,z) = (2z — 3,-3z + 8,z) = z(2,-3,1) + (=3,8,0), missd
z € R. Tdmi on suoran parametrimuoto: paikkavektorina toimii (-3, 8,0), suuntavektorina (2,-3, 1)
ja parametrina z.

Kuten tasoja, my0s suoria koskevat kysymykset (leikkaus, yhdensuuntaisuus) palautuvat yhtaloita
koskeviin algebrallisiin kysymyksiin. Tarkastellaan taas kysymystd, milloin kaksi suoraa ovat samat.
Suoran esityksessd voidaan nimittdin korvata suuntavektori milld tahansa samansuuntaisella vekto-
rilla ja paikkavektoriksi voidaan valita miké hyvinsi suoralla oleva piste. Télloin koordinaattimuoto
ei tarjoa hyvai tapaa suorien yhtisuuruuden selvittdmiseksi. Sen sijaan kayttokelpoisin tapa lienee
tarkastaa, ovatko suorat yhdensuuntaiset (suuntavektorit yhdensuuntaiset) ja onko suorilla yhteinen
piste.

Esimerkki 99 Selvitetdaan, ovatko suorat
Ly ={(-3,8,0) +1(2,-3,1) | t € R}

ja
L, ={(1,2,2) + t(-4,6,-2) | t € R}

samat. Ensiksi voidaan todeta, ettd (—4,6,—2) = —2(2,-3,1), joten suorien suuntavektorit ovat
yhdensuuntaiset. Valitaan sitten suoralta L, piste (1,2,2) (saadaan arvolle r = 0) ja selvitetiin,
16ytyyko tdtd pistettd suoralta L, toisin sanoen, onko sellaista parametrin ¢ arvoa, ettd (1,2,2) =
(-3,8,0)+1(2,-3, 1). Ensimmdisti koordinaattia tarkastellessa todetaan, ettd 1 = —3 +2¢, jotent = 2.
Todetaan, ettd télld £:n valinnalla my6s toinen ja kolmas koordinaatti saadaan halutuiksi, joten (1,2,2)
on myos suoralla L;. Tdten suorat ovat samat.

Esimerkki 100 Madritetddn a ja b siten, ettd suorat Ly = {(0,—1,1) + #(1,-7,-3) | t € R} ja
Ly = {(1,-1,3) + t(-2,a,b) | t € R} ovat yhdensuuntaiset.

Suorat ovat yhdensuuntaiset silloin, kun niiden suuntavektorit (1,—7,-3) ja (-2, a, b) ovat yhden-
suuntaiset. Tdmi puolestaan tapahtuu silloin, kun (1, -7, -3) = k(-2,a, b) jollekin luvulle k. Talloin
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on oltava k = —%, a = 14 ja b = 6, jolloin siis suoran L, suuntavektorina toimii x = (-2, 14,6) tai

yhtd hyvin _sz =(1,-7,-3).

Selvitetadn vield, ovatko yhdensuuntaiset suorat L; = {(0,—1,1) + #(1,-7,-3) | t €e R} ja L, =
{(1,-1,3) +1(1,-7,-3) | t € R} erillisidi vai yhtyvitkd nimi suorat. Jos yhdensuuntaiset suorat ovat
erilliset, ei niilld voi olla yhtdin yhteisté pistettd. Selvitetddn siis, onko yhtilolla

0,-1,1) + 11(1,-7,-3) = (1,-1,3) + 1,(1,-7,-3) (4.15)
ratkaisuja t1, £, € R. Yhtilo (4.15) saadaan muotoon
(=1,0,-2) = (1, —11)(1,-7,3),
mistd ndhdédn, ettd ratkaisuja ei ole. Suorat ovat siis yhdensuuntaiset, mutta erilliset.

Esimerkki 101 Etsitdan suorien

ja

leikkauspiste (mikili olemassa).

Muunnetaan aluksi suorat parametrimuotoon: suoran L; osalta kirjotetaan x_—’54 =1, % =1ja
2=t = ¢ misti (x,y,2) = (-5t +4,3t,1 + ) = 1(=5,3,1) + (4,0, 2).

Vastaavasti suoralle L, saadaan esitys (x,y,z) = (5,8t + 1,—12¢ + 3) = #(5,8,—-12) + (0, 1,3), ja
leikkauspiste edellytti, ettd

4
(=51 +4,311,11 + g) = (51,8t + 1,—12t, + 3)

joillakin arvoilla 71,7, € R. Algebrallisen yhtdloryhmén ratkaisuna saadaan leikkauspiste, jossa
37 . 7
t 1 = 35 Ja t2 = 35-

4.4 Etiisyyksien laskemisesta

Kahden tason samoin kuin kahden suorankin etdisyydelld toisistaan tarkoitetaan aina lyhintd mahdol-
lista vdlimatkaa tasojen tai suorien vélilla. Jos tasot tai suorat leikkaavat toisensa, on niiden etiisyys
nolla. Samoin pisteen etiisyys tasosta tai suorasta merkitsee lyhintd mahdollista etdisyyttd. Ndiden
etdisyyksien laskemiseksi voidaan kdyttdd seuraavia periaatteita:

* Kahden tason vilinen etdisyys: Jos tasojen 7T ja T, normaalit n; = (nj,n3,n3) ja mp ovat eri-
suuntaiset, tasot leikkaavat ja niiden etdisyys on nolla. Jos taas normaalit ovat samansuuntaiset
(lineaarisesti riippuvat), valitaan tasoja kohtisuoraan oleva suora S = {fn; | r € R}, ja ratkaistaan
arvo tq, jolla fim; € T sekd f,, jolla ron; € T». Arvot #; 16ytyy esimerkiksi ratkaisemalla yht&lo
atny + btny + ctny = d, missd ax + by + cz = d on tason T} standardimuoto. Tasojen vilinen
etdisyys saadaan lopuksi laskemalla pisteiden #in; ja #on; vélinen etdisyys.

* Tason etdisyys suorasta: Jos tason 7 normaali n ei ole kohtisuorassa suoran S suuntavektoria
kohtaan, Suora leikkaa tason ja etdisyys on nolla. Muussa tapauksessa suora on tason suuntainen.
Talloin valitaan r siten, ettd suora r + fn leikkaa suoran S; vektoriksi r kelpaa esimerkiksi suoran
S paikkavektori. Tamén jédlkeen selvitetddn, milld arvolla ¢ piste p; = r + #;n kuuluu tasolle 7 ja
milld arvolla #, piste p, = r+#nkuuluu suoralle S. 71 16ytyy kéyttdmailld tason koordinaattimuotoa
jajos r valittiin suoran S suuntavektoriksi, on #, = 0. Lopuksi lasketaan pisteiden p; ja p; vilinen
etaisyys.

» Tason etiisyys pisteestd: Olkoon n tason normaali ja p kysytty piste. Selvitetidn, milld arvolla #
piste p; = p + #1n kuuluu tasolle (kdyttamaélla tason koordinaattimuotoa) ja lasketaan pisteiden p;
ja p vilinen etiisyys.

e Kahden suoran S; : r; +ts; ja Sy : rp + sy etdisyys: Valitaan suuntavektori s # 0, joka on
kohtisuorassa kumpaakin suoraa vastaan. Jos s; ja s, ovat lineaarisesti riippumattomat (eivit
toistensa monikerrat), voidaan valita esim. s = s X s>. Tdmén jdlkeen selvitetdéin milloin suorilla
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S1 ja S, olevien pisteiden p; = ry + #S; ja p2 = I + 58, erotus pp — p; on vektorin s suuntainen,
siis milloin p, — p; = ¢s. Tdmi on kolmen tuntemattoman ja kolmen yhtilon ryhma, joka ratkeaa
Gaussin-Jordanin menetelmailld. Kysytty etdisyys saadaan pisteiden p; € S; ja p2 € Sy vilisend
etdisyytend. Jos alun perin s; ja s olivat samansuuntaiset, voidaan valita suoralta §; mikd hyvénsa
piste ja laskea timin etdisyys suorasta S, (kts. seuraava kohta).

Suoran etiisyys pisteesti: Minimoidaan differentiaalilaskennan keinoin lauseke ||r + ts — p||%,
missd S : r + ts ja p ovat tarkasteltava suora ja piste. Saatava #:n arvo vastaa suoran pistettd, joka
on ldhinni p:ta.



Luku 5
Differentiaaliyhtalot (DY:t)

Maidritelménsd perusteella funktion derivaatta edustaa funktion kuvaaman ilmion hetkellistd muu-
tosnopeutta. Tdmin vuoksi on ymmirrettivid, ettd luonnonilmiditd kuvattaessa on usein kaytetta-
v yhtéloitd, joissa esiintyy sekd funktio ettd sen derivaatta tai useampikertaisia derivaattoja, siis
differentiaaliyhtdloitd. Differentiaaliyhtéloitd esiintyy eniten fysikaalisissa, mutta biologisissa, ke-
miallisissa ja taloustieteellisissd malleissa. Muodollisesti differentiaaliyhtdlon kisite méadaritelldan
seuraavasti:

Miiritelmi 49 Differentiaaliyhtilolld (DY) tarkoitetaan yhtilod F(z,y,y",y”,...,y™) = 0,
missd F on lauseke, joka sisidltdd muuttujan ¢, tuntemattoman funktion y = y(¢) sekd timéin
yhden- tai useammankertaisia derivaattoja y’, y” . . ., y®. Lukua n kutsutaan differentiaaliyh-
talon kertaluvuksi.

Erityisesti differentiaaliyhtiloiden yhteydessi jitetddn usein muuttuja merkitsemittd ja siis mer-
kintsjen y(t), y'(¢), . . ., y"™(t) sijaan kiytetidin merkint6jd y, y’, . .., y. Muuttujan merkinti ¢ x:n
sijaan on perua yleisimmisti fysikaalisista sovelluksista, joissa muuttujana toimii aika.

Miaritelmé 50 Differentiaaliyhtélon ratkaisun kuvaajaa kutsutaan integraalikdyrdksi. Yleen-
sd integraalikdyrid on dédreton maard, mutta yksikésitteiseen ratkaisuun voidaan silti yleenséd
péityi reunaehdoilla y(0) = co, y'(0) = c1, . .., y™(0) = c,.

5.1 Yksinkertaiset DY:t

Yksinkertaiseksi differentiaaliyhtidloksi sanotaan sellaista, jonka ratkaiseminen on pelkké integroin-
titehtava.

Esimerkki 102 Differentiaaliyhtdlon y* = 2¢ — 1 ratkaiseminen palautuu pelkiksi antiderivaatan
etsimiseksi: Yleinen ratkaisu on muotoa y = 2 —t + C, missd C on jokin vakio.

Yksinkertaisille differentiaaliyhtildille on tyypillisti se, ettd etsittdvistd funktiosta esiintyy vain de-
rivaatta, eikd itse funktiota. On huomattava, etti toisinaan voidaan hankalamman n#koinen differen-
tiaaliyhtilo kirjottaa yksinkertaiseen muotoon (vrt. radioaktiivisen hajoamisen differentiaaliyhtilo
kurssilla Insindorimatematiikka B): Differentiaaliyhtilo

N’(t) = =AN(t)
voidaan kirjoittaa muotoon

d
—InN = -2,
drn

63
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joka on yksinkertainen funktion In N suhteen.

5.2 Lineaariset DY:t

Miiritelmé 51 Muotoa
any™ + an_ 1y + .+ ary” + a1y’ + agy = b(r) (5.1)

olevaa differentiaaliyhtilod kutsutaan lineaariseksi. Jos a,, a,—-1, . . ., a1 ja ay ovat vakioita, sa-
notaan yhtalod vakiokertoimiseksi lineaariseksi differentiaaliyhtaloksi. Jos b(¢) on nollafunktio,
sanotaan lineaarista differentiaaliyhtdloa

a,,y(") + a,,_ly("_1> +...+ay’ +ay +apy =0 .2)

homogeeniseksi.

Lause 25 Olkoon C" n kertaa derivoituvien funktioiden joukko. Mdidritellddn funktioiden yh-
teenlasku ja skalaarimonikerta kuten aiemmin. Tdlloin homogeenisen differentiaaliyhtdlon
(5.2) ratkaisut muodostavat avaruuden C™ aliavaruuden.

Todistus Olkoon V C C" differentiaaliyhtélon (5.2) ratkaisujen joukko ja y;, y» € V. Derivoinnin
lineaarisuuden perusteella

an(@yr + By2)™ + an_1(@yr + By2) "™V + ..+ ar(ayr + By2) + aolayr + By2)

-1 ’
= a(a,,ygn) + an_lygn U aryy +ary| + aopy1)

+ IB(anygl) + anflygn_l) +

oot my) +ary,+apy)=a-0+5-0=0,
siis myos ay; + By» € V. Niin ollen V on vektoriavaruuden C" aliavaruus. O

Seuraava lause esittdd luonnehdinnan lineaarisen differentiaaliyhtélon ratkaisujoukosta.

Lause 26 Oletetaan ettd funktiot a; ja b ovat jatkuvia. Silloin n:nen kertaluvun homogeenisella
differentiaaliyhtdlolld (5.2) on aina n lineaarisesti riippumatonta ratkaisua yi, y2, ..., Yn,
Jjoiden lineaarikombinaationa saadaan kaikki ratkaisut:

y=cC1y1 +cy2+ ...+ Cpyn.
Epiihomogeenisen differentiaaliyhtdlon (5.1) kaikki ratkaisut ovat muotoa
y=cayirtayt...+cynt Yo,

missd yy, . . ., yn ovat homogeenisen differentiaaliyhtdlon (5.2) riippumattomat ratkaisut ja y
Jokin yksittdinen epihomogeenisen differentiaaliyhtilon (5.1) ratkaisu.

Todistus Sivuutetaan. O

Huomautus 35 Edellinen lause on analoginen sen tuloksen kanssa, ettd lineaarisen yhtdloryhmén
Ax = b kaikki ratkaisut voidaan kirjoittaa muodossa c¢1Xj +. . . + cx €k +Xo, missid ¢; ovat mitd hyvénsa
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lukuja, x; ovat lineaarisesti riippumattomia vastaavan homogeenisen yhtédlon Ax = 0 ratkaisuja, ja X
on alkuperdisen yhtélon yksittdisratkaisu.

Tamén kurssin alkuosassa kéytettiin padasiassa Gaussin-Jordanin menetelmid, jolla voitiin todeta
avaruuden R" vektoreiden lineaarinen riippumattomuus tai riippuvuus. Menetelmi ei valttdmattd
sovellu, mikéli tarkasteltava vektoriavaruus on ddretonulotteinen (kuten C™) tai mikéli ei ole selvaa,
miten koordinaattivektorit sen alkioille mééritetdan.

Todetaan siksi lineaarinen riippumattomuus erityisti tyyppid oleville funktiojoukoille. Yleises-
ti ottaen vektoreille ei kuitenkaan voida médritelld ddrettomid summia (sarjoja), joten ddrettOmia
joukkoja varten tulee asettaa seuraava maéritelma.

Miiritelmi 52 Aireton vektorijoukko on lineaarisesti riippumaton, jos sen jokainen #irellinen osa-
joukko on sellainen.

Lause 27 Polynomijoukko {1,x,x%,x3,...} on lineaarisesti riippumaton.

Todistus Valitaan jokin #irellinen osajoukko {x™, ..., x"&}, ja muodostetaan lineaarikombinaatio
P(x) = cpx™ + ... + ¢, x"™ . Mikdli tdmi lineaarikombinaatio on nollafunktio, on Insind6rimate-
matiikka B:n Taylorin sarjoja koskevan tuloksen mukaan ¢,, = ... = ¢, =0. O

Lause 28 Funktiojoukko {e* | A € C} on lineaarisesti riippumaton.
Todistus Valitaan jokin &ddrellinen osajoukko
{eV*, ... %"} (5.3)

ja osoitetaan induktiolla k:n suhteen, ettd muotoa (5.3) oleva joukko on lineaarisesti riippumaton.
Jos k = 1, on tarkasteltava joukko muotoa {e?*} ja lineaarisesti riippumaton, sill joukon ainoa
alkio ei ole nollafunktio. Oletetaan sitten, ettd jollekin arvolle k — 1 muotoa (5.3) oleva on lineaarisesti
riippumaton, ja osoitetaan, ettd ndin on myos arvolle k.
Oletetaan, ettd

x4 Ck_le/lk’]x + cke’l"’x =0.

ce
Jakamalla e%*:114 saadaan

(=Ar)x (Ap—1= Ak )x

cie ..t ck_te +cp =0,
josta derivoimalla ndhd&én, ettd
(4 - lk)e(/ll_/lk)x + .o+ cp—1(Ag—1 — /lk)eﬂk‘l_/lk =0.

Induktio-oletuksen perusteella c; (1] — Ax) = ... = cp—1(Ag—1 — Ax) =0, jostac; =... =cx-1 =0ja
edelleen ¢ = 0. O

5.2.1 Vakiokertoimiset lineaariset DY:t

Vakiokertoimisella differentiaaliyhtélollé tarkoitetaan muotoa
a,,y(") + an_ly("_l) +...+aqy+apy=>b 5.4)

olevaa differentiaaliyhtélod, jossa kerroinfunktiot a; ovat vakioita. Tatd muotoa olevaan differentiaa-
liyhtdl66n voidaan tietenkin soveltaa lausetta 26, jonka mukaan yhtilon (5.4) kaikki ratkaisut saadaan
madrittimalli yksi ainoa (yksittdisratkaisu) yo yhtdlolle 5.4 ja yhdistimaélld se homogeenisen yhtédlon

any™ + a1y 4 v ary+agy =0 (5.5)

ratkaisujoukkoon, jonka lauseen 26 mukaan generoi » lineaarisesti riippumatonta ratkaisua y1, .. .,
Yn-

Vakiokertoimisen, homogeenisen lineaarisen differentiaaliyhtédlon ratkaiseminen on melko help-
poa, silld suoraan laskemalla voidaan todeta, ettd yhtdlolla
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any™ + a1y + .+ agy =0 (5.6)

on aina muotoa y = ¥ oleva ratkaisu. Titi varten lasketaan derivaatat y’ = e, y” = 22e™, ..,
y = A" ja sijoitetaan nami yhtiloon (5.6):

ap"e™ + an_ AV e + .+ ape™ =0,
misti e*:11i jakaminen antaa
ap A" + ap AN+ ap = 0. (5.7)

Yhtilolld (5.7), jota kutsutaan differentiaaliyhtidlon (5.6) karakteristiseksi yhtiloksi, on algebran
peruslauseen (kts. Insindorimatematiikka A) nojalla korkeintaan k < n erisuurta ratkaisua A4y, ...,
A, joista jokaisesta saadaan alkuperiisen yhtilon (5.6) ratkaisu ei*. Jos juuria A; on tarkalleen ,
ovat téssd lauseen 28 mukaan kaikki alkuperidisen yhtdlon riippumattomat ratkaisut, kun taas siinid
tapauksessa ettd k < n, on differentiaaliyhtél6llé (5.6) myds muita riippumattomia ratkaisuja.

Voidaan osoittaa, ettd jos 4; on karakteristisen yhtidlon j-kertainen juuri, niin differentiaaliyh-

tdlolla (5.6) on ratkaisut

eli* xeliX x2ehix | yi~lglix

Riippumattomista ratkaisuista yy, . . ., y, saadaan kaikki ratkaisut ndiden lineaarikombinaatioina
Ciyr+...+Cyyn.

Tarkastellaan erityisesti sellaista ratkaisua e?*, jossa 4 = a + i on kompleksiluku. Mikili
karakteristinen yhtdlo on reaalikeroiminen, on myds A yhtilon ratkaisu, ja tédlloin kompleksiset

ratkaisut e ja e voidaan korvata reaalisilla ratkaisuilla ¢?* cos Bx ja e®* sin Bx. Tdmi johtuu
siitd, ettd Télloin voidaan kirjoittaa elaif)x = pax piBx ks edelleen Eulerin kaavan perusteella
on muotoa

e (cos Bx +isin Bx).

Esimerkki 103 Toisen kertaluvun homogeenisen differentiaaliyhtédlon
vy’ +ay +by=0, (5.8)

ratkaisut voidaan 16ytii seuraavasti: Edelldimainitun perusteella yhtilolld on muotoa y = e oleva
ratkaisu. Tillin y’ = 1e™ ja y” = A%, ja nidmi sijoittamalla saadaan karakteristiseksi yhtiloksi

A +al+b=0,
jonka ratkaisut ovat A = —§ + /(§)? — b. Yhtilon Kisittely voidaan jakaa kolmeen osaan:

DD = (%)2 — b > 0. Tillsin yhtilolld (5.8) on kaksi ratkaisua y; = eV ja y, = 2%, missi
L=-%+VDjal,=-%-+D.

2)D = (%)2 — b < 0. Tillsin yhtilolld on kaksi kompleksista ratkaisua e(@*%#)* missi @ = —£ ja

B =D, joita vastaavat reaaliratkaisut y; = e®* cos Sx ja y, = e** sin Bx.
3) D = (£)* - b = 0 Tillgin yhtillli on ratkaisu y; = e~ %*. Voidaan todeta, etti tillin myds
y2 = xe~ 2% on myos ratkaisu, joka on edellisesti riippumaton.

Jokaisessa tapauksessa yhtdlon kaikki ratkaisut saadaan riippumattomien ratkaisujen lineaarikom-

binaationa
Ciy1 + Goyo.

Yksikisitteisen ratkaisun méaraavit reunaehdot.

Esimerkki 104 Ratkaistaan differentiaaliyhtilo
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y” +4y =0. 5.9)

Yleinen ratkaisu on muotoa y = e, josta y’ = de! ja y” = A1%e, ja sijotus differentiaaliyhtiloon
antaa
et +det =0,

misti A2 = —4 ja siis 1 = +2i, josta saadaan kompleksiset ratkaisut e*2*

ratkaisut ovat y;(x) = cos2x ja y(x) = sin2x.
Yhtilon (5.9) yleinen (reaalinen) ratkaisu on siis

, joita vastaavat reaaliset

y(x) = Cjcos2x + Cy sin 2x.
Reunaehtojen y(0) = yp, y’(0) = y; kiinnittdma ratkaisu saadaan laskemalla
y'(x) = =2Cy sin 2x + 2C; cos 2x,
sekd sijoittamalla x = 0 kumpaankin yht&dloon: yg = y(0) = C ja y; = y'(0) = 2C;.

Esimerkki 105 Ratkaistaan kurssista Insindorimatematiikka B tuttu radioaktiivisen hajoamisen dif-
ferentiaaliyhtilo

y' ==y, (5.10)
missid A on vakio ja alkuehtona toimii y(0) = yo. Kéytetdén yritettd y = ', jolloin y’ = @e® ja
sijoittamalla yhtdloon saadaan

aenl’ — _/leﬂfl,

josta jakamalla saadaan yhtilé & = —A. Titen yhtilon yksi ratkaisu on y; = e, ja kaikki ratkaisut
saadaan timén skalaarimonikertoina
y=Ce.

Vakio C voidaan kiinnittiz alkuehdon perusteella: yg = Ce™0 = C.

Jos differentiaaliyhtilo ei ole homogeeninen, voidaan huomata ettd Insinddrimatematiikka C:ssi
esitetyt Laplace-muunnokset ovat erittdin kiyttokelpoisia nimenomaan vakiokertoimisten lineaaris-
ten differentiaaliyhtildiden ratkaisemiseksi. Niiden avulla voidaan muuntaa muotoa (5.1) oleva diffe-
rentiaaliyhtélo algebralliseksi yhtdloksi, josta voidaan ratkaista tuntematon funktio Y (s) = L[y (¢)](s).
Etsitty funktio y(¢) saadaan tdmén jédlkeen kdénteiselld Laplace-muunnoksella. Yleensi oletetaan, etti
y on oikealta jatkuva nollassa.

Esimerkki 106 Ratkaistaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo
y'+4dy =t (5.11)

alkuehdoilla y(0) = 1 ja y’(0) = 2. Nyt L[y”] = s?Y(s) — s — 2 ja (5.11) saadaan siis Laplace-
muunnoksilla muotoon !
s2Y(s)—s—2+4Y(s) = >
S

mistid voidaan ratkaista

s, 2 . 1 s 2 +1(1 1
244 244 s2(s2+4) s2+4 244 452 244

Y(s) = )

Originaalifunktio saadaan taulukosta: y(z) = cos 2t + sin 2t + i(t - % sin 2f) = cos 2t + % sin 2f + %t.

Edellinen esimerkki sisilsi perustelemattomia oletuksia, kuten sen, ettd alkuperdisen differenti-
aaliyhtélon ratkaisu on originaalifunktio ja nollassa jatkuva oikealta. My0Oskéadn ei tarkasteltu siti,
missé alueessa Laplace-muunnos oli midritelty. Sovellusten kannalta ndilld heikkouksilla ei kuiten-
kaan ole yleensd merkitystd, silld kun differentiaaliyhtélon ratkaisu on saatu, voidaan sen oikeelli-
suus tarkistaa ja mairittelyjoukko 16ytdd yleensd melko helposti. Ratkaistaessa differentiaaliyhtéloita
Laplace-muunnosten avulla tehddin ratkaisusta yleensd dskeisen esimerkin oletukset.

Esimerkki 107 Ratkaistaan differentiaaliyhtilo

y' =3y =8¢
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alkuehdolla y(0) = 2. Laplace-muunnokset laskemalla saadaan till6in

8
sY(s)—2-3Y(s) = ,
s—=2
mistd voidaan ratkaista Y (s):
2s +4
Y(5)= ————.
(s=3)s-2)
Niin saadulle lausekkeelle 16ytyy osamurtohajotelma:
2s +4 10 8

(s=3)s-2) T5-3 s-2
minkd avulla originaalifunktio voidaan maérita:
y(7) = 10e> — 8e*.

Esimerkki 108 Ratkaistaan
y//+3y/ _4y — e3t

alkuehdoilla y(0) = 2, y’(0) = 1. Laplace-muunnoksilla saadaan

1
s2Y(s) — 25 — 1 +3(sY(s) — 2) — 4Y(s) = 3

5 —

miké voidaan kirjoittaa muotoon

2 1
(s +3s—4Y(s)—2s -7 =
s—=3
ja edelleen

25% +5-20 252 +2-20

E N e PR R C P ERy

Télle 16ytyy osamurtokehitelma

1 8 1 1 1
+ — + — ,
-1 35s+4 14s5-3

17
Y(s)= —
)= 105
josta voidaan miirété originaalifunktio:

17 t 8 —4t 1 3t
t)=—e + _ +—e.
T L VL
Esimerkki 109 Ratkaistaan differentiaaliyhtadlo

y" +y=cost

alkuehdoilla y(0) = y’(0) = 0. Laplace-muunnokset laskemalla saadaan

s2Y(s)+Y(s) = szi T
mistd i
Y(s) = mﬁ = L[sin](s)L[cos](s) = L][sin * cos](s),

jolloin siis y(f) = (sin * cos)(¢) = %t sint.
Tamin esimerkin originaalifunktio y(¢) voidaan selvittdd my6s suoraan taulukosta.

Esimerkki 110 Ratkaistaan differentiaaliyhtilopari

Yy +4y+4z=0
Z+2y+62=0

alkuehdoilla y(0) = 3, z(0) = 15. Laplace-muunnettu pari on muotoa
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sY(s)=3+4Y(s)+4Z(s) =0
sZ(s)—15+2Y(s)+6Z(s) =0,

mistid voidaan ratkaista

— _3s-42 _ _ 8 , 11
{Y(S) - s21+510.v5t‘16 - TZ + ir]+8
— S+ - 4 21

Z(5) = 3005016 = 542 T 548

Vastaavat originaalifunktiot ovat

y(t) = =8¢ + 11e7¥
z2(t) = 47 + 11e7%.

Laplace-muunnokset eivit ole laskennallisesti yksinkertaisin tapa ratkaista timénlaisia DY-pareja.
Laskennallisesti parempaan menetelmiin tutustutaan myShemmin.

Huomautus 36 Seuraava tapa ratkaista vakiokertoiminen lineaarinen DY saattaa olla pelkkia
Laplace-muunnoksia tehokkaampi:

» Etsitadn kaikki homogeenisen yhtélon ratkaisut yritteelld kuten edelld on kuvattu.

» Etsitddin yksittdisratkaisu kdyttdmilld Laplace-muunnoksia ja reunaehtoja, jotka on valittu
sopivasti helpottamaan laskutoimituksia. Yleensd y(0) = y’(0) = y”(0) = ... = 0 on
kayttokelpoinen valinta.

5.2.2 Ensimmaisen kertaluvun lineaarinen DY

Aiemmin néhtiin esimerkkeja differentiaaliyhtdldistd, jotka ratkeavat Laplace-muunnoksia kayttd-
milléd ja sellaisista, jotka ovat niin yksinkertaisia, etteivit Laplace-muunnoksia tarvitse. Useiden
differentiaaliyhtédloiden kohdalla tarvitaan kuitenkin muita menetelmia.

Esimerkki 111 Laplace-muunnoksella differentiaaliyhtilosti y’ = —y? saadaan
sY(s) = y(0) = =L[y*1(s),

mutta muunnokselle £[y?](s) ei ole helppoa esitystapaa muunnoksen Y(s) = £[y](s) avulla. Kuiten-
kin alkuperiiselld differentiaaliyhtidlolld on vililla (0, c0) (ja vililld (—oo, 0)) ratkaisu y(¢) = % kuten
helposti todetaan.

Yleisid ratkaisumenetelmié differentiaaliyhtéloille on kuitenkin varsin vihédn, mutta 1. kertaluvun
lineaariselle DY:lle tunnetaan téydellinen ratkaisumenetelma.

Ensimmadisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtdlo voidaan kirjoittaa muotoon

y' +a(x)y = b(x), (5.12)

ja timin ratkaisemiseksi tarkastellaan aluksi homogenisoitua yhtilod

Y +a(x)y =0, (5.13)
joka voidaan kirjoittaa muotoon
L = _a). (5.14)
y

Koska d—‘i Iny = yyl, saadaan (5.14) muotoon



70 5 Differentiaaliyhtilot (DY:t)

d d
Elny = a( - /a(x)dx),
josta puolestaan
Iny = —/a(x)dx+C.
Niin ollen homogeenisen yhtilon ratkaisu on

VH = eCe—fu(x)dx’

missd C voidaan valita vapaasti. Jos merkitddn e = (), saadaan muoto
- d
Vi = Cl e f a(x) x,

missd C; on vapaasti valittava vakio.

Esimerkki 112 Differentiaaliyhtélo xy’+y = 0 voidaan kirjoittaa homogeenisen differentiaaliyhtdlon
muotoon y’ + )lc y = 0, jonka yleinen ratkaisu on

C
y(x) = CeJxdx = conx = =
X

Alkuperidisen (epdhomogeenisen) differentiaaliyhtélon (5.12) ratkaisu saadaan menettelylld,
jota kutsutaan vakion varioinniksi. Vakion varioinnissa kéytetdadn ldhtokohtana homogenisoi-
dun differentiaaliyhtdlon (5.13) ratkaisua yg, merkitidn y = C(x)yg(x) ja sijoitetaan ndin
saatu uusi funktio alkupergiseen yhtdloon, ja ratkaistaan funktio C(x).

Aluksi todetaan, ettd y’ = C'yy + Cyy,, joten sijoitus antaa

C'yy + Cyy +aCyy = b.

Koska yp oletettiin homogeenisen differentiaaliyhtélon ratkaisuksi, on C yl’q +aCyg = C (yl’q +
ayp) = 0 ja siis paadytédn yhtdloon C'yy = b, josta josta C voidaan ratkaista integroimalla:

3 b(x)
C(x) = / o dx+ B

Télloin siis alkuperdisen differentiaaliyhtéilon (5.12) ratkaisu on

Y0 = Bysr(x) + yu(x) / % dx

missi

yH(x) — e—/u(x)dx'

Esimerkki 113 Ratkaistaan y” + 2xy = x. Tarkastellaan aluksi homogenisoitua yhtdlod y” + 2xy = 0,
joka voidaan kirjoittaa muotoon

d ’
L ny=2 = 2o, (5.15)
dx y

josta Iny = —x?; tillin siis yy = e™ on eriis homogenisoidun yhtilon ratkaisu. Alkuperdisen

yhtélon ratkaisujen saamiseksi suoritetaan vakion variointi:

¥(x) = C(x)yu(x) = C(x)e™,

X

mistd ndhdéan, ettd y’ = C’e” e e‘xz(—Zx) = C’yg — 2xygC. Sijoittamalla timé alkuperiiseen

yhtdloon saadaan
C'yy —2xygC +2xCyy = x,

miké voidaan edelleen kirjoittaa muotoon

C'(x)yn(x) = x.
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X

Téstéd funktiolla yg(x) = e ’ jakamalla saadaan differentiaaliyhtdlé C’(x) = xe**. Funktio C (x)

saadaan tdstd integroimalla
2 1 2
C(x) = /xex dx = Eex + B.

Alkuperiisen differentiaaliyhtidlon ratkaisu on siis muotoa
| R e 1 2
y() = COyu(x) = (Ge** + B)e™ = S+ Be ™,

missd B on vakio.

Kerrataan vield menetelmé ensimmdiisen kertaluvun differentiaaliyhtidlon
vy +a(x)y = b(x) (5.16)

ratkaisemiseksi. Menetelmi jakautuu kahteen vaiheeseen, joista ensimmaéinen on yhtdlon (5.16) ho-
mogeninointi jahomogeenisen yhtilon ratkaisu. Homogenisointi merkitsee funktion b(x) korvaamista
nollafunktiolla, ja ratkaisu homogeeniselle yhtilolle saadaan jakamalla y:114 ja huomaamalla, ettd lo-
garitmin derivointisddnnon perusteella voidaan kirjottaa y; = DIny. Talloin homogeenisen yhtidlon
ratkaisu palautuu integrointitehtdviin, kuten aiemmin on todettu. Kun homogeenisen yhtidlon yksi
ratkaisu yg on saatu (tdlloin myos Cyp, missd C on vakio, on homogeenisen yhtilon ratkaisu), siir-
rytddn vaiheeseen, joka tunnetaan nimelld vakion variointi. Timi merkitsee sitd, ettd homogeenisen
yhtilon ratkaisussa Cyy vakio C korvataan funktiolla C(x). Taman jilkeen sijoitetaan y = C(x)ygy
alkuperiiseen differentiaaliyhtdloon. Kun otetaan huomioon, ettd y* = C’(x)yg + C(x)yy,, voidaan
todeta etté sijoitus tuottaa (sievennysten jilkeen) yhtilon, josta C(x) voidaan ratkaista integroimalla.

Taminkaltaista tdydellistd ratkaisumenetelméé ei kuitenkaan ole esimerkiksi toisen kertaluvun
lineaariselle differentiaaliyhtélolle

v +a(x)y’ + b(x)y = c(x), (5.17)

ei edes homogeenisessa tapauksessa c(x) = 0, mutta sen sijaan tunnetaan lukuisia differentiaaliyhta-
Iotyyppejéd, jotka voidaan ratkaista.

5.2.3 Toisen kertaluvun lineaariset DY:t

Esimerkki 114 Voidaan todeta, ettd y;(x) = x ja yj(x) = )lc ovat molemmat differentiaaliyhtilon
2y +xy —y=0 (5.18)

ratkaisuja. Ndmi ratkaisut ovat my0s (lineaarisesti) riippumattomat, silld jos kaikilla x:n arvoilla on
Cix + Cz)lc =0,on Cix2+C, =0, joten C; = Cp = 0. Yleisen lineaarisia differentiaaliyhtiloita
koskevan periaatteen mukaan télloin yhtdlon (5.18) yleinen ratkaisu on siis muotoa Cyx + CQ%.

Aiemmin on esitetty menetelmid, joilla toisen kertaluvun differentiaaliyhtiloille saadaan ratkaisu-
ja vakiokertoimisessa tapauksessa. Homogeenisen vakiokertoimisen yhtédlon tapauksessa kannattaa
kéyttid yritelmid y = e ja ratkaista A. Yksittiisratkaisun 16ytimiseen epihomogeeniselle yhtilolle
taas soveltuvat Laplace-muunnokset.

Yleistd ratkaisumenetelméi toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloille ei kuitenkaan ole. Toisaalta,
jos toisen kertaluvun lineaariselle homogeeniselle differentiaaliyhtildlle on jollakin tavalla 16ydetty
Jjokin ratkaisu y;, voidaan yleiselle yhtilolle saada muita ratkaisuja sijoituksella y = y;v: Télloin
Y o=y +yvjay” = y'v+ypv +yv + yv” = ylc+2ypv’ + y1v” jasijoitus yhtdloon

' +ay +by=c
antaa

yiv+2ypv +yv” +alypv+ypv) +byv=c
& yv” +2yv +ayiv' + () +ay] +by)v =c¢
& yw' + (ay1 +2y)w =c,
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missd viimeiselld rivilld on merkitty w = v’. Viimeksi saatu yhtilo on ensimmdiisen kertaluvun
lineaarinen differentiaaliyhtild funktion w suhteen, joten se voidaan ratkaista ja lopuksi v saadaan
integroimalla yhtdlo v/ = w.

Esimerkki 115 Olkoon r vakio ja y = y(z) muuttujan ¢ funktio. Etsitdén differentiaaliyhtdlon
y'=2ry' 41y =t (5.19)
ratkaisut ilman Laplace-muunnoksia. Sijoitetaan y = e’ homogenisoituun yhtil66n
vy =2ry +rty =0,

jolloin saadaan
et —2rpet +r2et =0,

ja eksponenttifunktio jakamalla A% — 271 + % = 0, jonka ainoa ratkaisu on 1 = r.
Sijoitus y = e¢’’v antaa y’ = re"'v + v’ ja y” = r?e"'v + 2re’'v’ + €"'v"’. Sijoittamalla nimi
yhtél6on (5.19) saadaan

r2e"y + 2re"v + eV = 2r2e"y = 2re"V + ey =1,

joka sievenee muotoon
14

v'i=te .

Téstéd saadaan ensin v/ = —ﬁe‘” - r%e‘” + C ja toiseen kertaan integroimalla

tr _ 2 _

v=—e ”+—3e "L Cit + Cy.

r r

Lopuksi
rt t 2 rt rt
y=e v=—2+—3+C1te + G’ (5.20)
r r

Voidaan todeta, ettd te’” ja "’ ovat lineaarisesti riippumattomat homogeenisen yhtilon ratkaisut ja
ettd r’—z + % on yhtilon (5.19) yksittdisratkaisu. Lauseke (5.20) siséltdd siis kaikki differentiaaliyhtédlon
(5.19) ratkaisut.

5.3 Separoituvat DY:t

Differentiaaliyhtdlod kutsutaan separoituvaksi, mikili se voidaan kirjoittaa muotoon

v =gx)f(y) (5.21)

missd g(x) riippuu ainoastaan muuttujasta x ja f(y) ainoastaan y:std. Jos merkitddn G(x) = f g(x)dx
jaF(y) = f ﬁ dy, voidaan yhtdlo (5.21) kirjoittaa muotoon

d d
T FO) = -~ G(x), (5.22)

mistid saadaan F(y(x)) = G(x) + C, missi C on vakio.
Kdytdannossd separoituva yhtalo % = g(x)f(y) ratkaistaan kirjoittamalla se muotoon

1
f)

/}%dyz/g(x)dx+c.

dy = g(x)dx

ja integroimalla puolittain:
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Esimerkki 116 Tarkastellaan esimerkin 111 differentiaaliyhtiloa Z—)yc = —y? jakirjoitetaan timi muo-
toon |
-—dy=dx
2
ja integroidaan:
1
/——zdy=/ dx + C,
mistd saadaan
—-=x+C,
josta edelleen voidaan ratkaista y = ﬁ

Esimerkki 117 Verhulstin populaatiomallissa populaation koko p toteuttaa differentiaaliyhtélon
p'=ap-bp’, (5.23)

Missi a ja b ovat positiivisia vakioita. Differentiaaliyhtdlod (5.23) kutsutaan logistiseksi yhtdloksi.
Logistisen yhtdlon
dp

X _ ap— bp?
ar - or

1
— dp=| adr.
/ap—bp2 b /

Tama voidaan sieventdd muotoon (miten?)

ratkaisu saadaan separoimalla:

1
~-mn—L =i+
a a-—bp
mistd edelleen saadaan
P _ galt+0) (5.24)
a—-bp
josta voidaan ratkaista
» a (5.25)

b+ eaCe=at’

o = ¢“C  jaedelleen sijoittamalla

Sijoittamalla t = 0 yhtdl66n (5.24) antaa (merkitdéan pg = p(0))
tdma yhtdloon (5.25) saadaan ratkaisuksi

Esimerkki 118 Newtonin liikeyhtidlon mukaan kappaleeseen vaikuttavien voimien summa on yhtd
kuin kappaleen massa kertaa kiihtyvyys. Putoavaan kappaleeseen vaikuttaa maan vetovoima suuruu-
della mg ja ilmanvastuksen aiheuttama voima suuruudella —kv?, missi v on kappaleen nopeus ja k
on vakio. Télldin putoavan kappaleen liikettd kuvaa yhtilo

mg — kvt = ma,

missd a on kappaleen kiihtyvyys. Koska v/(¢) = a, voidaan ylldoleva yhtdlo kirjoittaa muotoon

josta muuttujat separoimalla ja integroimalla saadaan
1
— 5= dt=t+C.
8§~ mV

Yhtdlon vasemman puolen médrittdmiseksi kdytetddn kaavaa

/ dx _ llna+x‘
a2-x2 2a la-x
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(kaava 28, matematiikan laitoksen kaavakokoelma), jonka mukaan

gm
1 m 1 1 [m, NF® 1Y
— dv=— | ———dv== |/ —In+——.
/g—kv2 k./%—vz 2V gk /%—v

m

Merkinnilld @ = /%7 saadaan yhtilé muotoon
@ a+v
— =t+C,
2¢ a-v

josta saadaan

a+vy 28
- e%(mc).
@ —V

20 20
Merkittdessd edelleen B(f) = eat jaCy = ea € saadaan yhtdlon ratkaisuksi

C - B!

= BT

2
Koska funktio 8(r) = e ! lihenee diretontd 7:n kasvaessa, nihdiin helposti, ettd v(¢) 1dhenee arvoa

o=/ %. Kyseistd arvoa kutsutaan nimelléd rajanopeus (engl. terminal velocity).

5.4 Eksaktit DY:t

Jos ensimmdisen kertaluvun differentiaaliyhtélossé ei esiinny derivaatan y’ potensseja, voidaan y’
ottaa yhteiseksi tekijiksi ja kirjoittaa yhtdlo muotoon

fx,y) +g(xy)y =0. (5.26)

Tédma yhtdld voidaan toisinaan ratkaista seuraavaa menettelyi kéyttéen.
Jos kahden muuttujan funktiossa F(x,y) muuttuja y = y(x) riippuu edelleen muuttujasta x, on
kyseessi itse asiassa yhden muuttujan funktio g(x) = F(x, y(x)). Talloin derivaatta g’(x) lasketaan

seuraavasti:
_6Fﬂ 8_de_(3F oF

)=y Faydr " ax T ay’

(miksi niin on, selvitetdin mydhemmin).

! (5.27)

Maéritelmi 53 Jos on olemassa kahden muuttujan funktio F(x,y), jolle 2£ = f(x,y) ja

Ox
g—F = g(x, y), sanotaan, ettd differentiaaliyht&lo (5.26) on eksakti.

Jos (5.26) on eksakti, on

, oF OF , ,
g'(x) =+ -y = flxy) +g(xy)y =0,
x 0y
jonka ratkaisu on siis g(x) = F(x,y) = C (vakio).

Kokoamalla kaiken yllimainitun yhteen saadaan seuraava tulos: Jos on olemassa sellainen kahden
muuttujan funktio F(x, y), ettd (09_1; = f(x,y)ja ‘;;—1; = g(x, y), niin differentiaaliyhtidlon (5.26) ratkaisu
on

F(x,y)=C.
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Luonnollisesti herddvi kysymys onkin, milld ehdoin voidaan 16ytdd kahden muuttujan funktio F(x, y),
jolle ehdot ?7_5 = f(x,y)ja 2—5 = g(x,y) pitevit.

On mahdollista todistaa, etti funktio F(x, y) on olemassa tarkalleen silloin, kun

Of(x,y) _ 9g(xy)
I T (5.28)

kunhan f(x,y) ja g(x,y) ovat riittdvin sdannollisié (toisen kertaluvun osittaisderivaatat jatku-
via).

Esimerkki 119 Differentiaaliyhtdlo

0 (5.29)

; - 1 + ;y/ =
[x2 1 y2 [x2 12
on eksakti, silli F(x,y) = v/x% + y2 — x toteuttaa

oF 2x | = x 1
Ox  2\[x2 12 2+2
ja
or 2y B y
Iy 2x24y2 a2 T2

Yhtélon (5.29) ratkaisuksi saadaan siis F(x,y) = C, miké voidaan kirjoittaa muotoon

Jx2+y2—-x=C

y2_C2
2C

Vaikka yhtilo (5.26) ei olisikaan alun perin eksakti, on toisinaan mahdollista 10ytdd ns. integroiva
tekijd, jolla kerrottuna yhtélosta tulee eksakti.

ja edelleen muotoon

X =

Esimerkki 120 Yhtdlo

(x+y1)y =y=0
ei ole eksakti, koska %(x +y)=1#-1= a%(—y). T&lI6 yhtilolld on kuitenkin integroiva tekija
ylz, silld yhtilo

(E 1y -L=0 (5.30)
y y

on eksakti: %(;—2 +1) = y—g = %(—i). Etsitdin F(x, y), jolle %F(x,y) =5+1ja L F(x,y) = -3
Ensimmaisestd yhtidlostd ndhdéin, ettd F(x,y) = —f +y+ f(x)jatoisesta F(x,y) = —f +g(y), missd
f riippuu vain x:stéd ja g vain y:std. Talloin g(y) = y + f(x), jolloin on oltava f(x) = C (vakio). Néin
ollen

F(x,y) = z +y+C
y
ja (5.30) voidaan kirjoittaa muotoon
d
~(-=+0)=0,
dx y

mistd ratkaisuksi saadaan y — i + C = (), toisin sanoen y — f =C,=C|-C.

Esimerkki 121 Ensimmiisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtdld olisi voitu ratkaista my0s
seuraavasti: Yritetddn 10ytdd yhtilolle

y +a(x)y —b(x)=0
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integroiva tekijd u(x). Jos tillainen on olemassa, on yht&lo

pu(x)y” + p(x)a(x)y — p(x)b(x) = 0 (5.31)

eksakti, jolloin siis ehdon (5.28) nojalla pitéisi olla

d d
a—y(u(x)a(X)y — u(x)b(x)) = 300,

miké voidaan kirjoittaa muotoon
u(x)alx) = p'(x). (532

Oletetaan aluksi, ettd integroiva tekija u(x) 16ytyy, jolloin siis (5.32) pétee. T4lloin voidaan yht&lo
(5.31) kirjoittaa muotoon

p(x)y" + 1 (x)y = p(x)b(x) = 0,

miké puolestaan voidaan tulon derivointisaannon nojalla kirjoittaa muotoon

L (ux)) = W),
X
ja ratkaisuksi saadaan
1
y= m(/ u(x)b(x)dx + C). (5.33)

On vield selvitettdva miten integroiva tekijd u(x) voidaan 16ytdd, mutta tima selviad helposti yhtidlon
(5.32) perusteella:

d
7 M) = a(x),

minka ratkaisuna saadaan
) = expl [ ato) ).

Suoralla laskulla voidaan todeta, ettd télld tavoin saatu ratkaisu (5.33) on sama kuin aiemmin esitetyllad
menetelmilld (homogenisointi ja vakion variointi) saatu ratkaisu.

5.5 Sekalaisia menetelmia
5.5.1 Sijoitukset 2 ja ax + by

Muotoa y’ = f(y/x) ja y’ = f(ax + by) olevat differentiaaliyhtdl6t muuntuvat separoituviksi
yhtiloiksi sijoituksilla < = z(x) ja ax + by = z(x).

Esimerkki 122 Yhtilo y’ = x> + 2xy + y? voidaan kirjoittaa muotoon y’ = (x + y)?, ja sijoittamalla
7z = x + y saadaan 7’ = 1 + y’, joten pdddytiddn yhtdloon

7 -1=2%
joka saadaan muotoon
1
3 dz = dx.
77+ 1

integroimalla saadaan arctanz = x + C, mistd z = tan(x + C). Alkuperdinen funktio sijoittamalla
saadaan y = —x + tan(x + C).

5.5.2 Bernoullin DY

Sijoitus z = y'¢ (a # 1) muuntaa Bernoullin differentiaaliyhtdilon

v+ px)y = q(x)y” (5.34)
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lineaariseksi differentiaaliyhtéloksi.

Esimerkki 123 Logistinen differentiaaliyhtilo

p' = ap - bp*
on separoituva, mutta myds muotoa (5.34). Sijoittamalla z = p~! saadaan 7z’ = —p~2p’, ja yhtilo
muuntuu muotoon
_Z/pZ =ap- bpz,
mistid —p?:1la jakamalla saadaan
7z +az=b. (5.35)

Niin saadun lineaarisen differentiaaliyhtilon ratkaisut saadaan aluksi homogenisoimalla: zg = Ce™%
on homogeenisen yhtdlon ratkaisu, minki jdlkeen vakion variointi tuottaa yhtilon (5.35) ratkaisuksi

b _
7=—+Ce ™,
a

Alkuperidisen yhtdlon ratkaisuksi saadaan téll6in

1 a
g +Ceat  b+aCeal’

p:

miké saadaan muotoon

- a _ apo
b+ a(plO — byemat — bpg + (a - bpo)e™

p

merkitsemalld pg = p(0).

5.5.3 Kianteisfunktioon siirtyminen

Differentiaaliyhtilo saattaa toisinaan olla helpommin ratkaistavissa funktion y = y(x) sijaan timén
kidnteisfunktion x = x(y) differentiaaliyhtdlond. Tdlloin on muistettava, ettd x’(y) = ﬁ (fl—)y‘ =

1
v )-
dx

Esimerkki 124 Esimerkin 120 differentiaaliyhtdl6 voidaan kirjoittaa muodossa

, 1
xX'==x=y,

miké on lineaarinen differentiaaliyht&lo funktion x(y) suhteen.

5.5.4 Muuttujan vaihtaminen

Eulerin differentiaaliyhtdlo on muotoa

x2y" + pxy’ + gy = f(x), (5.36)

missi g ja g ovat vakioita. Jos merkitidn 7 = In x ja y1(r) = y(e') (jolloin y(x) = y1(In x)), saadaan
ketjusdinnolla
dy dypdt 1dy
dx  dt dx  x dr
Ja 2 2
d 1d dy, dt 1 1
predaire i o e SO R (O
Sijoittamalla ndma alkuperdiseen yhtdloon saadaan
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YW@+ (p = Dyj(0) + gyi(t) = f(e"),

jonka ratkaisut voidaan ainakin periaatteessa maérittdd Laplace-muunnosta kdyttamalla.

5.5.5 Yhtdlo y” = f(y)

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo
Y =5 (5.37)

voidaan palauttaa ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtéloksi kertomalla (5.37) tekijalld 2y’.
Tlloin saadaan 2y’y” = 2 f(y)y’, mikd voidaan kirjoittaa muotoon

d

n2 _ i
S0P =25 [ smar

mista

07 =2 [ oy +c. (538)
Ottamalla tistd nelidjuuri puolittain saadaan separoituva differentiaaliyhtild.
Esimerkki 125 Newtonin liikeyhtdlon mukaan kappaleeseen vaikuttava voima on F = m%, missd
s on kappaleen paikkakoordinaatti. Toisaalta Newtonin gravitaatiolain mukaan m ja M-massaisten
kappaleiden viililld vallitsee vetovoima, joka on verrannollinen kappaleiden massaan ja kédéntiden
verrannollinen niiden etdisyyden nelioon s:

Télloin siis liike painovoimakentéssi esitetddn yhtilolla

M
ms”() = -G,
S

(liikkeen ajatellaan suuntautuvan poispéin massasta M) joka kirjoittamalla GM = k saadaan muotoon

_k

S2 ’

144

Kertomalla niin saatu yhtlo 2s’:114 saadaan

k
2s’s" —2—’,

$2
miké on yhtdpitavd yhtdlon
d, ,» d1
—(s')" =2k—- 5.39
dt (") dt s ( )
kanssa. Yhtilosta (5.39) saadaan
2k
WV=T+C. (5.40)
Alkuehdot 5(0) = so > 0 ja s’(0) = vo > 0 antavat C = vj — % ja siis
2k 2k
s’ ==+ v(2) - =, (5.41)
N S0

mistd s voidaan ratkaista (johtaa tosin tyolddseen integrointitehtivédidn). Vaikka yhtdlod (5.41) ei
ratkaistakaan, sisdltdvit siihen johtaneet vélivaiheet jo paljon informaatiota.
Yhtilostéd (5.40) saadaan

—my —G—————mvz—G@
2 s 2 200 so
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joka on muodoltaan energian sdilymislaki: Liike-energian %mv2 ja potentiaalienergian —G@ sum-

ma pysyy vakiona. Yhtélostd (5.41) voidaan my0s maérittdd pakonopeus, ts. se nopeus, jolla maan
pinnalta ldhetetty kappale ei enédd palaa. Ehtona voidaan kiyttia sité, ettd nopeudella s’ ei ole nolla-

kohtaa, miké toteutuu, jos

2k
V(z)—g>0.

Sijoittamalla tihin vakiot so = 6,378 - 10® m (maan side) G = 6,674 - 107!! ﬁzz (gravitaatiovakio)
jaM =5,9737 - 10% kg (maan massa) saadaan ehdoksi vo > 11, 191%“.

Yleisemminkin voidaan todeta, etti itse differentiaaliyhtilo tarjoaa toisinaan tietoa integraalikay-
ristd, vaikka sitd ei olisikaan ratkaistu.

Esimerkki 126 Yhtilostd y’ = y(1 — y) ndhdéén, ettd y’ > 0, kun 0 < y < 1, joten tdlld vililld y on
kasvava. Kertaalleen derivoimalla saadaan
Y=y (A =y)—yy' =y (1-2y)=y(1 -y)1-2y),

mistd voidaan péitelld, ettd integraalikdyrd on alueessa 0 < y < % alaspdin kupera (y” > 0) ja
alueessa % <y < 1 ylospiin kupera (y” < 0).

5.6 Differentiaaliyhtiloiden sarjaratkaisut

Aiemmin tédssd luvussa on todettu, ettd melko harvoille differentiaaliyhtilotyypeille on olemassa
yleistd ratkaisumenetelmii. Sarjaoppi tarjoaa mahdollisuuden ratkaisujen 16ytdmiseen joissakin sel-
laisissa tapauksissa, joissa aiemmat menetelmét eivét toimi.

Luonnontieteissd, erityisesti fysiikassa erityisen tirkeitd ovat toisen kertaluvun differentiaaliyhti-
lot

Y +a(x)y" + b(x)y = c(x),
joille ei kuitenkaan ole olemassa yleistd ratkaisumenetelméd. Aiemmin kuitenkin huomattiin, ettd
jos vastavalle homogeeniselle yhtilolle
Y’ +a(x)y" +b(x)y =0

Ioytyy jokin ratkaisu, niin alkuperdisen yhtdlon kaikki ratkaisut voidaan 16ytd4. Talloin homogeenisen
yhtdlon ratkaisua voidaan etsid merkitsemalld tuntematonta funktiota y potenssisarjalla

y =a0+a1x+a2x2+a3x3+...,
kehittamalld a(x) ja b(x) sarjoiksi, ja selvittdimilld ndin minkilainen on jono ag, ay, az, . . ..
Esimerkki 127 Valon diffraktioon liittyva Airyn differentiaaliyhtdld
' +xy=0

on muodoltaan yksinkertainen, mutta mikédin Insindorimatematiikka aiemmin esitetty ratkaisume-
netelmad ei siihen pysty.
Valitaan alkuehdoiksi y(0) = 0 ja y’(0) = 1 ja merkitdin

)

y(x) = Z anx",

n=0
jolloin alkuehdot merkitsevit, ettd ap = 0, a; = 1 ja

[oe]

y'(x) = Z na,x""!

n=1

ja
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y'(x) = Z n(n — Da,x" 2.
n=2

Nyt siis

(o) ()
xy = Z anxn+1 — Z an_3xn—2
n=0 n=3

ja differentiaaliyhtilon vasen puoli saa muodon

v+ xy = Z n(n — Da,x"2 + Z anx"2 = 2a, + Z(n(n — Day + an_3)x"2.
n=2

n=3 n=3

Koska tdmén pitédd olla nolla kaikilla x:n arvoilla, on oltava a; = 0 ja

kaikilla n > 3. TallGin siis a3 = —%ao =0,a4 = —73a1 = —75.05 = —ﬁag =0,a¢ = —%ag =0,

= —Lg ==Ll ipei
a1 = —7544 = 7533-J0€])a

1, 1 ;
= _—_— + _— —
YO =X - I Y
Niin saatu sarja suppenee kaikilla x:n arvoilla (miksi?), joten saatu sarja edustaa Airyn yhtédlon
ratkaisua koko reaaliakselilla.

Esimerkki 128 (Vetyatomin elektroni) Kvanttimekaniikassa hiukkasen liiketilaa kuvaan Schrodinge-
rin yhtilo, joka voidaan abstraktilla tasolla kirjoittaa muotoon

d .
Elﬁ(f) = —iHy(t),

missd ¥ on hiukkasen kéyttdytymistd kuvaava aaltofunktio ja H ns. Hamiltonin operaattori, joka esit-
tad hiukkasen kokonaisenergiaa. Monissa esimerkeissd H siséltdd liike-energian, jonka esittiminen
puolestaan tuo yhtéloon toisen kertaluvun derivoinnin paikkakoordinaatin suhteen.

Kvanttimekaniikka on luonteeltaan probabilistinen teoria, mikd merkitsee sitd, ettd aaltofunktio
¥ edustaa hiukkasen tarkan paikan sijasta paikan todennikoisyysjakaumaa. Koska hiukkasen paikka
ei ole eksaktisti maddritty mindin ajanhetkend, on tiysin mielekistd tarkastella myos ns. ajasta riippu-
matonta Schrodingerin yhtédlod, joka saadaan aikariippuvaisesta Schrodingerin yhtélostd muuttujat
erottamalla. Ajasta riippumattoman Scrodingerin abstrakti muoto on

Hy = Ey,
missd H on Hamiltonin operaattori ja E hiukkasen kokonaisenergia. Tyypillisesti H:n esityksessd
on mukana liike-energia £ = %mv2 = ﬁ(mv)2 = ﬁpz, ja liikkemdéridn p kvanttimekaanisessa

esitysmuodossa esiintyy derivaatta paikkakoordinaatin suhteen.

Ajasta riippumaton vetyatomin elektronin liiketilaa kuvaava Schrodingerin yhtdld on mahdollista
esittdd napakoordinaatiston yleistdvissid pallokoordinaatistossa, ja jakaa yhtdldiksi, joissa esiintyy
etdisyys ytimestd r, sekd kulmat 6 ja ¢. Pallokoordinaatistoa kisitelldén tarkemmin seuraavassa
luvussa, mutta tdssd yhteydessi kisitellddn yhtdlod, joka esittdd elektronin etdisyyttd ytimesti. Olkoon
titd kuvaava ns. radiaalinen aaltofunktio R.

Yksikkojérjestelmé huomioituna radiaalinen Schrodingerin yhtilé saa muodon

i d’R . Ze? . 11+ DR?
2u dr? drepr 2ur?

)R = ER, (5.42)

Mmemy
me+my
ja ytimen massat, Z ytimen varausten miiré (vetyatomille Z = 1), g on tyhjion permittiivisyys ja
[ > 0 on kokonaisluku, ns. sivukvanttiluku.

Fysikaalisen tulkinnan vuoksi differentiaaliyhtélolle (5.42) etsitdén ratkaisuja, jotka toteuttavat
ehdon

missi h = %, h on Planckin vakio, u = ns. redusoitu massa, jossa m, ja my ovat elektronin
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“1
/ = |R[* dr = 1. (5.43)
0
Erityisesti pitdd siis olla R(r) LN 0ja = ‘RIZ %, 0. Lisiksi tavanomaisesti tulkittuna potentiaalie-

nergia on negatiivinen, ja nolla vasta’ aarettoman kaukana” ytimesti. Télloin my0s elektronin energia
E ajatellaan negatiiviseksi.
Yhtilon (5.42) mutkikkaita vakiokertoimia voidaan yksinkertaistaa ottamalla kdyttoon uusi muut-

tuja p = | “HE

dR _dRdp _dR [-8uE . d’R _d°R -8uE

ar —dpdr dp\N 2 1 a2 T4 T

ja sijoittamalla tami yhtdloon (5.42) saadaan

d’R B I(l+1) 1
el (—— e )R_4 (5.44)

missd on merkitty 8 = 2’;5 4M h Télle yhtdlolle on periaatteessa mahdollista etsid sarjaratkaisu

suoraan, mutta osoittautuu, ettd saatavasta sarjasta on vaikeaa mdidrittdd ehdot (5.43) toteuttavaa
ratkaisua.
Tamin ongelman kiertdmiseksi tarkastellaan ensin yhtilod, joka ndyttdd madrdavian dynamiikan
suurin piirtein: Jos p on suuri, on yhtélo (5.44) likimain muotoa
d’R 1

vl iR (5.45)

Timin ratkaisut saadaan yritteestd R = e, miki johtaa algebralliseen yhtiloon

P=-=1==

P
| —

Vaatimuksen (5.43) seuraus sulkee vaihtoehdon 4 = % pois, jolloin R = e3P on yhtélon (5.45)
ainoa vaadittua muotoa oleva ratkaisu. Toimitaan timén jéilkeen 1. kertaluvun lineaarisen yhtdlon
ratkaisumenetelmastd tutulla tavalla, siis esitetdén yrite

R = e G(p),
joka yhtéloon (5.44) sijoittamalla tuottaa
144 ’ (l + 1)
G"(p) =G/ (p)+ (5 =T 26(0) = (5.46)
jolle etsitddn ratkaisu sarjan
G(p) = ) arp*
k=0

avulla. Ehtojen (5.43) perusteella ap = 0 ja suoraan laskemalla

G = Zakkpk—l
k=1

ja
G" = > ack(k = 1)p? = > @k + Dkp*
k=1 k=1

Huomataan vieli ettd
G -1 K+l
? =ap + E a1p°"

ja sijoittamalla ndma yhtdloon (5.46) saadaan
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(aks1(k + Dk — apk + Bagk — (I + Dags)p* ' —a1p™ 11+ 1) = 0.
k=1

télldin a; = 0 (ellei / = 0) ja

a1 (k(k +1) =1L+ 1)) = ar(k = B).

Jos B ¢ Z, huomataan sijoittamalla k = [ ettd a¢; = 0. Edelleen sijoittamalla k = /-1 saadaana;_; = 0
jandin jatkaen a;_» = ... =a; = 0, muttakun k > [, on
Ai+1 _ k-p 1

a  kk+D—il+1) &

Kiyttdmalld vertailukohteena eksponenttifunktion sarjaan e = 37 % P* havaitaan, ettd G(p) LN
o0, jolloin ehdot (5.43) tiyttivid ratkaisuja ei 10ydy.
Ehdot (5.43) tdyttavd ratkaisu l0ytyy siis vain, jos B = n € Z, jolloin vastaavat energiat ovat
kvantittuneita:
uz’e* 1
2(4re)*h n?

Korkeammasta energiatilasta E,, matalampaan E,, siirtyessd elektroni vapauttaa fotonin, jonka
energia on

E=E,=

2.4
uzZ=e 1 1
Ep —Ep =—-F2¢ (22, 5.47
e Tm 2(4n€0)*h 3 ng) G47

Ylldoleva yhtdld tunnetaan nimelld Rydbergin kaava. Vapautuvien fotonien energia E,,, — E,, nih-
didn kokeellisesti vetyatomien emittoimassa sihkomagneettisessa siteilyssd spektriviivoina. Histo-
riallisesti mielenkiintoisena seikkana on syytd mainita, ettd timin kaavan perusteella tunnistettiin
“kaksi kertaa raskaampi vety” vuonna 1932, ennen neutronin 16ytymisti. Tunnistus perustui siihen,
ettd deuteriumilla y on likimain kaksinkertainen vetyyn nidhden, muutoin kaikki on kuten kaavassa
(5.47).

Kokonaislukua n kutsutaan pddkvanttiluvuksi. Sarjakehitelmin avulla on mahdollista mééarittad
funktion R(r) muoto eri pdd- ja sivukvanttiluvun arvoilla. Jos radiaalisen yht&lon 5.42 liséksi ratkais-
taan Schrodingerin yhtidlon pallokoordinaatiston kulmista riippuvat osat, on mahdollista méérittda
elektronin orbitaalien muoto eri energiatasoilla.

Esimerkki 129 Laplacen limmonjohtumisyhtdlon mukaan ohuen levyn ldmpdtilalle 7'(x,y) pétee
lampdtilan tasaannuttua
T 9°T _
Ox2 " ay?
Taméinkaltaisten osittaisdifferentiaaliyhtéloiden ratkaisun 16ytdmikseksi toimitaan yleensi siten, ettid
aluksi etsitdédn yhtilolle (5.48) muotoa

0 (5.48)

T(x,y) = X(x)Y(y) (5.49)

olevia ratkaisuja, missd X riippuu pelkéstidn x:std ja Y pelkistdén y:std. Sijoittamalla (5.49) yhtiloon
(5.48) saadaan

&’x _d’Y 1d’X  1d%

— +X—=06—-—+—-—=

dx? dy? X dx* Y dy?

Koska ensimméinen summattava riippuu vain x:sté ja toinen vain y:std, on oltava

Y

1d’X  1d% _

Xdx2 Ydy?r

missid C on vakio. Merkitiin C = —k2, (k > 0) jolloin saadaan kaksi differentiaaliyhtlod
X" =-kK’X ja Y"=k%,

joiden ratkaisut ovat

X(x) = Cysinkx + Cycoskx ja Y(y)=DeX + Dye ™,
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missd C1, Cp, D1 ja D, ovat vakioita. Till6in siis 7(x, y) koostuu ratkaisujen
sinkx, e sinkx, € coskux, ja e cos kx

lineaarikombinaatioista, joissa arvo k tulee valita sopivasti. Valinta tapahtuu reunaehtojen perusteella:
Olkoon T'(x,0) = 100, kun x € [0,10] ja T(0,y) = T(10,y) = 0, kun y > 0, sekd T(x,y) — 0 kun
x € [0,10] ja y — oo. Viimeisimmén ehdon perusteella 1. ja 3. muoto esiintyy ratkaisussa vain
kertoimella 0. Liséksi ehdon 7'(0, y) = 0 perusteella 4. ratkaisu esiintyy myos kertoimella 0.

Titen siis vain muotoa e %Y sin kx oleva ratkaisu esiintyy nollasta poikkeavalla kertoimella, ja
ehdon T(10,y) = 0 nojalla tulee olla sin(10 - k) = 0, mistd 10k = nxr, n € N, siis k = 45. Yhtilon
lineaarisuuden perusteella taas kaikki ndiden ratkaisujen lineaarikombinaatiot ovat ratkaisuja, jolloin
ratkaisuksi saadaan

< _mx, T
T(x,y) = ; bne” 107 sin 0%
ja madrattaviksi jadvit kertoimet by, by, bs, . ... Ndmai taas saadaan reunaehdosta 7'(x,0) = 100, kun
x € [0,10], jolloin siis

100 = > b sin %x.
n=1

Yl1ld oleva yhtdld puolestaan sanoo, ettd kertoimet by, by, b3, ... ovat vakiofunktion 100 fourier-
kertoimet, kun funktion ajatellaan olevan 20-jaksoinen. Kertoimet b,, saadaan siis Fourier-sarjojen
teorian avulla, lopputuloksena

b = { %(_), jos n on pariton,
n

| 0, josn on parillinen.
Talloin siis
T(x.y) 400(_%y_ T +1—317’§y-3” +1—5T(’§Y'57T N )
xy)=—/|e sin —x + —e sin=—x + —e sin=—=x+...).
A 10" 73 10" "5 10

Ratkaisun 16ytdminen Laplacen lammonjohtumisyhtélolle on siis varsin tyoldstd, mutta vield tyo-
laampad on ndyttdd toteen, ettd kaikki ratkaisut todella saadaan télld tavalla.

5.7 Lineaarisista vakiokertomisista DY-ryhmista

Lineaaristen, vakiokertoimisten differentiaaliyhtdléryhmien ratkaisemiseksi jopa eksaktisti on ole-
massa periaatteessa toimiva menetelmad, joka kuvaillaan tdssd luvussa. Menetelmin kédytdnnon toi-
mivuus riippuu kuitenkin mahdollisuudesta 16ytdad diagonaalinen tai Jordan-esitys DY-ryhmén mat-
riisille, kuin my6s mahdollisuudesta 16ytaa eksplisiittisesti antiderivaatta yhtdloryhméssi tai sen
kisittelyssi esiintyville funktioille.

Menetelmai ei ole mitenkién ylléttidva. Pdinvastoin, se on tdysin suoraviivainen yleistys menetel-
mistd, jolla ratkaistaan 1. kertaluvun lineaarinen (vakiokertoiminen) differentiaaliyhtélo. Yllattavina
voisi pikemminkin pitdd sitd kuinka paljon mekaanista laskentaa voisi periaatteessa vihentdd analy-
soimalla menetelmii tarkemmin, mutta se ei ole tdssé yhteydessi ensisijainen tavoite. Télld kurssilla
pyritdén esittdmédn ldahinnd periaate lineaaristen DY-ryhmien ratkaisemiseksi, vaikkakin ratkaisujen
Ioytdminen laskennallisesti onkin tyolédsté.

Lineaarinen, vakiokertoiminen DY-ryhmi on muotoa

anxy +...+aipx, + fl(l)
a)xy+...+ayux, + fz(t)

!
N
X

(5.50)

’

Xp = AniX1 + ...+ AppXn + ()

Tdma voidaan kirjoittaa abstraktimpaan muotoon

x =Ax +f,
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missd X = (xq,...,x,)" jaf = (fi....,f,)T ovat pystyvektoreita, joiden jokainen koordinaatti on ¢:n
funktio ja A on n X n vakiomatriisi.

Ratkaisujen 10ytdmiseksi turvaudutaan analogiaan: Jos x’ = ax + f on ensimmadisen kertaluvun
lineaarinen differentiaaliyhtdld, jossa lisdksi a on vakio, voidaan aluksi ratkaista homogeeninen
yhtilo x” = ax ja tdimin jélkeen voidaan 16ytéda ratkaisu alkuperiiselle yhtélolle vakion varioinnilla.
Homogeenisen yhtdlon x” = ax ratkaisu taas on tunnettu: Yhtilo voidaan kirjoittaa muotoon

! d
x—=a4:>—lnx=a4:>1nx=/adt(:>x=e/“dt.
X dt

Kertoimen a ollessa vakio on f adt = at + ( ja ratkaisu on siis muotoa

x = eat+C0 — eC()eat — Ceat.

Tarkastellaan seuraavaksi olisiko mahdollista 16ytd4 homogeeniselle differentiaaliyhtiloryhmalle rat-
kaisu analogisesti. Tétd varten turvaudutaan sarjaan perustuvaan madritelmiéin

o 1 o 1
Z — tA)k =) —rkAK,
k=0

josta muodollisesti derivoimalla saadaan

d tA k k 1 4k k 1 pk-1 k
- = A A A = tA = 1A,
di” Z(k_1)v Z =¢

Samoin voidaan johtaa yhtilo %e’ 4 = Ae'4, mutta tekniset yksityiskohdat sivuutetaan tissi yhtey-
dessd. Ndin ollen, jos x = e'¢, missi ¢ on vakiovektori, on

x’ = Ae'c = Ax.

Itse asiassa voidaan osoittaa, ettd homogeenisella yhtdloryhmailld ei ole muunlaisia ratkaisuja, mutta
tdmai sivuutetaan tilla kurssilla. Yhteenvetona esitetiin seuraava tulos:

tA

Lause 29 Homogeenisen differentiaaliyhtdloryhmdin X' = AX ratkaisu on X = e'¢, missd ¢ on

vakiovektori.

Huomautus 37 Matriisin ¢’4 midrittiminen kiytinnossi ei kuitenkaan ole helpointa suoraan sarja-

esitykseen nojautuen, vaan luvussa 2.8 esitetylld tavalla.

Esimerkki 130 Etsitddn uudelleen esimerkin 110 DY-parin

Yy +4y+4z=0
Z+2y+62=0

ratkaisut alkuehdoilla (y(0), z(0)) = (3, 15). DY-pari voidaan kirjoittaa muotoon

YV _ (A4 (Y
7)) \=2-6]\z]"
Kayttamilld kurssin alkuosan menetelmié voidaan matriisin
-4 -4
+=(55)

ominaisarvoiksi 16ytdd —8 ja —2 seki nditd vastaaviksi ominaisvektoreiksi (1,1) ja (—2,1). Niin ollen
matriisi A on diagonalisoituva ja diagonalisaation vilittdviksi matriisiksi voidaan valita

pz(}‘f).
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Talloin
ja

ja yleinen ratkaisu on muotoa

—8¢
(z) =e¢'e = P(eo 692,)P‘1c.

Huomioimalla alkuehto ¢ = (3, 15)7 voidaan yllioleva yhtil6 kirjoittaa muotoon

- )2

Esimerkki 131 Etsitddn DY-ryhmén

x'= 2x-2y-z2
Vv ==2x+2y+z2
7= —x+y+5z
ratkaisut (Harjoitustehtiva).
Muotoa
x = Ax +f (5.51)

olevan lineaarisen epihomogeenisen differentiaaliyhtdléryhmén ratkaisemiseksi voidaan soveltaa
aiemmin esiintynytti tekniikkaa: Homogeenisen yhtiloryhmin x” = Ax ratkaisu on muotoax = e'“c,
ja epdhomogeenisen yhtdloryhmén ratkaisua voidaan etsid vakion varioinnilla, ts. yritelmilld, jossa
vakiovektori ¢ korvataan funktiolla ¢(¢), siis X = e’4¢(¢).
Talloin
X' = e Ac(t) + ¢'Ac’(t) = Ax + ' A/ (1)!

ja kun timad sijoitetaan yhtdloon (5.51) saadaan
AX + A/ (1) = Ax +f,

josta

(1) = e, (5.52)

mistid ¢(¢) saadaan periaatteessa integroimalla: ¢(z) = f e "Af dt + ¢. Mikili timi osataan laskea,
saadaan

x(1) = e'e(r) = ' / e A dr + e'c.
Esimerkki 132 Ratkaistaan DY-pari

x'=3x -2y +t
vy =2x -2y +3e".

Edelld kuvatulla menetelmalla.
DY-pari voidaan esittdd muodossa

’
x|\ _[(3-2)(x !
vy “\2-=2]\y 3e' )’
! Matriisien summan ja tulon derivoinnille on voimassa samankaltaiset sdédnnot kuin funktioillekin, mutta néiti ei tissa
yhteydessi selviteté yksityiskohtaisesti.
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josta homogenisoimalla saadaan muoto

Homogeenisen DY-parin ratkaisut saadaan aiemmin esitetylld tavalla: Etsimilld diagonaaliesitys
matriisille A saadaan
A= p(C 0 ) po
- 0 et ’

21
P—@Z)
Nyt siis x(¢) = e’4¢(t), missi ¢(¢) saadaan yhtilosti (5.52), joka tissi tapauksessa saa muodon

2t - =2t
c’(’)z(P(eo e(zf)Pl) l(3te’)=P(eo S)P_l(;et)

_ L[ =67 + 66 +41e7 — 1!
T3\ 3e7t + 1262 + 2te7H — 2!

missa

Téstd voidaan c(f) médrittdd integroimalla:

o(r) = 1 60 +3e% + e (-1 -20)+ €' (1 —1) (e
T3 \3e7 + 662 +ef(2-21) + 6_2’(—% —1) ol

Alkuperdisen ryhmin ratkaisu saadaan tisti sijoittamalla

x(1) = e c(t).

5.8 Autonomisista DY-pareista

Sanotaan, etti differentiaaliyhtélopari

{wm=ﬁmw
V(1) = fo(x,y)

on autonominen, jos fi:nja f>:n lausekkeessa ei esiinny muuttujaa . Autonomisesta differentiaaliyh-
tdloparista voidaan eliminoida muuttuja ¢ soveltamalla derivointia parametrin suhteen:

d ’
dy @ _ Y@
2oL
dx dx - x (®)

(katso Insinoorimatematiikka B). Tédlloin saadaan differentiaaliyhtdlo

dy _ pxy)
dx = filoy)

On kuitenkin huomattava, ettd vaikka (5.53) voitaisiin ratkaista, saadaan ainoastaan sen kdyrén yhtilo,
jota pitkin (x(¢), y(¢)) kulkee, kun ¢ kasvaa. Itse liikeilmi6 jdd muilla keinoin selvitettdviksi (milld
nopeudella piste (x, y) kulkee, hidastuuko kulku, onko olemassa rajapistettd, jne.). Kayrad (x(z), y(t))
sanotaan ratakdyrdksi.

(5.53)

Esimerkki 133 Differentiaaliyhtélopari

{x’(t) =x-y
y'(@)=x+y
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. . o . AT, + 1+ .
on autonominen ja sen ratakdyrien differentiaaliyhtdlo on y’ = % = ;> . Téhdn voidaan soveltaa
x

sijoitusta z = 2 (harjoitustehtéivi).

Esimerkki 134 Lotka-Volterra differentiaaliyhtidlopari kuvaa kahden lajin (peto ja saalis) yhteiseloa.
Yksin eldessddn x (saaliseldinten kanta) kasvaisi, kun taas y (petoeldinten kanta) vihenisi. Yhdessa
eldessd x kirsii y:std ja y hyotyy x:std. Taménkaltaista dynamiikkaa yksinkertaistetussa muodossa
kuvaa differentiaaliyhtidlopari
x'(t) = ax — Bxy
/ 5.54

{y(t)=—7y+6xy, 639

missd vakiot a, B, y ja § ovat positiivisia ja termi xy kuvaa lajien kohtaamislaajuutta.
Differentiaaliyhtilopari (5.54) on autonominen ja ratakéyrien yhtdldé on muotoa

,_Yyox-—vy
Cxa-py
minké ratkaisu
alny-By=6x—-ylhx+C (5.55)

voidaan saada separoimalla yhtalo. Kédyrit (5.55) ovat pisteen (%, %) ympdri kiertdvid suljettuja kayrid,
ja parin (5.54) ratkaisut jaksollisia: On olemassa sellainen luku 7, ettd (x(T), y(T)) = (x(0), y(0)).
Jos parin (5.54) ensimméinen yhtilo kirjoitetaan muotoon

x'@t) _
x(t)

a'_ﬂy7

saadaan integroimalla

B X(T)_ Tx/ _ T _ T
O—lnm—'/o ;dt—/o(a—ﬁy)dt—a/T—ﬁ‘A y(1) dt,

mistd ndhdiin, ettd

T
l/ y(t)dt = <. (5.56)
T Jo B
Yhtélon (5.56) vasemman puolen lauseketta kutsutaan funktion y(t) keskiarvoksi vélilld [0,T] ja
merkitddn y.

Samalla tavalla funktion x(z) keskiarvoksi vililld [0,7] saadaan X = 5.

Jos ulkopuolinen toimija hévittad kumpaakin eldinkantaa tehokkuudella e, tulee yhtdloparin (5.54)
oikealle puolelle lisiti termit —ex ja —ey, siis @ jay korvautuvat luvuilla @—e ja y+e. Uudet keskiarvot

tulevat tdll6in olemaan
y+e T a—e
5 ja y

Téten siis kohtuullinen (e < @) ulkopuolinen toiminta itse asiassa lisdé saaliseldinten miérin kes-
kiarvoa.

X =

5.9 Differentiaaliyhtiloiden numeerisesta ratkaisemisesta

Differentiaaliyhtélolle
y = ft.y)

alkuarvolla y(0) = yg ei tunneta yleistd ratkaisukaavaa, vaikka useita erikoistapauksia voidaan-
kin ratkaista. Lisdksi ratkaisun olemassaolo ja yksikisitteisyys voidaan taata melko vaatimattomin
oletuksin. Jos yhden differentiaaliyhtédlon sijasta on tarkasteltava differentiaaliyhtdloryhmia

v = At yny2.- - vn)
y2 = f2(t,y1,y2,~ . "yn) , (557)

y;l = fl’l(t’yhyZ" . '9yn)
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on eksplisiittisid ratkaisumenetelmid entistd vihemmaén. Tdlloin voidaan turvautua numeerisiin me-
netelmiin, joissa madritetddn funktioiden likimiérdiset arvot ajanhetkilld O, A, 2k, 3k, 44, . . .. Dif-
ferentiaaliyhtdloryhmidn muodosta ja alkuarvoista riippuu kuinka hyvin saadut likiarvot kuvaavat
todellisia ratkaisuja. Niitd kysymyksid tarkastellaan kaaosteorian piirissa.

Huomautus 38 Kaikki differentiaaliyhtidloryhmit voidaan saattaa muotoon (5.57) muotoon ottamalla
kéyttoon uusia funktioita. Esimerkiksi korkeamman kertaluvun derivaatat y™ voidaan palauttaa
matalampiin uuden funktion z = y’ avulla, jolloin z"~V = y( mutta yhtildiden madrdd pitiz
kasvattaa: uudeksi yhtiloksi tulee ottaa funktion z médrittelevd y” = z.

Yksinkertaisin numeerinen menetelmé, ns. Eulerin menetelmd perustuu siihen, ettd derivaatta
edustaa funktion lineaarista approksimaatiota. Télloin funktion y arvoja yo, y1, ¥2, ¥3, . . . aikavélein
h lasketaan seuraavasti:

Yirl = yi +hy'(t)) = yi + b+ f(ti, yi).

Menetelmad yleistyy suoraviivaisesti differentiaaliyhtdloryhmille, mutta sitd voidaan parantaa oleelli-
sesti kdyttdmalli lineaarisen approksimaation sijaan Taylorin polynomeja. Ndin saatavia menetelmia
kutsutaan Runge—Kutta -menetelmiksi. Nami perustuvat korkeamman kertaluvun approksimaatioi-
hin, joissa derivaattojen arvoja approksimoidaan laskemalla funktioiden differensseja.

Niiden johtaminen on kuitenkin teknisesti mutkikasta ja sivuutetaan tdssd yhteydessid. Menetel-
mien esittdminen sen sijaan niiden esittiminen on melko suoraviivaista: Hyviksi havaittussa Runge-
Kutta 4:ssd funktion y arvoja yo, y1, ¥2, y3, - . . lasketaan seuraavasti:

1
Yiel = Vi + g(kl +2ky + 2k3 + ky),

missa
ky = f(ti,yi)h
ky = f(t; + $h,yi + Ski)h
ks = f(t; + 3h,yi + Ska)h ~
kg = f(t;i + h,y; + k3)h

Runge-Kutta 4 toimii my6s differentiaaliyhtdloryhmilld. Se on ylldolevan esityksen perusteella helppo
ohjelmoida, mutta valmiita ohjelmia Runge-Kutta 4:n kayttdmiseksi on runsaasti saatavilla.

Esimerkki 135 Tarkastellaan differentiaaliyhtidloparia

de _ 502
{ g = (5.58)
= = ___xy
dt 2

alkuehdoilla x(0) = 2, y(0) = 1.

Matlabiin ohjelmoitu ode23 on muunnelma Runge-Kutta -menetelmistd. Tatd kayt-
tden DY-parin likimaadrdisratkaisu vélilla ¢ € [0,10] voidaan 10ytdd seuraavasti:
[t,xy]l=0de23(@esimpari, [® 10],[2 1]) laskee vektorin [t,xy], jossa t on lista ajan-
hetkista valilld [0, 10] ja xy lista funktioparin (x,y) likiarvoista. esimpari on pystyvektori,
joka alkioina ovat DY-parin (5.58) oikean puolen funktiot. Vektori [2 1] midrittelee alkuarvot
x(0) =2jay(0) = 1.

Seuraavat rivit voidaan kirjoittaa Matlabiin M-tiedostoksi:

function esimerkki
[t,xy]l=ode23(@esimpari, [0 10],[2 1])
plot(t,xy)

return

%Y1lla olevat rivit kayttavdt ode23-ohjelmaa DY-parin
%likimadrdiseen ratkaisemiseen ja kuvaajan piirtdmiseen

function arvo=esimpari(t,xy)
x=xy(1);
y=xy(2);
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arvo(l,1)=-2*x*x;
arvo(2,1)=-0.5%x*y;
return
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%Y1la oleva mddarittelee funktion esimpari. Funktion arvo

%on 2-pituinen pystyvektori, joka Matlabissa voidaan

%esittdd 2*1l-matriisina: arvo(l,1) on 1. alkio ja
%arvo(2,1) pystyvektorin 2. alkio.

Kuviossa funktion x kuvaaja alkaa
1 arvosta 2 ja y:n arvosta 1. Tarkempi
analyysi osoittaa, etti molempien
funktioiden kuvaajat
nollaa #:n kasvaessa.

lahestyvit

Huomautus 39 Edellisen esimerkin differentiaaliyhtdlopari voidaan ratkaista myds eksplisiittisesti.

Ensinndkin, autonomiselle parille saadaan

d
dy _dr _~3 _ 1y
de dx  _2x2  4x
dt
mik4 on separoituva yhtdlo:
1 1
4/—dy=/—dx+C,
y X
miké voidaan kirjoittaa muotoon
4Iny =Inx + C,

ja edelleen y* = ¢Cx. Vakio ¢© saadaan alkuehdoista sijoittamalla r = 0: y(0) = 1 ja x(0) = 2.
Tilloin 1* = €2, josta €€ = 1. Tillsin siis y = y/Z, mutta miten pari (x, y) kéyttiytyy #:n funktiona,

jaa selvittdmatta tdlla tavalla.
Toisaalta taas parin ensimmaéinen yhtilo on separoituva:

11

—5 F dx = dt,
misti integroimalla saadaan
11
—— =1+ (,,
2x 2

ja jélleen alkuehto kertoo, etta % . % =0+ C,. Nédin ollen x = ﬁ jay =4

41+1°



