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Differentiaaliyhtalot

Jos funktiot a; ovat jatkuvia, on homogeenisella DY:lla
any(”) + an_1y("_1) +...+ay"+ay +ay=0

n lineaarisesti riippumatonta ratkaisua y1, ..., y, ja yleinen
ratkaisu saadaan naiden lineaarikombinaationa:

y=cayr+ cys+ ...+ Cayn.
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Differentiaaliyhtalot

Jos funktiot a; ja b ovat jatkuvia, ovat epahomogeenisen DY:n
any™ + an_1y "V 4+ axy” +ary’ + agy = b

kaikki ratkaisut muotoa

y=ayir+ oy + ...+ cayn+ Yo,

missa yi, ..., Yn ovat homogeenisen DY:n riippumattomat
ratkaisut ja yo epahomogeenisen DY:n yksittaisratkaisu.

o
Yhtaloryhman Ax = b kaikki ratkaisut ovat muotoa
c1X1+ ...+ ckXk + xg, missa x; ovat homogeenisen ryhman

Ax = 0 riippumattomat ratkaisut ja xg alkuperaisen ryhman
yksittaisratkaisu.
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Differentiaaliyhtalot

Vakiokertoimisen homogeenisen DY:n
a (n) (n—1) " / _
ny'\’ +an—1y +...+ay +ay +ay=0

ratkaisuja voidaan I6ytaa yritteelld y = e*: Talloin y' = Ae't,
y" = X2eM . y(1) = \"eMt 5 sjjoittamalla saadaan

ap\"eM + 2, N"TeM 4 a2t g et + ape? =0
ja jakamalla e pois
A A"+ a1t A" 4+ a2+ a A+ a=0.

Algebran peruslauseen mukaan talla karakteristisella yhtalolla on
ratkaisu.
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Lineaariset DY:t

Jos A; on karakteristisen yhtalon j-kertainen juuri, on
vakiokertoimisella homogeenisella DY:lla lineaarisesti
riippumattomat ratkaisut

Nt tehit 2ehit L gTleNt,

v
Hvomavtws . |
Jos reaalikertoimisella karakteristisella polynomilla on kompleksinen
juuri A, on myds taman liittoluku A myds ratkaisu. Jos halutaan
pidattaytya reaalisissa ratkaisuissa, merkitaan A = oo+ if3 ja
ratkaisut e’ ja e voidaan korvata reaalisilla ratkaisuilla
e cos(ft) ja e*tsin(ft).
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Lineaariset DY:t

Epahomogeeninen DY
Epahomogeeninen, vakiokertoiminen DY

any™ + ap_1y" D 4+ ay” + a1y’ + agy = b(t)

voidaan ratkaista seuraavasti:
o Etsitaan kaikki homogeenisen DY:n ratkaisut y1, ..., ¥n
yritteelld y = et
o Etsitaan epahomogeenisen yhtalon yksittaisratkaisu yg
yritteella kokeilemalla tai Laplace-muunnosten avulla.

o Kaikki ratkaisut ovat talloin muotoa y = c1y1 + ... chyn + Yo-
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Yksittaisratkaisun etsimisesta

any™ + ap_1y(™ D 4+ 4 a1y + agy = b(x)

@ Jos b(x) on astetta n oleva polynomi, yritd astetta n olevaa
polynomia.

o Jos b(x) = ae* (tai acos kx tai asin kx), yritd ratkaisua
y = Ae® (tai Aj cos kx + Ay sin kx).

@ Jos b on edellamainittujen tulo, yrita samanmuotoista
ratkaisua.

@ Jos b on edellamainittujen summa, tee yrite jokaiselle
summattavalle erikseen.

@ Jos yrite sisaltaa termin, joka on homogeenisen DY:n ratkaisu,
kerro se muuttujalla. Toista tarpeen vaatiessa.
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Lineaariset DYt
1. kertaluvun lineaarinen DY

Yhtilén
y' +a(x)y = b(x)

ratkaisut ovat muotoa y = Cy; + yp, missa y; on homogeenisen
yhtalon
y' +a(x)y=0

ratkaisu # 0 ja yp on jokin alkuperdisen yhtalon ratkaisu.

V.
Ratkaisumenetelma

@ Homogeenisen yhtalon ratkaisu yy.

@ Vakion variointi: Sijoitetaan y = C(x)yy alkuperaiseen
DY:hyn ja ratkaistaan C(x).
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Lineaariset DY:t

Homogenisointi:

X
Q <=

Il

|

N

X

tr ¢ ¢
gx
I
|
X
+
®

& y==xe e

riippuen y:n merkista. Huomioidaan merkki ratkaisussa y = Ce .
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Lineaariset DY:t

Vakion variointi

Alkuperainen yhtalo y’ + 2xy = x, homogeenisen ratkaisu
.2
y=Ce .
Yrite: y = C(x)e™". Talldin y' = C'(x)e™™ + C(x)e*(—2x) ja
sijoittamalla alkuperaiseen yhtaloon saadaan

2

C'(x)e™ + C(x)e ™ (—2x) +2xC(x)e ™ = x & C'(X)e ™ = x.

Tasta
2

C'(x) = xe*’ = C(x) = %ex 4 €

1 1
y = (§ex2 + C)e_x2 =5+ Ce <.
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Lineaariset DYt
2. kertaluvun lineaarinen DY

y" 4+ a(x)y’ + b(x)y = c(x)

e Esiintyvat erityisesti fysiikassa (klassinen ja kvanttifysiikka)
o Ei yleista integrointiin perustuvaa ratkaisumenetelmaa

o Erikoistapauksia tutkittu kauan

o

Useita ratkeavia erikoistapauksia

v
Jos homogeeniselle DY:lle

y" +a(x)y’ + b(x)y =0

tunnetaan yksikin ratkaisu, voidaan kaikki alkuperaisen DY:n
ratkaisut selvittaa.
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Sarjaratkaisut

Sarjaratkaisu

Jos a(x) ja b(x) ovat riittavan sadnndllisia, voidaan DY:n
y"+a(x)y’ + b(x)y =0
ratkaisu loytaa Taylorin kehitelman
y:ao+alx+agx2+a3x3+...

avulla.

Esimerkki 127 (vuoden 2019 moniste): Airyn DY y” + xy =0
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Separoituvat DY:t

Muotoa

y'=g(x)f(y)

oleva DY on separoituva.

Separoituvan DY:n ratkaiseminen

¥ — (1)
& f(l ] dy = g(x) dx
& f(ly)dy:/g(x)dx—i-C
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Separoituvat DY:t

Esimerkit 116-118 (2019 moniste)

Esimerkki 118:

o _ ke
dt m
1
& k2dv:dt
g~ mVv
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Separoituvat DY:t

_
we [ 7
<
y’

Derivoimalla saadaan
/

Yy =

siis
dy

C
:<:>ydy:C(:)/ydy:/Cdt.
dt vy

Nain ollen 3y2 = Ct + k ja siis
= V2Ct + 2k.

Alkuehdosta yo = V/2k saadaan k = %
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Eksaktit DY:t

Yleistetty ketjusaanto

Jos y ja z ovat x:n funktioita, on

d OF 9y OF 8z
VD=5 0 T oz ox

Olkoon y =sinx ja z = x? + e* sekd F(y,z) = yz° + 3yz.
Lasketaan < > Fly,2).

OF dc  OFdy OF  OF ,

F -
dx (y(x)) = Ox dx T oy dy dx Ox * 6y
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Eksaktit DY:t

OF dx OFdy OF OF J/
dxF(X y(x)) = Dx dx Ty Jy dx Ox By

Ratkaisuyrite

Muotoa
f(x,y)+&(x,y)y'=0

oleva DY:ta voidaan yrittaa tulkita muodossa

oF OF , d
—_— —_— pry 7F ==
o oy 0& (x,y) =0,

jonka ratkaisu on

F(x,y) = C.
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Eksaktit DY:t

Jos funktiot f ja g ovat riittdvan saanndllisia, funktio F(x,y), jolle

9F = f(x,y) ja ?’TC = g(x,y) on olemassa tarkalleen silloin kun

of _ g
dy  Ox

Maaritelma

Differentiaaliyhtalo

f(x,y)+g(x,y)y'=0

on eksakti, jos 3 8f = ax € (ja f ja g ovat riittdvan saanndllisia).
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Eksaktit DY:t

Eksaktin DY:n ratkaiseminen

f(va)—I_g(Xv)/)y,:O

& a—F—l—a—Fy':O
ox Oy

& dF(xy):0
dx

< F(x,y)=C

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 7 19 of 21



Eksaktit DY:t

Jos yhtalo
f(x,y) +g(x,y)y'=0

ei ole eksakti, on toisinaan mahdollista [6ytaa funktio u(x,y) (ns.
integroiva tekija), jolla kerrottuna yhtalo

f(X,y)/.L(X,y) +g(Xay):U’(X7.y)y, =0

on eksakti.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 7 20 of 21



Eksaktit DY:t

Mallintamistehtava

Etsittava yhtalo sellaiselle kayralle, joka heijastaa x-akselin
suuntaiset sateet origoon.

(0,0)

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 7 21 of 21



