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Lineaariset jarjestelmat

Lineaarinen DY:

vy 4 a0 1y D 4 agy = x4 by x (M 4 by
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Lineaariset jarjestelmat

Lineaarinen DY:

vy 4 a0 1y D 4 agy = x4 by x (M 4 by
Laplace-muunnos:

S"Y 4+ ap_1s" Y + .. aY = s"X + bp_15™ X + ... + boX,

josta

1

(s"+ap1s" "+ ...+ a)Y =(s"+ by ys™ bo)X

M4 bp18" 1+ ...+ b

s"+ap_15" 14+ ...+ a

G(s) (ns. siirtofunktio)
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Stabiilisuus

Maaritelma

Jos siirtofunktio G(s) = % on rationaalinen ja supistettu siihen

muotoon, etta osoittajalla ja nimittajalla ei ole yhteisia nollakohtia,
sanotaan nimittajan nollakohtia navoiksi
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Stabiilisuus

Maaritelma

Jos siirtofunktio G(s) = % on rationaalinen ja supistettu siihen
muotoon, etta osoittajalla ja nimittajalla ei ole yhteisia nollakohtia,
sanotaan nimittajan nollakohtia navoiksi )
Lineaarinen systeemi on stabiili tarkalleen silloin kun sen
siirtofunktion napojen reaaliosat ovat negatiivisia.
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Naytepisteet
Jos x(t) on jatkuva signaali, ja T naytteenottovali, maaritelldan
diskretisoitu signaali

[e.9]

xp(t) =Y _x(nT)é(t — nT).

n=0
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Jos x(t) on jatkuva signaali, ja T naytteenottovali, maaritelldan
diskretisoitu signaali

[e.9]

xp(t) =Y _x(nT)é(t — nT).

n=0
Talle Laplace-muunnos on

o

Llo(D)](s) = D x(nT)L[(t —nT)|(s)
n=0

—T
= § ns_gxn >
n=0

missd on merkitty z = €7 ja x, = x(nT)
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Maaritelma

Jonon xp, X1, X2, ... Z-muunnos on

Z[xa](2) = ZX,,Z_”.
n=0

Mika Hirvensalo mikhirve®@utu.fi Luentoruudut 11 5 of 17



Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Maaritelma

Jonon xp, X1, X2, ... Z-muunnos on

Z[xa](z Z XnZ

Funktion x(s) Z-muunnos on jonon x, = x(nT)
(ne€{0,1,2,3,...}) Z-muunnos kun T on kiinnitetty.
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Ominaisuuksia

Lineaarisuus:

Zlaf, + Benl(z) = aZ[f](2) + 5Z]gnl(2)
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Ominaisuuksia

Lineaarisuus:

Zlaf, + Benl(z) = aZ[f](z) + BZ[gn](2)
Aikasiirto:

Z[fpa](2) = 2Z[f] — foz
Zlfyale) = 22[] — fiz - 7
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Differenssi

Maaritellaan Ay, = yp11 — yn, jolloin

Az)/n = Yn—2 — Yn+1 — ()/n+1 - )/n) = Yn+2 — 2}/n+1 + Yn
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Differenssi
Maaritellaan Ay, = yp11 — yn, jolloin

Az)/n = Yn—2 — Yn+1 — ()/n+1 - )/n) = Yn+2 — 2}/n+1 + Yn

A?’)/n = Yn4+3 — 2Yn+2 + Yn+1 — (yn+2 - 2ynJrl + )/n)
= Ynt3 — 3Ynt2 +3Ynt1 — Yn
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Lineaarinen DY vs. differenssiyhtalo

y(”) + a,,,ly("_l) + ...+ ay = x(M o p o x(m=D 4 pox.
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Lineaarinen DY vs. differenssiyhtalo

y(”) + a,,,ly("_l) + ...+ ay = x(M o p o x(m=D 4 pox.

Tata vastaa periaatteessa differenssiyhtalo
Akyn+ak—1Ak_1Yn+- .. taoyn = AIXn‘i'B/—lAI_an"" . -+50Xn'

mutta tama voidaan kirjoittaa muotoon

Ytk t 3k—1Ynik—1+ .-+ a0Yn = Xnt1 + b Xnyi—1+ ... + boxo
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Differenssiyhtalot
Yhtilo

Yotk + ak—1Yntk—1 + ..+ a0Yn = Xnt1 + bj—iXpy1—1 + ... + boxo

Maarittaa diskreetin lineaarisen jarjestelman.
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Stabiilisuusehto

Alkuperaiselle (jatkuvalle) systeemille stabiilisuusehto on Res < 0
aina, kun s on siirtofunktion napa.
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Stabiilisuusehto

Alkuperaiselle (jatkuvalle) systeemille stabiilisuusehto on Res < 0
aina, kun s on siirtofunktion napa. Kirjoittamalla s = a+ ib
saadaan

7= esT _ eaTele,

jolloin ehto a < 0 on yhtapitava ehdon |z| < 1 kanssa.
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Esimerkki: Fibonaccin luvut
Olkoot Fp = F1 =1 ja

Fn+2:Fn+1+Fn7

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 11 11 of 17



Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Esimerkki: Fibonaccin luvut
Olkoot Fp = F1 =1 ja

Fn+2:Fn+1+Fn7

Josta Z-muunnokset laskemalla (ja merkitsemalla
Z[F,)(z) = Fn(z)) saadaan

~

22Fp(z2)—z—2° = zl/-_\,,(z) —z+ I?n(z),

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 11 11 of 17



Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Esimerkki: Fibonaccin luvut
Olkoot Fp = F1 =1 ja

Fn+2:Fn+1+Fn7

Josta Z-muunnokset laskemalla (ja merkitsemalla
Z[F,)(z) = Fn(z)) saadaan

22Fp(z2)—z—2° = zl/-_\,,(z) —z+ I?n(z),

josta R
(22— z—-1)F,(2) = 2°

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 11 11 of 17



Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Esimerkki: Fibonaccin luvut
Olkoot Fp = F1 =1 ja

Fn+2:Fn+1+Fn7

Josta Z-muunnokset laskemalla (ja merkitsemalla
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Osamurtohajotelmilla (merk. v = %) saadaan
~ 1
5 = —
(2) 1—u—u?
1 1 1
= ( )
08—« u—a u—p
1 1 1
" F-e'l-a I-p
_ 1 ( z z )
- B-a l1-az 1-— 3z
_ 1 4 Z 4z
B 6—a(a al—z b B*l—z)’
miss'a'noz:_1%‘/5962_1;”/g
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Diskreetit lineaariset jarjestelmat

Kaanteinen Z-muunnos

_ 1 -1 _—n —1p0—n
Fn = ﬂ—a(a a "+ BB

/5 1 — /By nt+l
= ()=
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Usean muuttujan funktiot
o Maaritellaan funktioina f : R” — R™

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 11 14 of 17



Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Usean muuttujan funktiot
o Maaritellaan funktioina f : R” — R™

e Voidaan jakaa komponenttifunktioiksi f = (fi, ..., fy), jossa
jokainen f; on funktio R” — R.
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Usean muuttujan funktiot
o Maaritellaan funktioina f : R” — R™

e Voidaan jakaa komponenttifunktioiksi f = (fi, ..., fy), jossa
jokainen f; on funktio R” — R.

Esimerkkeja
e Napakoordinaattimuunnos f(r,8) = (r cos @, rsin 0)

o Pallokoordinaattimuunnos
f(r,0,¢) = (rcosfsin ¢, rsinfsin o, rcos o)
o Jatkuva f : R? — R mairittelee pinnan avaruudessa R3

o Jatkuva f : R — R3 maiarittelee kiyran avaruudessa R3.
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Usean muuttujan funktiot
o Maaritellaan funktioina f : R” — R™
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Jatkuva f : R — R3 maiarittelee kidyrin avaruudessa R3.
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Usean muuttujan funktiot
o Maaritellaan funktioina f : R” — R™

e Voidaan jakaa komponenttifunktioiksi f = (f, ..., fy), jossa
jokainen f; on funktio R” — R.

Esimerkkeja

e Napakoordinaattimuunnos f(r,8) = (r cos @, rsin 0)

Pallokoordinaattimuunnos
f(r,0,¢) = (rcosfsin ¢, rsinfsin o, rcos o)

Jatkuva f : R? — R mairittelee pinnan avaruudessa R3

Jatkuva f : R — R3 maiarittelee kidyrin avaruudessa R3.

f:R3 — R esittia kolmiulotteisen avaruuden skalaarisuuretta

f:R3 — R3 esittia kolmiulotteisen avaruuden vektorisuuretta
(vektorikenttd)
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Osittaisderivaatta

Funktion f : R” — R osittaisderivaatta i:nnen muuttujan x;

suhteen pisteessd @ = (a1,...,an) € R" on

of f(ai,...,ai—1,ai+ h,ai41,...,an) — f(a1,...,a
OF (2) = lim (a1, ..., ai—1,38i + h, ait1 n) — f(a1 n)
3X,' h—0 h
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Osittaisderivaatta
Funktion f : R” — R osittaisderivaatta i:nnen muuttujan x;
suhteen pisteessa a = (a1,...,a,) € R” on

of - f(ai,...,ai—1,ai + h,ai41,...,an) — f(a1,...,an)
3X,' h—0 h '

Muut merkinnat: £ (a) ja Dy f(a). Jos muuttujien xq, X2, ..., Xp
jarjestys on kiinnitetty, niin myds merkintdd D;f(a) kaytetdan.
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Funktion f : R” — R osittaisderivaatta i:nnen muuttujan x;

suhteen pisteessd @ = (a1,...,an) € R" on

of f(ai,...,ai—1,a; + h,aj41,...,an) — f(a1,...,a
OF (2) = tim (a1,...,a8i-1,8i + h,aiy1 n) — f(a n)
aX,' h—0 h

Muut merkinnat: £ (a) ja Dy f(a). Jos muuttujien xq, X2, ..., Xp

jarjestys on kiinnitetty, niin myds merkintdd D;f(a) kaytetdan.

Jos toisen kertaluvun osittaisderivaatat ovat jatkuvia, niin

0*f 2) = O*f
0x;0x; B 0x;0x;

(a).
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Maaritelma

jos

(Ve > 0)(36. > 0)(0 < d(x,x0) < 6 = d(F(x),y) < €)
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Xll)rr}o f(X) =Y

jos
(Ve > 0)(30 > 0)(0 < d(x,x0) < 6 = d(f(x),y) <e€) )
[ Huomavtws |

Tassa yhteydessa

n

> (xi — yi)>

i=1

dlx,y) = llx —yll =
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Derivoituvuus

Reaalifunktion f derivoituvuus:
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Derivoituvuus

Reaalifunktion f derivoituvuus:
f(x+ h) — f(x) = k- h+ he(h),

missa e(h) 222 €(0) = 0.
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Usean muuttujan differentiaalilaskentaa

Reaalifunktion f derivoituvuus:

f(x+ h) — f(x) = k- h+ he(h),

missa e(h) 222 €(0) = 0.

Maaritelma

Funktion f : R" — R™ on differentioituva pisteessa x € R”, jos

f(x 4+ h) — f(x) = Th+ ||h||e(h),

missa T : R” — R™ on lineaarikuvaus ja €(h) M) €(0) = 0.
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