Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2022

Demonstraatio 1, 27.9.2022

1. Olkoon f(z) = 3z + 2. Laske etdisyys d(f(z), f(2)) ja ilmoita se lausekkeel-
la, joka siséltdd etdisyyden d(z,2). Miten d(f(x), f(2)) ja d(x,2) suhtautuvat
toisiinsa?

Mallivastaus: f(2) = 8 ja siis
d(f(z), f(2)) =3z +2—8| = |3z — 6| = 3|z — 2| = 3d(z, 2).

d(f(x), f(2)) on siis kolminkertainen verrattuna etaisyyteen d(z,2).

2. Olkoon f(z) = 322. Laske etiisyys d(f(z), f(2)) ja ilmoita se lausekkeella,
joka siséltdd etdisyyden d(zx,2). Jos vield rajoitetaan muttujaa x siten, ettd
x € (1,3), miten d(f(x), f(2)) ja d(z,2) suhtautuvat toisiinsa?

Mallivastaus: Koska f(2) = 12, on
d(f(z), f(2)) = [32® — 12| =3 |2® — 4| =3 |(z + 2)(z — 2)| = 3(z + 2)d(z, 2).

Koska |z 4 2| < |z| +2 < 3+ 2 = 5, voidaan todeta ettd etdisyys d(f(x), f(2))
on korkeintaan 3 -5 = 15-kertainen etdisyyteen d(x,2) verrattuna. Erityisesti
aiempi etaisyys tulee pieneksi, mikili jalkimmaéinen tulee.

3. Jos edellisen tehtévin rajoitetta € (1, 3) tiukennetaan muotoon x € (1.9,2.1),
miten etdisyydet d(f(z), f(2)) ja d(z,2) sitten suhtautuvat toisiinsa?

Huomautus: Mallivastauksissa kdytetddn selkeyden vuoksi desimaalipistettd
desimaalipilkun sijaan.

Mallivastaus:
d(f(z), f(2) = [32°—12|=3[2® —4| =3|(z +2)(z — 2)|
= 3(z+2)d(x,2) <3(2.1+2)d(x,2) = 12.3d(x, 2)
T4lloin voidaan sanoa, etté etédisyys d(f(x), f(2)) on korkeintaan 12.3-kertainen
etdisyyteen d(x,2) verrattuna.

Mietittdvii: Voisiko kerrointa 12.3 tarkentaa jos valid (1.9,2.1) tiukennettai-
siin muotoon (1.99,2.01)7

4. Jos x on ldhelld lukua 3, on % ilmeisesti 1ahelld lukua % Esité etdisyydelle

d(%, 1) lauseke, jossa esiintyy myds d(z, 3). Ohje: Miritelmit ja laventaminen.
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Mallivastaus:
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Huomautus: Jos valitaan x niin 1dheltd lukua 3, ettd x > 2, on

d(%, %) L d(2,3) < ——d(x,3) = éd(x73).
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Jos taas on valittu x siten, ettd x > 2.9, on
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Mieti voisiko kerrointa % vield pienentdd kiristdmaéalla luvun z valintaa l&hem-
méksi lukua 37



5. Osoita, ettid 23 — 522 + 1 saadaan suuremmaksi kuin miki tahansa ennalta
annettu luku M > 0, kunhan x valitaan riittdvan suureksi.

Vihje: Kunhan z > 1, on 2® — 522 +1 > 23(1 — 2) (miksi?). Témén jélkeen
voidaan todeta, ettd 1 — 2 > 1 kunhan z on riittévin suuri (kuinka suuri?)
Miten saadaan lopullinen johtopditos?

Mallivastaus: % — 522 + 1 > 2 — 5a? = 23(1 — 2). Jos taas > 10, on 2 < §
ja téten 1 — g > % Jos siis > 10, on x> — 522 +1 > %x?’. Edelleen voidaan
todeta, ett %:U?’ > M, kunhan z > v/2M. Niin ollen 23 —5z2+1 > M, kunhan
x > max{10, v/2M}.

Selostusta: On melko hankalaa selvittdd suoraan mille z:n arvoille péatee
22 — 522 + 1 > M. Titd ongelmaa voidaan kiertis etsimilld, polynomille
23 — 522 + 1 jokin alaraja (t#issi tapauksessa %933), jota voidaan verrata lu-
kuun M helpommin. Mallivastaus on muodollinen todistus raja-arvolle

lim (2% — 52% 4+ 1) = co.
T—00

6. Selvitd miten f(z) = % kiyttaytyy kun 2 — 1. Onko mahdollisesti raja-
arvo

lim f(z)

olemassa?

Mallivastaus: Laskemalla funktion arvoja ldhelld lukua 1, esim. pisteissd x =

0.9, 0.99, 1.1, 1.01 jne. voi tulla vakuuttuneeksi siitd ettd funktion f arvot

tulevat lahelle lukua —1, kun x valitaan ldheltd lukua 1.

?—3z+2  (z—1)(z—2)
rz—1 a rz—1

Tarkemmin: Koska 22 —3z+2 = (z—1)(2—2), on

r—9222 9

7. Laske d(ﬁgg’%ﬁ, —1) ja mieti milld tavoin z pitdd valita, jotta tAmé saataisiin
pieneksi.

Mallivastaus:
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Jos valitaan x niin l&heltd lukua 1, ettéd d(x, 1) < €, on myos

d(f(z),—1) =d(x,1) <e.

8. Miten funktio f(x) = sin% kiyttaytyy, kun £ — 07 Onko olemassa raja-arvoa

lim sin —7
z—0 T
Mallivastaus: Voidaan todeta, etta sin% =1 kun % =5+2mner=

jasin%:—lkun%:—%—i-%rn(:}w:
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ﬁ. Koska mielivaltaisen lahelts
2

nollaa 16ytyy pisteitd joissa f(z) saa arvon 1 ja —1, ei funktion arvo voi tulla

ldhelle mitdan yksittiistd lukua kun @ — 0.

Niéin ollen kysyttyé raja-arvoa ei ole olemassa.



9. Miten funktio f(z) =« sin% kiyttaytyy, kun z — 07 Onko olemassa raja-arvoa
1
lim z sin —7
z—0 T

Mallivastaus: Kysytty raja-arvo on 0, silla

d(f(x),0) =

1
msin‘ < |z|-1=d(z,0).
T

Néin ollen d(f(z),0) < €, kunhan d(z,0) < € (Téassa tapauksessa siis d¢ = €).



