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Demonstraatio 2, 4.10.2022

1. Méérita derivaattafunktio f'(x), kun f(z) = 2sinz cos .
Mallivastaus: Tulon derivointisddnnon perusteella

f'(z) = 2cosxcosx + 2sinx(—sinz) = 2(cos? x — sin’ ).

Huomautus: Koska 2 sin x cos = sin 2z, saadaan my6s muoto f’(x) = 2 cos 2.

Tami on sama kuin edelld saatu muoto, silld cos 2z = cos? z — sin® .

2. Mé&drita funktiolle f(x) = /x derivaatta suoraan derivaatan médritelmaan
nojautuen. Ohje: Etsi sopiva laventaja erotusosaméairin lausekkeelle.

Mallivastaus:
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Huomautus: hm Vi + h = /x seuraa siité, ettd f : [0,00) — [0,00), f(x) =

Va on alkelsfunktlona jatkuva. Sama koskee myds rationaalilauseketta, jossa
v + h esiintyy osana. On myds huomattava, ettd derivaatan méarittavaa raja-
arvoa ei ole olemassa, jos x = 0. Niin ollen funktio f(z) = y/x on derivoituva
vain jos x > 0.

3. Olkoon f(z) = zsini. Etsi f/(z) kun z # 0.

Mallivastaus: Tulon, sinin, ja yhdistetyn funktion derivointisdannén perusteella

1 1 1 1 1
/ — oin ~ o (— — oin — — = -,
f(m)—smgc—ka:cosm ( :cQ) sin — — — cos —

4. Olkoon f kuten edellisessé tehtéviissa. Onko f/(0) olemassa?

Mallivastaus: Derivaatan f’(0) olemassaolon selvittdmiseksi on tarkasteltava

f(O+h)—£(0)

lauseke ei méérittele funktiolle f mitddn arvoa, kun z = 0. Edellisen demokier-

erotusosamadrai

. Ensimméinen ongelma on tietysti se, ettd

1
roksen perusteella tiedetddn kuitenkin, ettd hr% xsin — = 0, joten méirittele-
r— X

méilld f(0) = 0 saadaan koko reaaliakselilla jatkuva funktio. Kéytetddn tété
médritelmad (miksi kannattaa toimia ndin?). TAll6in
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Kun A — 0, voidaan edellisen demokierroksen perusteella todeta, ettd raja-
arvoa ei ole olemassa, joten siis derivaattaa f’(0) ei ole olemassa.

Huomautus: Luennolla esitetyn lauseen mukaan funktio on jatkuva niissi
pisteissd missd se on derivoituva. Jos siis funktio f ei ole jatkuva pisteesséd



x = 0, ei se mydskddn voi olla derivoituva. Téten ainoa mahdollisuus saada
aikaan pisteessi © = 0 derivoituva funktio on mééritella f(0) = lirr%) f(x).
T—

Tamikiin ei aina tuota derivoituvuutta, kuten téssi tehtivissi kivi ilmi.

. Selvitd funktion tanz = ig;ﬁ derivaattafunktio kiyttdmalla osam&drin deri-

vointisddntod. Vastaus: Dtanx = 00512 - =1+ tan® z, mutta miten?

Mallivastaus: Osaméirin derivointisddnnon perusteella
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. Kéytetdan funktion f: (=3, 5) = R, f(z) = tanz kddnteisfunktiosta merkin-
tdd arctan. Sovella yhtdloon

arctan(tanx) = x

ketjusdantod, merkitse y = tan x ja padttele mitd on D arctany.
Mallivastaus: Ketjusddnnon perusteella
D arctan(tanz)D tanz = 1,

miké voidaan myos kirjoittaa muotoon

D arctan(tanz)(1 + tan® z) = 1,
mistd merkitsemalld y = tan x ja jakamisella seuraa
b
1+y2
Néin ollen siis arkustangentin derivointisdénto saa (vaihtamalla y x:ksi) muo-
don

D arctan(y) =

Darctanz =
1+ 22
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. Olkoon a > 0 ja merkitdin C' = }LH% . Osoita suoraan derivaatan méairi-
—
telm&an perustuen, etta
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Ohje: Kdytd erotusosamairaé.
Mallivastaus:
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Huomautus: Jos oletetaan tunnetuksi, ettd eksponenttifunktio x — a* on

jatkuva funktio, on tietysti }llir% a" = a® = 1. Tallsin lausekkeen % raja-arvo
*>

kun h — 0 on hankalasti maaritettivissi, koska sekd osoittaja ettd nimittaji
ldhestyvit nollaa. Ttse asiassa on melko tydléstd osoittaa ettd kyseinen raja-
arvo ylipddnsé on olemassa, tyoldys toki riippuu siitd miten eksponenttifunktio
muodollisesti madritellaan.

Kaikilla mielekkéilld eksponenttifunktion méaritelmilla voidaan kuitenkin paa-
h

olemassa.

tya sithen johtopédtokseen, ettd kun a > 0, on raja-arvo }llin%
—)

a=e=2,71828... on ainoa luku jolle kyseinen raja-arvo on 1.



8. Yhtalo
22 + 5y — 6xy? + 2% = 16

médrittelee jossakin pisteen (x,y) = (1,3) ympéristossa derivoituvan funktion
y = f(x). Totea ettd piste (1,3) kuuluu kéyrille ja maarita f/(1).

Mallivastaus: Implisiittinen derivointi tuottaa yhtalon
2x + 5y + bxy’ — 6y? — 622yy’ + 2 - 3y*y =0,

josta saadaan
(5z — 12zy + 6y%)y’ = —(2x + 5y — 6y%)
ja edelleen
) 2z 45y —6y°
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Sijoittamalla tdhin (z,y) = (1,3) saadaan
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9. Parametrimuoto {(2t> — 3t + 5,t2 + 2) | t € R} méirittelee jossakin pisteen
(x,y) = (4,3) ympéristossd derivoituvan funktion y = f(x). Maarita f'(4).

Mallivastaus: Ensiksi pitdé selvittdd parametrin ¢ arvo, jolla piste (4, 3) saavu-
tetaan. Tatéd varten ratkaistaan yhtalopari

4 = 283-3t+5
3 = t242.

Jalkimmaisen yhtdlon ratkaisut ovat ¢ = +1, mutta vain ¢ = 1 toteuttaa en-
simmaisen yhtélon. Téten ¢t = 1 on kysytty parametrin arvo, jolla piste (4, 3)
saavutetaan.

Derivaatta voidaan maarittad seuraavasti
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ja f’(4) saadaan sijoittamalla tdhan ¢t =1, f/(4) = % = %



