Insinoorimatematiikka: Differentiaali- ja integraalilasken-
ta 2022

Demonstraatio 3, 11.10.2022

1. Olkoon f(x) = 23 + x + 1. Perustele miksi f : R — R on bijektio. Midrit#
Df~1(—2). Ohje: Kéytd kisnteisfunktion derivointisifintéd. On selvitettivi
sellainen z, jolla f(z) = —2 (miksi?) Kokeile joitain lukuarvoja tdmén yhtdlon
ratkaisemikseksi.

Mallivastaus: Ensinnikin f’(z) = 322 + 1 > 0, joten f on aidosti kasvava ja
siksi injektio. Toiseksi, On mahdollista todeta etti li_)rn f(x) = oo, joten f
x o

saa miten tahansa suuria arvoja sekd lim f(x) = —oo, joten f saa miten
T——00

tahansa pieniéd arvoja. Jatkuvana funktiona f saavuttaa titen minki tahansa
reaaliarvon ja néin ollen f on myd6s surjektio.

Kadnteisfunktion derivointisddnnon perusteella
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joten derivaatan (f~!)/(—2) selvittimiseksi on méiritettivi sellainen z:mn ar-
vo, jolle f(x) = —2. Tdmi selvidi ratkaisemalla yhtils 23 + 2+ 1 = —2 <
23 4+ x 4+ 3 = 0. Télle yhtilslle ei 16ydy helposti ratkaisua, mutta = = —1
on ilmeisesti hyvé likiarvo ja Newtonin menetelmalld (vrt. viimeinen tehtdvi)
16ytyy ratkaisun likiarvo x = —1.21341... Télldin
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2. Maarita /xcosxdw. Ohje: Osittaisintegrointi.

Mallivastaus:

d
/xcosxd:z::/a:dsinxdx:xsinx—/sinxd:r:xsina:+cosa:+C
T

3. Mé&arita /:Bln:nd:n. Obje: Osittaisintegrointi.

Mallivastaus:
dz T
/:L‘ln:zdx = /lnx—lnx—/daz—lnx—/daz
dr 2 2
x? x?
= —1 S
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4. Maarita / sin? z dz. Ohje: Kéyti sopivaa trigonometrista kaavaa jos et parem-

paa keinoa keksi.
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Mallivastaus: sin® z = (1 — cos 2z), joten

1 1 1
/sinQJ:dm = /2(1—cos2x)da::/2dx—2/cos2xda:

1
—sin2z 4+ C.

2 C =
sin 2x + 4
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Huomautus 1: Edellé piti maarittaa / cos 2z dzx. Tarkastellaan tdmén sijasta

yleisempéd tilannetta /f(cw) dzx, kun tiedetaan ettd F'(z) = f(x). Talldin on

mahdollista tehdéa sijoitus = = é, jolloin ’é—f = % ja

/f(cw) do = /f(t)idt = %F(t) +C = %F(cm) +C.

Koska
/COS{L‘dIL‘ =sinx + C,

saadaan edelldmainitun erikoistapauksena
1.
cos2xdxr = 5 Sin 2z + C.
Huomautus 2: Antiderivaattaa voidaan etsid myos osittaisintegroimalla:

d
/siandx = /sinxd(—cosw) dr = —sinxcosa?—i—/coszxda?.
x

Toisaalta
/COSQ.%'dZ' = /(1 —sin’ x) dx = /1dac—/sin2:rdx = — /Sin2xdx.
Té&ten siis
/siandm = —sinzcosz + 1 — /siand:c,
josta

Z/SiHdex::B—sinxcosx+C’

ja edelleen

sin’ x do = z lsinxcosx—i-g
2 2 2"

Mieti miksi vakio C piti tuoda esille viimeistd edellisessd vaiheessa ja miksi
lopputulos niyttaé erilaiselta kuin aiemmalla tavalla saatuna. Vihje: sin 2z =
2sin z cos x.

. Méaéarita / V1 — 22 dr kiyttidmélli sijoitusta x = cost.
dx

Mallivastaus: Jos x = cost, on 3 = —sint, ja téten

/\/1—x2dx:/\/1—cos2t(—sint)dt
= /Vm%(mmﬁ:/MMQMﬁ

= —/sithdt.

(oletetaan toistaiseksi, ettéd sint > 0). Talloin

t 1 1 1
/\/1 —22dx —— 4+ —sintcost +C = ——t + 5\/1 —cos2tcost+ C

2 2 2

1 1
= —jarccosw + ix\/ 1—22+C



Huomautus 1: Kesken laskun tehtiin perustelematon oletus sint > 0. Mieti
miten tulos muuttuisi, jos olisi otaksuttu sint < 07

Huomautus 2: Perustelematon oletus on mahdollista valttaa kiayttamalla ko-
ko laskun ajan lauseketta |sin ¢|sin ¢, mutta t&lloin lasku muodostuu tylaam-
méaksi.

Huomautus 3: Arkuskosini voidaan korvata arkussinilld: Mieti miksi arcsin x4+

arccos r = g on tosi.

. Mieti miten osoittaja saadaan nimit-
CoS T

tajastéd differentiaalilaskennan keinoin.

. Maérita /tanxdm. Ohje: tanz =

Mallivastaus: Koska Dcosx = —sinx, saadaan logaritmin derivointisadntoa
oikealta vasemmalle lukemalla

/tanxd:c:/smxdx:1n\cosx\+C’
cos

3r—1
. Maarita /m dx. Ohje: Etsi aluksi sellaiset luvut A ja B ettd
(x —2)(xz + 3)

3r—1 A B

(x —2)(x + 3) 1:72+x+3‘

Kaytéd tdmén jalkeen luennolla mainittuja sddntdjéi antiderivaatan 16ytamisek-
si.
Mallivastaus:

A B Ax+3)+B(x—-2) (A+B)x+3A-28B

=2 243 @-2@+3)  (@-2@<+3)

Niin ollen saadaan yhtédlopari A+ B = 3, 3A — 2B = —1. Tdmén ratkaisut
ovat A =1, B = 2. Téten

3x—1 1 2
/@;_z)wdx - /<x_2+x+3):ln\x—2l+2ln1x+sr+c

= Injz—2||lz+3]*+C.
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%. Ohje: L’Hospitalin sdanto.
T

Mallivastaus: L’Hospitalin sddntoéd soveltamalla saadaan

. Maarité raja-arvo lim
z—0

lim cos(x?) — 1 — lim —sin(z?)22 — lim — sin(x?)
z—0 xt z—0 a3 z—0 212
— )2 — 2 1
~ lim cos(z”)2x ~ lim cos(z*) _ 1
z—0 4x z—0 2 2
. Etsi differentiaaliyhtélolle y' = 3y ratkaisu, jolle y(0) = 1.
Vastaus: Differentiaaliyhtdlé voidaan kirjoittaa muotoon
! d
Y23 —In|y| =3,
Y dx
mistd saadaan In|y| = 3z + C ja edelleen |y| = e“e3®. Titen joko y = eCe3®
tai y = —e“e3®, mutta koska eksponenttifunktion arvot ovat aina positiivisia

ja 4(0) = 1 > 0, on oltava y = e“e3*. Vakio C kiinnittyy alkuehdosta: 1 =

y(0) = ee? = e joten kysytty ratkaisu on y = €3,



10. Kiytd Newtonin menetelmid yhtilon x2 + z + 1 = 0 likim#srdisen ratkaisun
l6ytamiseksi sellaisella tarkkudella, jossa vaikuttaa olevan 8 desimaalia oikein.
Ohje: Valitse alkuarvo siten, ettéd se vaikuttaisi olevan lihelld nollakohtaa.

Vastaus: Merkitdin f(z) = 23 + z + 1 ja todetaan, ettd f(0) = 1, f(—1) =
—1, joten funktiolla f on nollakohta vélilld 1, —1. Newtonin menetelmissé
iteroidaan funktiota g(x) = x — % =x— ’”;;ﬁﬁl, ja jos valitaan xg = 0, on
1 = g(xo) = —1, x2 = g(x1) = —0.75, x3 = g(x2) = —0.68604651162791 .. .,
x4 = g(x3) = —0.68233958259731 ..., 5 = g(x4) = —0.68232780394651 .. .,
x6 = g(z5) = —0.68232780382802 . . ., x7 = g(xe) = —0.68232780382802. . ..

Nayttaa siis siltéd, ettd 8 desimaalia on oikein jo likiarvossa x5, siis neljinnen iteraa-
tiokierroksen jalkeen.



