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Lineaarialgebraa
Vektoriavaruus (darellisulotteinen prototyyppi)

o Vektoreiden joukko R", skalaarikunta R
® c(x1,...,xn) = (cx1,...,Cxp),

© (x1,-.yXn)+ (1, ¥n) = (1 + Y1,y Xn+ Yn)
@ Yleistys: R — K, missa K on jokin muu kunta.

Insinoorimatematiikan kursseilla vektoreita esitetaan yleensa
lihavoidulla merkinnalla, esim a. Fysiikan kursseilla on tapana
merkita ylanuoli 7 tai ylaviiva 3@ ja varsinkin yksikkovektoreille
kaytetaan hattumerkintaa 4. Vanhemmassa kirjallisuudessa
kaytetaan fraktuurakirjasinta a. Taululle (ja piirtopoydalle)
kirjoitettuna lihavoinnin a sijasta kaytetaan yleensa alaviivaa a.
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Lineaarialgebraa

Algebrallinen rakenne
Vektoreiden joukko on kommutatiivinen ryhma:
o (u+v)+w=u+(v+w)
e (30)(Vu)(u+ 0 = u)
o (Vu)3—u)(u+(—u)=0)
oeut+tv=v+u
Skalaarikertolasku toteuttaa:
ol-v=v
e a(lu+v)=au+ av
e (a+b)v=av+bv
e a(bv) = (ab)v
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Vektoriavaruuden rakenne

Vektoreiden x1, ..., x, € V lineaarikombinaatio on muotoa
c1X1+ ...+ cpxp

oleva lauseke, missa ¢j, ... ¢, ovat skalaarikunnan K alkioita.
Kaikkien vektorijoukosta {x1, ..., X,} muodostettujen
lineaarikombinaatioiden joukosta kaytetaan merkintaa

L(x1,...,xp) tai (x1,...,Xp)
4
Joukko L(x1,...,x,) on suljettu skalaarikertolaskun ja

vektoriyhteenlaskun suhteen.
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Vektoriavaruuden rakenne

Maaritelma

Vektoriavaruus V on aarellisesti generoitu, jos on olemassa
sellainen aarellinen joukko G, etta V = (G).
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Vektoriavaruuden rakenne

Avaruudella R” (samoin kuin avaruudella C") on generoiva joukko
e1=(1,0,...,0),e2=(0,1,...,0),...,e,=(0,0,...,1),
koska jokainen (x1,x2,...,x,) € R" voidaan esittdd muodossa

(x1, X2, -+, Xn)
= (x1,0,...,0)+(0,x2,...,0)+...4+(0,0,...,x,)
= x1(1,0,...,0) +x(0,1,...,0) +... 4+ x,(0,0,...,1)

= X1€1+ X0€3 + ...+ Xp€pn.
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Vektoriavaruuden rakenne

Vektoreiden vq, ..., v, € V lineaarikombinaatio on muotoa
civi+...+cpv,

oleva lauseke, missa ¢j, ... ¢, ovat skalaarikunnan K alkioita.
Kaikkien vektorijoukosta {vi, ..., v,} muodostettujen
lineaarikombinaatioiden joukosta kaytetaan merkintaa

L(vi,...,vy) tai (vi,...,vp)
o
Joukko L(v1,...,v,) on suljettu skalaarikertolaskun ja

vektoriyhteenlaskun suhteen. (aliavaruus)
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Vektoriavaruuden rakenne

Maaritelma

Vektoriavaruus V on aarellisesti generoitu, jos on olemassa
sellainen darellinen joukko G, ettd V = (G).

Avaruudella R" (samoin kuin avaruudella C") on generoiva joukko

e1 = (1,0,...,0),e2=(0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1),
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Vektoriavaruuden rakenne

Avaruudessa R? merkitain yleensi i = (1,0), j = (0,1).

Avaruudessa R3 merkitain yleensi i = (1,0,0), j = (0,1,0) ja
k = (0,0,1).
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Vektoriavaruuden rakenne

Joukko {i,j} generoi avaruuden R?:

(x,y) =x(1,0) + y(0,1) = xi + yj.

Joukko {i,i + j} generoi avaruuden R?:

(x,y) = (x = y)i +y(i +J)

Joukko {i,j, i+ j} generoi avaruuden R?:

(x,y)=xi+yj+0-(i+]))
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Lineaarinen riippuvuus

Vektorijoukko {x1,...,x,} on lineaarisesti riippuva, jos jokin
joukon vektoreista x; voidaan esittaa muiden
lineaarikombinaationa:

Xi=CX1+...+C_1Xj—1+Cjy1Xjyr1 + ...+ ChXp
Vastakohta: Lineaarisesti riippumaton.

Avaruuden R? vektorijoukko {i,j} on lineaarisesti riippumaton: Ei
ole mahdollista esitad vektoria i muodossa i = cj,
< (1,0) = ¢(0,1).
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Lineaarinen riippuvuus

Avaruuden vektorijoukko {i,j,i + j} on lineaarisesti riippuva:

i+j=1-i+1-j. )
Vektorijoukko {x1,...,x,} on lineaarisesti riippumaton tarkalleen
silloin kun yhtalolla

cx1+...+cx, =0

on ainoastaan ilmeinen ratkaisu ¢c; = ... = ¢, = 0.
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Lineaarinen riippuvuus

ai + bj = 0 & a(1,0) + b(0,1) = (0,0) < (a, b) = (0,0),

mika toteutuu vain jos a= 0 ja b= 0.

1-(i+j)—1-i—1-j=0
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Lineaarinen riippuvuus

Vektorijoukko
{(1,2,-2,0),(2,-3,1,2),(-1,2,-2,3),(0,-1,2,1)} on
lineaarisesti riippumaton mikali yhtalolla

(1,2, -2,0) + (2, —3,1,2)
+C3(_1’ 27 _27 3) + C4(Oa _17 27 1) = (05 Oa 07 0)

on vain ilmeinen ratkaisu (c1, ¢z, ¢3,¢4) = (0,0,0,0). Kyseinen
vektoriyhtalo voidaan kirjoittaa yhtaloryhmana

c +2c0 —c3 =
2c¢ -3¢0 +2c3 —c =
—2c1 4o —2c3 +2¢
20 +3c3  +a

o O O o
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Kanta

Vektoriavaruuden V osajoukko B on kanta, jos
o V=(B)
@ B on lineaarisesti riippumaton
v
Edellisen maaritelman perusteella kanta on aina generoivan joukon

osajoukko, minimaalinen generoiva joukko. Jos siis vektoriavaruus
on aarellisesti generoitu, on silla myos aarellinen kanta.

v
Airellisesti generoidun vektoriavaruuden kaikissa kannoissa on yhta
monta alkiota.
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