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Derivaatta

Maaritelma 1
f(x+h)—f(x)=k-h+ he(h) = k-h
missa lim e(h) = €(0) = 0.
h—0

Maaritelma 2

Raja-arvo k = lim on olemassa

h—0

f(x+ h) —f(x)
h

Lukua k sanotaan funktion f derivaataksi pisteessd x ja merkitaan
k = f’(x). Funktio f on siis derivoituva pisteessa x, jos sita
voidaan x:n ymparistossa approksimoida "riittavan hyvin”
lineaarisella funktiolla.
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Derivointisaantoja

Lause: Vakiofunktion derivaatta

Jos f(x) = c on vakio valilla 1, niin f/(x) = 0 valilla /.

Lause: Summan ja tulon derivointi

e D(af(x) + bg(x)) = af’(x) + bg'(x)
o D(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 3 of 22



Derivointisaantoja

Lause: Ketjusaanto

Olkoon f(x) derivoituva valilla / ja g(x) derivoituva valilla f(/).
Talloin g o f on derivoituva valilla / ja

7 g(£(9) = £(F () ().

.

Jos merkitadn y = f(x) ja z = g(y) = g(f(x)), voidaan
ketjusaanto esittaa Leibnitzin merkinnoilla seuraavasti:
dz_dr dy
dx dy dx’

€
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Derivointisaantoja

Koska
d1 1

dx x x2’
on
d 1 1 ‘ '(x)

) R T TR
kunhan f(x) # 0.
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Derivointisaantoja

Lause: Osamaaran derivaatta

I~ (80 = 7))+ ) S g(x)
_ f,(X) 3% _ 1 o /X
— 28 )( o ))
f'(x)g(x) — f(x)g'(x)
g(x)? '
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Derivointisaantoja

Lause: Potenssifunktion derivaatta

kun k € Z.
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Derivointisaantoja

Jos k =0, on x% = 1 ja viite seuraa suoraan.

Jos k>0, on
(x+h)k—xk = xk+ (f)xk_lh + (§>xk_2h2 + .. 4 Ak — XK
k
= k<! h4 <2>xk_2h2 + ...+ h

k
= kx*"Th+ h(< >xk2h1 + ...+ Y.

2

e(h)

Jos k < 0, merkitadn xk = (%)_k ja kaytetdan aiempia tuloksia.

v
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Derivointisaantoja

Lause: Kaanteisfunktio

Jos f on injektiivinen jossakin pisteen x ymparistossa /, derivoituva
pisteessd x ja f’(x) # 0, on kainteisfunktio f~! on derivoituva
pisteessd y = f(x) ja

1y =

Koska

FF() =

saadaan ketjusaannolla

Df ~Y(f(x))f'(x) = 1.
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Derivointisaantoja

Sinifunktion derivaatta

1 . .
E(sm(x + h) —sinx)

1 h h
= Z-2cos(x+§)sin§
_ cos(x + g) sin g h—s0

= COSs X.

NS
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Derivointisaantoja

Muita derivointisaantoja

d o _
@ 4. sinx = cosXx,
d o
@ 4. Cosx = —sinx,
d x _ .x
o e =¢"
d -1
o Slnx=<
Yleinen potenssifunktio
d ar
dx
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Eksplisiitti, implisiitti- ja parametrimuoto

Eksplisiittimuoto
f(x)=+v1-x2

Implisiittimuoto

X +y?=1y>0

V.
Parametrimuoto

{(cos t,sint) | t € [0, 7]}

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 12 of 22



Eksplisiitti, implisiitti- ja parametrimuoto

Eksplisiittimuoto
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Eksplisiitti, implisiitti- ja parametrimuoto

Implisiittimuoto

Yhtilé x% + y? = 1 maarittelee kiyran R?:ssa. Kiyrin osa, jossa
y > 0 madrittelee funktion [—1,1] — R. Derivoimalla
implisiittisesti saadaan

2x +2yy' =0,

josta
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Eksplisiitti, implisiitti- ja parametrimuoto

Parametrimuoto

{(cos t,sint) | t € [0, 7]},

missa
f(cost) =sint,

josta t:n suhteen derivoimalla saadaan
f'(cost)(—sint) = cos t.

Tasta
cost

f'(cost) = :
(cost) sin t

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 4 15 of 22



Eksplisiitti, implisiitti- ja parametrimuoto

Yleisesti
f(x(1)) = y(1),
josta derivoimalla t:n suhteen saadaan
Fi(x(1)x'(t) = /(1)

ja siis

Leibnitzin merkinnailla voidaan siis kirjoittaa

dy

dy _ G
T dx
dx -
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Eksplisiitti, implisiitti- ja parametrimuoto

A={(t3-2t2+3,t2—t+1)| teR}
0k
Sy ///
\...._\_\ # g
~ /
0 L
Y
/ S
1 III . .
| ™
hY
‘\\\n .\.‘u
0 10 1 2.0 3l
Funktio pisteen (2,1) ymparistossa. f'(2)?
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Eksplisiitti, implisiitti- ja parametrimuoto

x3 + 2x%y — 4xy? + 3y* = 37

pisteen (1,2) ymparistossa.
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Useampikertaiset derivaatat

o 2-kertainen derivaatta: D2f(x), f"(x), 25 f Pl oy

a2t (X), e G2
@ 3-kertainen derivaatta: D3f(x), f"”'(x),

3f(x 8
(g:; f( )' ddi((3)v %
9 f(x), <0 d'y

dx" dx" ' dx"

o n-kertainen derivaatta: D7f(x), £(") (%), 4

Osittaisderivaatat:

000, Of 00, &Ff 90, 0Ff
Ox Ox Ox2" dy Ox OyOx' Ox Oy Oxdy'
00, or
dy dy Oy

o D2f, Dy f, Dy f, D2f jne.

=5 Jne.
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Useampikertaiset derivaatat

@ Dsinx = cosx, D?sinx = —sinx, D3sinx = —cos x ja
D*sin x = sin x, D®sin x = cos x, jne.

o DeX = eX, D?eX = eX, D3eX = €*, jne.
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Useampikertaiset derivaatat

Jos f(x,y) = xsin(xy), on

0 :
gf(x,y) = sin(xy) + x cos(xy)y,

a(j;Xf(x, y) = cos(xy)x + x cos(xy) — xy sin(xy)x
= 2xcos(xy) — x?y sin(xy).
Toisaalta
g1"(x y) = x? cos(xy)
dy
ja

82

_ 2,
Oxdy f(x,y) = 2xcos(xy) — x“y sin(xy).
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Useampikertaiset derivaatat

Mahdollisesti

0°f 0°f

dyox ' OxOy’
Derivointijarjestyksen voi kuitenkin vaihtaa, jos f on riittavan
saannollinen (toisen kertaluvun osittaisderivaatat jatkuvia).
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