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Valiarvolause

Yleistetty valiarvolause

Jos f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja derivoituvia sen sisélld, on
olemassa piste £ € (a, b), jossa

F'(€)(g(b) — g(a)) = &'(§)(f(b) — f(a)).

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 2 of 20



Valiarvolause
Yleistetty valiarvolause

Jos f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja derivoituvia sen sisélld, on
olemassa piste £ € (a, b), jossa

f'(€)(g(b) — g(a)) = g'(§)(F(b) — f(a)). )

(Todistws ...
Apufunktio

h(x) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a))

toteuttaa Rollen lauseen ehdot, joten on olemassa &, jolle

W (€) = 0. Koska h'(x) = f'(x)(g(b) — g(a)) — &'(x)(f(b) — f(a)),
seuraa vaite suoraan tasta. L]

v
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Valiarvolause
Yleistetty valiarvolause

Jos f ja g ovat jatkuvia valilla [a, b] ja derivoituvia sen sisélld, on
olemassa piste £ € (a, b), jossa

f'(€)(g(b) — g(a)) = &g'(§)(F(b) — f(a)). )

(Todistws ...
Apufunktio

h(x) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a))

toteuttaa Rollen lauseen ehdot, joten on olemassa &, jolle

W (€) = 0. Koska h'(x) = f'(x)(g(b) — g(a)) — &'(x)(f(b) — f(a)),
seuraa vaite suoraan tasta. L]

.

Tavallinen viliarvolause saadaan yleistetystd valitsemalla g(x) = x.

il =T =
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I"'Hospitalin saanto

Lause (I'Hospital)

Olkoon )I(T;'a f(x)=0ja )I(lnag(x) = 0 ja raja-arvo

lim e
x—a g'(x)

olemassa aarellisena tai aarettomana. Silloin

lim m = lim f/(X).
x—ag(x) x—ag/(x)
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I"'Hospitalin saanto

Todistuksen idea
Yleistetyn valiarvolauseen perusteella

(&) _ f(x)—f(a) _ f(x)
g'€)  egx)—egla) gx)’

)

missa £ € (a,x) (Jos f(a) tai g(a) ei ole aiemmi
maarltellaan ne nollaksi

joten & 20,

a n maaritelty,
). Koko ajan joka tapauksessa [¢| < |x],
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I"'Hospitalin saanto
Todistuksen idea

Yleistetyn valiarvolauseen perusteella
') _ f(x)=f(a) _ f(x)
g€ &lx)-gla) &)

)
missa £ € (a, x) (Jos f(
maarltellaan ne nollaksi
joten & 20,

9

a) tai g(a) ei ole alemmin maaritelty,
). Koko ajan joka tapauksessa [¢| < |x],

Esimerkkeja

i In x
o lim
x—1 X2 -1
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I"'Hospitalin saanto
Todistuksen idea

Yleistetyn valiarvolauseen perusteella
') _ f(x)=f(a) _ f(x)
g€ &lx)-gla) &)

)
missa £ € (a, x) (Jos f(
maarltellaan ne nollaksi
joten & 20,

9

a) tai g(a) ei ole alemmin maaritelty,
). Koko ajan joka tapauksessa [¢| < |x],

Esimerkkeja

i In x
o lim
x—1 X2 -1

sinx — x

o lim 3
x—0 X
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Kayran tangentti

Esimerkkeja

o Kiayrin y = f(x) = x tangentti pisteessi x = 2.
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Kayran tangentti

Esimerkkeja

o Kiayrin y = f(x) = x> tangentti pisteessi

o Yksikkdympyrille x? + y? = 1 pisteeseen (
tangentin yhtalo.
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Muutoksen arviointi

Lineaarinen approksimaatio

f(x+ h) — f(x) = f'(x)h
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Muutoksen arviointi

Lineaarinen approksimaatio

f(x+ h) — f(x) = f'(x)h
Merkitdan Ax = h ja Ay = f(x + Ax) — f(x), jolloin

f(x+ Ax) — f(x) =~ f'(x) - Ax

Ay
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Muutoksen arviointi

Lineaarinen approksimaatio

f(x+ h) — f(x) = f'(x)h
Merkitdan Ax = h ja Ay = f(x + Ax) — f(x), jolloin

f(x+ Ax) — f(x) =~ f'(x) - Ax

Ay

o

Pallon sadetta kasvatetaan prosentin verran. Paljonko kasvaa
tilavuus?
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Funktion kulku

Maaritelma

Piste xp on reaalifunktion f lokaali maksimi, jos on olemassa
sellainen pisteen xo ymparisto /, ettd f(x) < f(xo) aina, kun x € /.
Vastaavasti maaritellaan lokaali minimi. Lokaaleja maksimeja ja
minimeja kutsutaan yhteisella nimella aariarvopisteet.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 7 of 20



Funktion kulku

Maaritelma

Piste xp on reaalifunktion f lokaali maksimi, jos on olemassa
sellainen pisteen xo ymparisto /, ettd f(x) < f(xo) aina, kun x € /.
Vastaavasti maaritellaan lokaali minimi. Lokaaleja maksimeja ja
minimeja kutsutaan yhteisella nimella aariarvopisteet.

Jos f on derivoituva, on Rollen lauseen todistuksen perusteella
adriarvopisteissa xg on valttamatta f'(xp) = 0.
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Funktion kulku

Voidaan todistaa: Jos f'(xg) = 0 ja f”(xp) < 0, on xq lokaali
maksimi. Jos taas f”(xg) > 0, on xg lokaali minimi. Jos taas

f"(x0) = 0, ei xp valttamaitta ole dariarvopiste, vaan voi olla ns.
satulapiste.
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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Maaritelma

Differentiaaliyhtalé (DY) on muotoa

F(X>y,yl,y",...,...):o

oleva yhtalo. DY:n kertaluku on korkein DY:ssa esiintyvan
derivaatan kertaluku.
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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Maaritelma

Differentiaaliyhtalé (DY) on muotoa

Fx,y,y',y",...,..)=0

oleva yhtalo. DY:n kertaluku on korkein DY:ssa esiintyvan
derivaatan kertaluku.

Muotoa y’ = f(x) olevan differentiaaliyhtalon ratkaiseminen on
periaatteessa yksinkertaista:

y:/f(x)dx—i- C.
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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Maaritelma

Differentiaaliyhtalé (DY) on muotoa

Fx,y,y',y",...,..)=0

oleva yhtalo. DY:n kertaluku on korkein DY:ssa esiintyvan

derivaatan kertaluku.

Muotoa y’ = f(x) olevan differentiaaliyhtalon ratkaiseminen on

periaatteessa yksinkertaista:

y:/f(x)dx—i- C.

Vakio C maaraytyy ns. alkuehdon (reunaehdon) y(0) = yo

perusteella.
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Yksinkertaiset differentiaaliyhtalot

Suoraviivainen tasaisesti kiihtyva liike
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Likimaaraisratkaisut

o xo = 2211.2018
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o xo = 2211.2018
o x; = cosxg = 0.887258856667587 ...
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Likimaaraisratkaisut

o xo = 2211.2018
o x; = cosxg = 0.887258856667587 ...
o x, = cosx; = 0.631539724288158 . ..

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 11 of 20



Likimaaraisratkaisut

o xo = 2211.2018

o x; = cosxg = 0.887258856667587 ...
o x, = cosx; = 0.631539724288158 . ..
® x3 = cosx, = 0.807119430361757 ...
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Likimaaraisratkaisut

Xp = 2211.2018

x1 = cos xg = 0.887258856667587 . . .
Xxo = cosx; = 0.631539724288158.. . .
x3 = cosxp = 0.807119430361757 ...
X4 = cos x3 = 0.691581929093085. . .
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Likimaaraisratkaisut

Xp = 2211.2018

x1 = cos xg = 0.887258856667587 . . .
Xxo = cosx; = 0.631539724288158.. . .
x3 = cosxp = 0.807119430361757 ...
X4 = cos x3 = 0.691581929093085. . .
x5 = cos xq = 0.770238093708461 . ..
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Likimaaraisratkaisut

Xp = 2211.2018

x1 = cos xg = 0.887258856667587 . . .
Xxo = cosx; = 0.631539724288158.. . .
x3 = cosxp = 0.807119430361757 ...
X4 = cos x3 = 0.691581929093085. . .
x5 = cos xq = 0.770238093708461 . ..
X = cos x5 = 0.717744903843273 . ..
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Likimaaraisratkaisut

Xxp = 2211.2018

x1 = cos xg = 0.887258856667537 . . .
xp = cos x; = 0.631539724288158.. . .
x3 = cos xp = 0.807119430361757 ...
x4 = cos x3 = 0.691581929093085. . .
x5 = cosxq = 0.770238093708461 . ..
X = cos x5 = 0.717744903843273.. ..
x7 = cos xg = 0.753290792082463 . . .
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Likimaaraisratkaisut

Xxp = 2211.2018

x1 = cos xg = 0.887258856667587 . . .
xp = cos x; = 0.631539724288158. ..
x3 = cos xp = 0.807119430361757 ...
xa = cos x3 = 0.691581929093085. ..
x5 = cosxq = 0.770238093708461 . ..
X = cos x5 = 0.717744903843273.. ..
x7 = cos xg = 0.753290792082463 . . .
xg = cosxy = 0.729441779647686 . . .
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Likimaaraisratkaisut

Xxp = 2211.2018

x1 = cos xg = 0.887258856667587 . . .
xp = cos x; = 0.631539724288158. ..
x3 = cos xp = 0.807119430361757 ...
xa = cos x3 = 0.691581929093085. ..
x5 = cos x4 = 0.770238093708461 . ..
X = cos x5 = 0.717744903843273.. ..
x7 = cos xg = 0.753290792082463 . . .
xg = cosxy = 0.729441779647686 . . .
X9 = cos xg = 0.745546546426255. . .
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Likimaaraisratkaisut

Xxp = 2211.2018

x1 = cos xg = 0.887258856667587 . . .
xp = cos x; = 0.631539724288158. ..
x3 = cos xp = 0.807119430361757 ...
xa = cos x3 = 0.691581929093085. ..
x5 = cos x4 = 0.770238093708461 . ..
X = cos x5 = 0.717744903843273.. ..
x7 = cos xg = 0.753290792082463 . . .
xg = cosxy = 0.729441779647686 . . .
X9 = cos xg = 0.745546546426255. . .
Xx10 = cos xg = 0.734717249539530. . .
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Likimaaraisratkaisut

x = 0.73908513321516064165531208767 . . . .

on yhtalon x = cos x ratkaisu.
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Likimaaraisratkaisut

Likimaarainen ratkaisu

@ Haarukointimenetelma (binary search)
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Likimaarainen ratkaisu

@ Haarukointimenetelma (binary search)

@ Newtonin menetelma
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
o Pyrkimys: Loytaa h, jolle f(x + h) = 0.
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
o Pyrkimys: Loytaa h, jolle f(x + h) = 0.
o Derivaatan maaritelmd = f(x + h) —f(x) ~ f'(x)h,

=0
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
o Pyrkimys: Loytaa h, jolle f(x + h) = 0.
@ Derivaatan maaritelma = f(x + h) —f(x) ~ f'(x)h, joten h

kannattaa valita
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

o Lahtokohta: f(x) # 0, mutta f(x) ~ 0.
o Pyrkimys: Loytaa h, jolle f(x + h) = 0.
@ Derivaatan maaritelma = f(x + h) —f(x) ~ f'(x)h, joten h

kannattaa valita

@ x+h=x— % voi siis olla x:aa parempi likiarvo

nollakohdalle.
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

@ Valitse alkulikiarvo xg
f(X,')
f’(X,')-

@ Aseta Xi41 = Xj —
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Likimaaraisratkaisut

Newtonin menetelma

@ Valitse alkulikiarvo xg
f(X,')
f’(X,')-

@ Aseta Xi41 = Xj —

\,

Valitaan N > 0 ja sovelletaan Newtonin menetelmaa funktioon
f(x)=x>—N

€
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Likimaaraisratkaisut

Maaritelma

e Jos f(xf) = x, sanotaan, ettd xr on funktion f kiintopiste

@ Jos on olemassa ¢ € (0,1) ja vali /, jolle patee (/) C / ja
d(f(x),f(y)) < c-d(x,y) aina, kun x, y € I, sanotaan, ett3
f on kutistava kuvaus valilla /.
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Likimaaraisratkaisut

Maaritelma

e Jos f(xf) = x, sanotaan, ettd xr on funktion f kiintopiste

@ Jos on olemassa ¢ € (0,1) ja vali /, jolle patee (/) C / ja
d(f(x),f(y)) < c-d(x,y) aina, kun x, y € I, sanotaan, ett3
f on kutistava kuvaus valilla /.

Kiintopistelause

Jos f on kutistava kuvaus valilla /, on f:lla myos kiintopiste x¢ € /.
Mika hyvansa jono xp € I, xj+1 = f(x;) lahestyy kiintopistettad x.
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Likimaaraisratkaisut

Jos f(I) C Ija|f'(x)] < c<1valilla I, on f kutistava kuvaus
valilla /.
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Likimaaraisratkaisut

Jos f(I) C Ija|f'(x)] < c<1valilla I, on f kutistava kuvaus
valilla /. (Seuraa differentiaalilaskennan valiarvolauseesta)
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Likimaaraisratkaisut

Jos f(I) C Ija|f'(x)] < c<1valilla I, on f kutistava kuvaus
valilla /. (Seuraa differentiaalilaskennan valiarvolauseesta)

Newtonin menetelman analysointi.
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 18 of 20



Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x+ h) —f(x) = cih
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x +h) — f(x) ~ cth+ coh?

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 6 18 of 20



Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x+ h) — f(x) =~ c1h + h® + csh®
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x + h) — f(x) = cth+ coh® + czh® + ... + c,h"
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Taylorin polynomit

Derivaatta <> 1. asteen approksimaatio

f(x+ h) —f(x) = ah,

missa ¢; = f'(x).

Korkeamman asteen approksimaatiot:

f(x + h) — f(x) = cth+ coh® + czh® + ... + c,h"

Merkitdan viela cp = f(x), jolloin

f(x+h)%c0+c1h+c2h2+C3h3+...+c,,h"
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita

&k
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit
Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Sinifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit
Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit
Eksponenttifunktion approksimaatioita
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Taylorin polynomit

Eksponenttifunktion approksimaatioita
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