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Integraalilaskenta

Varhaisvaiheet

o Eudoksos Knidoslainen (410 tai 408 eKr—355 tai 347 eKr)
o Arkhimedes Syrakusalainen (n.287 eKr—n.212 eKr)
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o Arkhimedes Syrakusalainen (n.287 eKr—n.212 eKr)

o
o Isaac Newton (1642-1727)
o Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Linkki differentiaalilaskentaan

Newtonin-Leibnizin kaava
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Integraalilaskenta

Nykyaikainen muotoilu

@ Bernhard Riemann (1826-1866)
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Integraalilaskenta

Nykyaikainen muotoilu

@ Bernhard Riemann (1826-1866)
@ Jean Gaston Darboux (1842-1917)

@ Johtavat samaan integraalikasitteeseen, Darboux'n esitys
yksinkertaisempi

Yleistyksia (ei kuulu kurssiin)

o Stieltjesin integraali

@ Lebesguen integraali

@ Haarin integraali
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Darboux'n integraali

Ay Ay Ay A, B
— »
a=xp x| X2 Xp—1 Xk Xn—1  Xp =D
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Darboux'n integraali

Taustaoletus

Olkoon f vililla [a, b] m&aritelty rajoitettu funktio.
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Taustaoletus
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Merkintoja

e Valin [a, b] jako on &arellinen joukko D = {xp, x1,...,Xn},
missa xo = a, Xp = b ja X; < Xj41.
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Darboux'n integraali

Taustaoletus
Olkoon f vililla [a, b] m&aritelty rajoitettu funktio.

Merkintoja
e Valin [a, b] jako on &arellinen joukko D = {xp, x1,...,Xn},
missa xo = a, Xp = b ja X; < Xj41.
e A; = [xj_1,x;] on jaon i:s vali
@ A;x = x; — x;_1 on i:nnen valin pituus
o M; =sup{f(x)|x e A}
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Darboux'n integraali

Taustaoletus

Olkoon f vililla [a, b] m&aritelty rajoitettu funktio.

Merkintoja

e Valin [a, b] jako on &arellinen joukko D = {xp, x1,...,Xn},
missa xo = a, Xp = b ja X; < Xj41.

Aj = [xj_1,x;] on jaon i:s vali

Ajx = x; — x;_1 on i:nnen valin pituus

M; = sup{f(x) | x € A;}

m; = inf{f(x) | x € A;}
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Vilin [a, b] jakoon D liittyva funktion f Darboux'n yldsumma on
n
Sp=)_ MAix
i=1
ja alasumma
n
Sp = Z m;A;x
i=1
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Darboux'n integraali

Vilin [a, b] jakoon D liittyva funktion f Darboux'n yldsumma on
n
Sp=)_ MAix
i=1
ja alasumma
n
Sp = Z m;A;x
i=1

Jokaiselle jaolle D patee

§D < gD-
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Jos D; ja D, ovat molemmat valin [a, b] jakoja, sanotaan, etta D,
on Ds:n tihennys, jos D; C D;.
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Jos D; ja D, ovat molemmat valin [a, b] jakoja, sanotaan, etta D,
on Ds:n tihennys, jos D; C D;.

Koska jaot ovat aarellisia joukkoja, saadaan D, joukosta D
lisaamalla aarellinen maara pisteita.

Jos D, on jaon Dy tihennys, niin Sp, < Sp, ja Sp, > Sp,.

Mikaan alasumma ei voi ylittaa mitaan ylasummaa, siis Sp < Sp,
kaikille jaoille Dy ja Ds.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 8 7 of 50



Darboux'n integraali

Vilin [a, b] jako Dy = {a, b} tuottaa yla- ja alasummat
Sp, = M(b—a) ja Sp, = m(b— a), missa M ja m ovat funktion f
supremum- ja infimum koko valilla [a, b].
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Darboux'n integraali

Vilin [a, b] jako Dy = {a, b} tuottaa yla- ja alasummat
Sp, = M(b—a) ja Sp, = m(b— a), missa M ja m ovat funktion f
supremum- ja infimum koko valilla [a, b].

Alasummien joukko on on ylhaalta rajoitettu ja ylasummien
alhaalta rajoitettu.
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Funktion f yldintegraali valilla [a, b] on
/ f =inf{Sp | D on vilin [a, b] jako}
a

ja alaintegraali

b
/ f =sup{Sp | D on vilin [a, b] jako}
=
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Darboux'n integraali

Maaritelma

Vililla [a, b] rajoitettu funktio on Darboux-integroituva (ja samalla
Riemann-integroituva), mikali

b

/fjf.

a

Talloin yla- ja alaintegraalin yhteista arvoa kutsutaan funktion f
(Darboux- tai Riemann-) integraaliksi valilla [a, b] ja siita
kaytetaan merkintoja

/abf ja /abf(x)dx.

Lukuja a ja b kutsutaan integrointivalin tai integraalin ala- ja
ylarajoiksi ja funktiota f integrandiksi.
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Darboux'n integraali

@ Esimerkki: Vakiofunktio

@ Esimerkki Joukon Q karakteristinen funktio.
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Darboux'n integraali

@ Esimerkki: Vakiofunktio

@ Esimerkki Joukon Q karakteristinen funktio.

Jos D’ on jokin kokoelma vilin [a, b] jakoja ja
| = SUp{ng ‘ DI € D/} = inf{gD/ ’ Dl € DI},

niin talldin f on Riemann-integroituva valilla [a, b] ja

b
=t
a
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Darboux'n integraali

Esimerkki f(x) = x?, tasavilinen jako vililld [0, 1].
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Esimerkki f(x) = x?, tasavilinen jako vililld [0, 1].

Riemannin integroituvuusehto
Vililla [a, b] rajoitettu funktio f on integroituva tarkalleen silloin,
kun jokaista positiivilukua € kohti on olemassa sellainen jako D,

etta B B
Sp _§D = d(5D7§D) <e
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Darboux'n integraali

Esimerkki f(x) = x?, tasavilinen jako vililld [0, 1].

Riemannin integroituvuusehto
Vililla [a, b] rajoitettu funktio f on integroituva tarkalleen silloin,
kun jokaista positiivilukua € kohti on olemassa sellainen jako D,

etta B B
Sp _§D = d(5D7§D) <e

Jos f on jatkuva valilld [a, b], on se myds integroituva valilla [a, b].

Jos integroituvan funktion arvoa muutetaan yhdessa pisteessa,
sailyy seka integroituvuus etta integraalin arvo.
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Integraalien ominaisuuksia

Oletetaan, ettd f ja g integroituvia valilla [a, b]. Tallin myds
funktiot cf (c € R) ja f + g ovat integroituvia valilla [a, b] ja

b b
/cf:c/ f,
ab ’ b b
/(f+g)=/ f+/ 8-
a a a
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Integraalien ominaisuuksia

Oletetaan, ettd f ja g integroituvia valilla [a, b]. Tallin myds
funktiot cf (c € R) ja f + g ovat integroituvia valilla [a, b] ja

b b
/cf:c/ f,
ab ’ b b
/(f+g)=/ f+/ 8-
a a a

Sdi=cd i
i=1

Vertaa:

i=1

n n n
Z(fi‘i‘gi) = Zfi-l-Zg,-.
i=1 i=1 i=1
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Integraalien ominaisuuksia

Jos f on integroituva vililla [a, b] ja ¢ € (a, b), niin

b c b
[r=[ s [s
a a c
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Integraalien ominaisuuksia

Jos f on integroituva vililla [a, b] ja ¢ € (a, b), niin
b c b
[o=[re [
a a C

Zf_Zer Z f.

i=m+1

Vertaa:
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Integraalien ominaisuuksia

Jos f on integroituva vililla [a, b] ja ¢ € (a, b), niin
b c b
[o=[re [
a a C

Zf_Zer Z f.

i=m+1

Vertaa:

Jos f ja g ovat integroituvia valilld [a, b], niin samoin on f + g ja
fg. Jos lisaksi é on rajoitettu valilla [a, b], niin myds é on

integroituva.
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Integraalien ominaisuuksia

Maaritelma

Jos a < b ja f on integroituva valilla [a, b], maaritelladn

a b
/f:—/ f.
b a
/f:o.
a
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Integraalien ominaisuuksia
(Msaritems

Jos a < b ja f on integroituva valilla [a, b], maaritelladn

a b
/f:—/f.
b a
/f:&
& 4

Jos f on integroituva valilla /, on

b c b
[r=[re [
a a c

kaikille valin [ luvuille a, b ja c.

ja
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Integraalien ominaisuuksia

Jos f ja g ovat integroituvia valilld [a, b] ja f < g, on

b b
/fg/g
a a
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Integraalien ominaisuuksia

Jos f ja g ovat integroituvia valilld [a, b] ja f < g, on

b b
/fg/g
a a

Vertaa: Jos f; < g;, on

n n
Z fi < Zgi
il i
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Integraalien ominaisuuksia

Jos f ja g ovat integroituvia valilld [a, b] ja f < g, on

b b
/fg/g
a a

Vertaa: Jos f; < g;, on

2 fi<) &
i=1 i=1
o
b
Jos f > 0 on jatkuva valilla [a, b] niin / f >0 ja = 0 tarkalleen
a

silloin kun f = 0 valilla [a, b].
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Integraalien ominaisuuksia

Kolmioepayhtalo

Jos f on integroituva valilla [a, b], niin myds |f| on integroituva ja

talloin
b b
[d< [
a a
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Integraalien ominaisuuksia

Kolmioepayhtalo

Jos f on integroituva valilla [a, b], niin myds |f| on integroituva ja
talloin
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Integraalien ominaisuuksia

Kolmioepayhtalo

Jos f on integroituva valilla [a, b], niin myds |f| on integroituva ja
talloin
b b
< [
a a
Vertaa:
n n
S 6 <>
i=1 i=1 )

Jos a > b, on

[hslfl
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Analyysin peruslause

Maaritelma

Oletetaan, ettd f on integroituva valilla / ja etta ¢ € /. Tallgin
jokaista x € | kohti voidaan maaritella

Funktiota F : I — R kutsutaan f:n integraalifunktioksi.
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Analyysin peruslause

Maaritelma

Oletetaan, ettd f on integroituva valilla / ja etta ¢ € /. Tallgin
jokaista x € | kohti voidaan maaritella

Funktiota F : I — R kutsutaan f:n integraalifunktioksi.

Valilla | rajoitetun ja integroituvan funktion f integraalifunktio on
jatkuva valilla /.

f(x) =0, kun x < 0 ja f(x) =1, kun x > 0.
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Analyysin peruslause

Analyysin peruslause

Funktion f integraalifunktio F on derivoituva niissa pisteissa, missa
f on jatkuva. Naissa pisteissa patee lisaksi

F'(x) = CZ(/CX f = f(x).
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Analyysin peruslause

Analyysin peruslause

Funktion f integraalifunktio F on derivoituva niissa pisteissa, missa
f on jatkuva. Naissa pisteissa patee lisaksi

F'(x) = CZ(/CX f = f(x).

Valilla | jatkuvalla funktiolla on olemassa antiderivaatta.
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Analyysin peruslause

F(x+h) — F(x)

= /Cx+h f(t)dt — /CX f(t)dt
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Analyysin peruslause

F(x+h) — F(x)

= /Cx+h f(t)dt — /CX f(t)dt

= /fo(t)dt+/xx+hf(t)dt—/cxf(t)dt

x+h x+h
:/ f(t)dt:/ (F(x) + F() — F(x)) dt
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F(x+h) — F(x)

= /Cx+h f(t)dt — /CX f(t)dt

= /fo(t)dt+/xx+hf(t)dt—/cxf(t)dt

x+h x+h
:/ f(t)dt:/ (F(x) + F() — F(x)) dt

x+h x+h
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Analyysin peruslause

F(x+h) — F(x)

= /Cx+h f(t)dt — /CX f(t)dt

= /fo(t)dt+/xx+hf(t)dt—/cxf(t)dt

x+h x+h

_ / f(t)dt:/ (F(x) + F() — F(x)) dt
Xx+h XX+h

_ / F(x)dt + / (F(£) - F(x)) dt
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Analyysin peruslause

Todistus (jatkoa)
Olkoon ¢ > 0. Kun |h| on riittavan pieni, on |f(t) — f(x)| < ¢ ja

x+h
el = i [ -
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Analyysin peruslause

Todistus (jatkoa)
Olkoon ¢ > 0. Kun |h| on riittavan pieni, on |f(t) — f(x)| < ¢ ja

x+h
el = i [ -
1

h

IN

/XXJrh\f(t) ()| dt‘
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Analyysin peruslause

Todistus (jatkoa)

Olkoon ¢ > 0. Kun |h| on riittavan pieni, on |f(t) — f(x)| < ¢ ja

|e(h)]

<

<

‘:’/XXJrh(f(t) — f(x)) dt
1

h
1

h

/XXJrh\f(t) ()| dt‘

x+h
/ € dx
X

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi

Luentoruudut 8 21 of 50




Analyysin peruslause

Todistus (jatkoa)

Olkoon ¢ > 0. Kun |h| on riittavan pieni, on |f(t) — f(x)| < ¢ ja

i = f; [ - o
< H[ M- e
S /Xx+h5dx

> = > =

-he =¢
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Analyysin peruslause

Newtonin—Leibnizin kaava

Vililla [a, b] jatkuvalle funktiolle f patee

b
/ F(x) dx = F(b) — F(a),

missa F on jokin funktion f antiderivaatta.
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Analyysin peruslause

Newtonin—Leibnizin kaava

Vililla [a, b] jatkuvalle funktiolle f patee

b
/ F(x) dx = F(b) — F(a),

missa F on jokin funktion f antiderivaatta.

Maaritelma

Merkinta "sijoitus a:sta b:hen” maaritellaan

b

/ F(x) = F(b) - F(a).
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Newtonin—Leibnizin kaava

Analyysin peruslauseen mukaan

/: f(t)dt

on funktion f(x) antiderivaatta.
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Newtonin—Leibnizin kaava

Analyysin peruslauseen mukaan

/: f(t)dt

on funktion f(x) antiderivaatta. Jos F(x) on jokin toinen
antiderivaatta, on integraalilaskennan peruslauseen mukaan

/X F(t) dt = F(x) + C.
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Newtonin—Leibnizin kaava

Analyysin peruslauseen mukaan

/: f(t)dt

on funktion f(x) antiderivaatta. Jos F(x) on jokin toinen
antiderivaatta, on integraalilaskennan peruslauseen mukaan

/X F(t) dt = F(x) + C.

Sijoittamalla x = a ndhd&an, ettd 0 = F(a) + C, mista
C=—F(a).
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Newtonin—Leibnizin kaava

Analyysin peruslauseen mukaan

/: f(t)dt

on funktion f(x) antiderivaatta. Jos F(x) on jokin toinen
antiderivaatta, on integraalilaskennan peruslauseen mukaan

/X F(t) dt = F(x) + C.

Sijoittamalla x = a ndhd&an, ettd 0 = F(a) + C, mista
C = —F(a). Sijoittamalla x = b saadaan

/b F(£) dt = F(b) — F(a).
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Newtonin—Leibnizin kaava

Maaritelldan differenssi Af seuraavasti: Af(x) = f(x + 1) — f(x).
Talloin

i Af(k) = AF(1) + AF(2) + ...+ Af(n)
k=1

(F(n+1) — F(n) + (F(n) — F(n—1))
+... 4+ (F3) = F(2)) + (F(2) — £(1))
= f(n+1)-f(1)

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 8 24 of 50



Newtonin—Leibnizin kaava
/ cos x dx
0
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Newtonin—Leibnizin kaava

™
/ cos x dx
0 4
1, kun x <0

f(x) = x+1, kunx € [0,1]
x> +1, kun x> 1.

/21 f(x)dx?
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Newtonin—Leibnizin kaava

™
/ cos x dx
0 4
1, kun x <0

f(x) = x+1, kunx € [0,1]
x> +1, kun x> 1.

/21 f(x)dx?
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Newtonin—Leibnizin kaava

Osittaisintegrointi
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Newtonin—Leibnizin kaava

Osittaisintegrointi

b b

b
[ =/~ re

a

v

2
/ xe* dx
0
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Newtonin—Leibnizin kaava

Sijoitus integraaliin

Jos g’ on jatkuva valilla [« O], g([e, B]) € 1, ja g(«) = a seka
g(B) = b, niin

b B
/ F(x) dx = / F(e()e'(¢) dt.
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Newtonin—Leibnizin kaava

Sijoitus integraaliin

Jos g’ on jatkuva valilla [« O], g([e, B]) € 1, ja g(«) = a seka
g(B) = b, niin

b B
/ F(x) dx = / F(e()e'(¢) dt.

1
/ V1 —x2dx,
0
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Newtonin—Leibnizin kaava

Maaritelma

Funktio f on parillinen, jos f(—x) = f(x) ja pariton, jos

f(—x) = —f(x).
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Newtonin—Leibnizin kaava

Maaritelma

Funktio f on parillinen, jos f(—x) = f(x) ja pariton, jos

f(—x) = —f(x).

f(x) = x? on parillinen ja f(x) = x> pariton.
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Newtonin—Leibnizin kaava

Maaritelma

Funktio f on parillinen, jos f(—x) = f(x) ja pariton, jos

f(—x) = —f(x).

f(x) = x? on parillinen ja f(x) = x> pariton.

sin x on pariton ja cos x parillinen. Huomaa etta
3 5 7
_ LI 9
sinx = x—3|+ 7!—i—O(x)
ja
2 4 6
X X X
cosx—l—j—i— 2 g—i—O( 8.
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Newtonin—Leibnizin kaava

Olkoon f jatkuva vélilld [—a, a]. Jos f on parillinen, on

a a
/f:2/f
—a 0

ja jos f on pariton, on
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b b
A:/ dA:/ f(x) dx

Integraali vastaa aarettoman monen "aarettoman kapean”
(infinitesimaalisen) pinta-ala -alkion dA = f(x) dx summaamista
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Maaritelma

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.
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Kaarenpituus

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.

Kayran pituus L saadaan summaamalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista pituusalkiota ds:

[%)
L = / ds
5]
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Kaarenpituus

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.

Kayran pituus L saadaan summaamalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista pituusalkiota ds:

to to
L = / ds:/ Vdx2 + dy?
t1 t1
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Kaarenpituus

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.

Kayran pituus L saadaan summaamalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista pituusalkiota ds:

tr to to
L = / dS:/ /dX2—{—dy2:/ 1/(%)2_‘_(%)26“
t1 t1 t1 dt dt
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Kaarenpituus

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.

Kayran pituus L saadaan summaamalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista pituusalkiota ds:

tr to to
L = / ds:/ Vdx2 +dy =/ \/(%)24‘(@)2“
t1 t1 t1 dt dt
to
= / \/X(t)? + y'(t)? dt.
t1

(Parametrimuoto)
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Merkitdan x = t, y = f(t), jolloin kaarenpituudeksi saadaan

L:/ab\/1+f/(t)2dt:/ab\/1+f’(x)2dx
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Tilavuus

Tilavuus saadaan laskemalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista tilavuusalkiota:

V:/ade:/abA(x)dx
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Tilavuus

Tilavuus saadaan laskemalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista tilavuusalkiota:

V:/ade:/abA(x)dx

Pyorahdyskappale

o Tilavuus

@ Vaipan pinta-ala
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Epaoleelliset integraalit

Integraalikasite ja sen yleistysta

o Riemann-integraali on maaritelty valilla [a, b] (a, b € R)
rajoitetuille funktioille.
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Epaoleelliset integraalit

Integraalikasite ja sen yleistysta
o Riemann-integraali on maaritelty valilla [a, b] (a, b € R)
rajoitetuille funktioille.
@ Yleistysta valeille [a, 00) tai (—oo, b] kutsutaan | lajin
epaoleelliseksi integraaliksi
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Epaoleelliset integraalit

Integraalikasite ja sen yleistysta
o Riemann-integraali on maaritelty valilla [a, b] (a, b € R)
rajoitetuille funktioille.
@ Yleistysta valeille [a, 00) tai (—oo, b] kutsutaan | lajin
epaoleelliseksi integraaliksi

@ Yleistysta funktioille, jotka eivat ole rajoitettuja kutsutaan Il
lajin epaoleelliseksi integraaliksi.
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) aarellisilla osavaleilla.

Talloin
[
a
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) aarellisilla osavaleilla.

Talloin
00 M
/ f= lim / f,
a M—co /4

jos raja-arvo on olemassa.
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) aarellisilla osavaleilla.

Talloin
00 M
/ f= lim / f,
5 M—co /4

oo
jos raja-arvo on olemassa. Talloin sanotaan, etta integraali / f
a

A

suppenee ja merkitaan
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma
Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) aarellisilla osavaleilla.

Talloin
00 M
/ f= lim / f,
5 M—co /4

oo
jos raja-arvo on olemassa. Talloin sanotaan, etta integraali / f
a

suppenee ja merkitaan
o
Lo
a

Jos raja-arvoa ei ole aarellisena, sanotaan etta integraali hajaantuu

ja merkitaan
[
a

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi
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| 1ajin epaoleellinen integraali

b
Integraali / f maaritellaan analogisesti, mutta integraalin

—0o0
o
/ f
—0o0
maaritelmaan pitaa kiinnittada enemman huomiota ja sita pitaa
tarkastella yksityiskohtaisemmin.
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| 1ajin epaoleellinen integraali

b
Integraali / f maaritellaan analogisesti, mutta integraalin

—0o0
o
/ f
—0o0
maaritelmaan pitaa kiinnittada enemman huomiota ja sita pitaa
tarkastella yksityiskohtaisemmin.

o0
/ xe X dx
0
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| lajin epaoleellinen integraali

o0
/ cos x dx
0
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| lajin epaoleellinen integraali

o0
/ cos x dx
0

Esimerkki (a > 0)
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Oletetaan, ettd f on integroituva yli kaikkien valien [c, d] C [a, c0),
oo oo
Talloin integraali f suppenee tarkalleen silloin kun f

a b
suppenee kaikilla b > a. Suppenevassa tapauksessa patee lisaksi

%9) b [e's)
/f:/f+/ f.
a a b
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| lajin epaoleellinen integraali

Oletetaan, ettd f on integroituva yli kaikkien valien [c, d] C [a, c0),
oo oo

Talloin integraali / f suppenee tarkalleen silloin kun / f

a b
suppenee kaikilla b > a. Suppenevassa tapauksessa patee lisaksi

[o=fee
flawse .|
/a(af+ﬁg)—a/ f+ﬁ/ g

mikali oikean puolen integraalit suppenevat (On mahdollista, etta
vasemman puolen integraali suppenee, vaikka oikean puolen eivat).
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Vertailutarkastin

Olkoon 0 < f < g kun x > M, f ja g integroituvia kaikilla valeilla
[a, b]. Talldin

o/:og¢:>/:of¢
o/:ofT:>/:ogT

Lisaksi sanotaan etta f on g:n minorantti ja etta g on f:n
majorantti.
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| lajin epaoleellinen integraali
Vertailutarkastin

Olkoon 0 < f < g kun x > M, f ja g integroituvia kaikilla valeilla
[a, b]. Talldin

o/:ogij/:ofi
o/:ofT:>/:ogT

Lisaksi sanotaan etta f on g:n minorantti ja etta g on f:n
majorantti.

o0 1 o0 1
———dx ja / —— dx
/1 Vx2+1 . s IUx2-—1
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| 1ajin epaoleellinen integraali

f
Olkoot f(x), g(x) > 0 kun x > M ja lim E = L. Talloin

x—00 g x)

oJosL:0,niin/ gl = fl

oJosO<L<oo,niin/ gle fl

oJosL:oo,niin/ gt= f 1
a

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 8 40 of 50




| lajin epaoleellinen integraali

f
Olkoot f(x), g(x) > 0 kun x > M ja lim EX) = L. Talloin

x—00 g x)

oJosL:0,niin/ gii/ fl

oJosO<L<oo,niin/ gi@/ fl

a

oJosL:oo,niin/ gT:>/ f 1
a

a 4

o0 XS
——d
/1 14+ x2 x
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| lajin epaoleellinen integraali
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| lajin epaoleellinen integraali
[ = [Ty

Maaritelma

o
o0 o0
Jos/ f suppenee mutta / |f| hajaantuu, sanotaan, etta
a a
o0

o
/ f suppenee ehdollisesti. Jos / |f| suppenee, sanotaan, ettad
a a

[o¢]
/ f suppenee itseisesti.
a
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| lajin epaoleellinen integraali
[ = [Ty

Maaritelma

o
o0 o0
Jos/ f suppenee mutta / |f| hajaantuu, sanotaan, etta
a a
o0

o
/ f suppenee ehdollisesti. Jos / |f| suppenee, sanotaan, ettad
a a

[o¢]
/ f suppenee itseisesti.
a
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| lajin epaoleellinen integraali
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[l [ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Oletetaan, ettd f on rajoitettu jokaisella valin [a, b] osavalill
[a, b — €], mutta ei rajoitettu valeilld [b — ¢, b) (e > 0). Talloin

maaritellaan
b b—e
f= lim f,
B e—0+ a2

mikali raja-arvo on aarellisena olemassa.
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[l [ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Oletetaan, ettd f on rajoitettu jokaisella valin [a, b] osavalill
[a, b — €], mutta ei rajoitettu valeilld [b — ¢, b) (e > 0). Talloin

maaritellaan
b b—e
f= lim f,
B e—0+ a2

mikali raja-arvo on aarellisena olemassa. Kasitteet suppeneminen
ja hajaantuminen maaritellaan kuten | lajin epaoleellisille
integraaleille.
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[l [ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Oletetaan, ettd f on rajoitettu jokaisella valin [a, b] osavalill
[a, b — €], mutta ei rajoitettu valeilld [b — ¢, b) (e > 0). Talloin

maaritellaan
b b—e
f= lim f,
B e—0+ a2

mikali raja-arvo on aarellisena olemassa. Kasitteet suppeneminen
ja hajaantuminen maaritellaan kuten | lajin epaoleellisille
integraaleille.

Integraali, jossa f ei ole rajoitettu alarajan a ymparistossa,
maaritellaan analogisesti:

b b
/ f= lim / f.
a e—0+ ate
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[l [ajin epaoleellinen integraali
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[l [ajin epaoleellinen integraali

(Esimerkki |
(Esimerkkki |

/1 x+1 "
0o x5(x2+1)
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[l [ajin epaoleellinen integraali
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Yleinen epaoleellinen integraali

Yleinen periaate

Integrointivali jaetaan niin moneen osavaliin, etta kullakin esiintyy
vain yksi epaoleellisuus. Jos yksikin osista hajaantuu, sanotaan
integraalin hajaantuvan.
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Yleinen epaoleellinen integraali

Yleinen periaate

Integrointivali jaetaan niin moneen osavaliin, etta kullakin esiintyy
vain yksi epaoleellisuus. Jos yksikin osista hajaantuu, sanotaan
integraalin hajaantuvan.
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Yleinen epaoleellinen integraali

Olkoon f rajoitettu kaikkialla muualla paitsi pisteen ¢ € (a, c0)
ymparistossa. Valitaan d > ¢ ja talloin

[es) c d (%9
/f:/f+/f+/ f.
a a c d

Kaksi ensimmaista integraalia ovat Il lajin epaoleellisia, viimeisin |
lajin.
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Yleinen epaoleellinen integraali

Olkoon f rajoitettu koko reaaliakselilla. Talloin

00 0 00 0 M
/ f :/ f+/ f= lim / f+ lim / f
— 00 — 00 0 N—oco -N M— oo 0
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Yleinen epaoleellinen integraali

Olkoon f rajoitettu koko reaaliakselilla. Talloin

00 0 00 0 M
/ f :/ f+/ f= lim / f+ lim / f
— 00 — 00 0 N—oco -N M— oo 0

Maaritelma

W
o
Integraalin / f Cauchyn padarvo maaritellaan

—0
M
lim f
M—oo | _pp
o

ja tasta kaytetaan myos yleensa merkintaa / f.

— 00
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Yleinen epaoleellinen integraali

oo
Fourier-analyysissa / f tarkoittaa yleensa Cauchyn paaarvoa.

—00
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Integraalin maarittelemat funktiot

f(x) = ao+aix+ axx® + asx3 +...ayxV
= 8(0,x) +g(1,x) +8(2,x) + ...+ &(N,x),
missd g(i, x) = a;x’, mutta yleisempikin muoto lausekeelle g(i, x)

on mahdollinen.
Viela yleisempi:

N
F(x) = /0 g(t,x) dt
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Integraalin maarittelemat funktiot

f(X) = 4o+ aix+ 32X2 + a3x3 + ... aNxN
g(0,x) +g(1,x) +g(2,x) + ... + g(N,x),

missa g(i,x) =
on mahdollinen.
Viela yleisempi:

a;x", mutta yleisempikin muoto lausekeelle g(i, x)

N
F(x) = /0 g(t,x) dt

Vielakin yleisempi:

f(x):/ooog(t,x)dt
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Maaritelma
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(x):/ " te tdt
0

[-funktion ominaisuuksia

o Integraalin suppeneminen (x > 0)
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()_/ txl—tdt
0

[-funktion ominaisuuksia

o Integraalin suppeneminen (x > 0)
@ Rekursio ['(x + 1) = xI'(x)
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()_/ txl—tdt
0

[-funktion ominaisuuksia

o Integraalin suppeneminen (x > 0)
@ Rekursio ['(x + 1) = xI'(x)
o (1) =
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() / txl—tdt
0

[-funktion ominaisuuksia

o Integraalin suppeneminen (x > 0)
@ Rekursio ['(x + 1) = xI'(x)

o (1) =

o (n+1)=n! kun ne N.
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