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Newtonin—Leibnizin kaava
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Newtonin—Leibnizin kaava

Osittaisintegrointi
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Newtonin—Leibnizin kaava

Sijoitus integraaliin

Jos g’ on jatkuva valilla [« O], g([e, B]) € 1, ja g(«) = a seka
g(B) = b, niin

b B
/ F(x) dx = / F(e()e'(¢) dt.
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Sijoitus integraaliin

Jos g’ on jatkuva valilla [« O], g([e, B]) € 1, ja g(«) = a seka
g(B) = b, niin

b B
/ F(x) dx = / F(e()e'(¢) dt.

1
/ V1 —x2dx,
0
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Newtonin—Leibnizin kaava

Maaritelma

Funktio f on parillinen, jos f(—x) = f(x) ja pariton, jos

f(—x) = —f(x).
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Newtonin—Leibnizin kaava

Maaritelma

Funktio f on parillinen, jos f(—x) = f(x) ja pariton, jos

f(—x) = —f(x).

f(x) = x? on parillinen ja f(x) = x> pariton.
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Newtonin—Leibnizin kaava

Maaritelma

Funktio f on parillinen, jos f(—x) = f(x) ja pariton, jos

f(—x) = —f(x).

f(x) = x? on parillinen ja f(x) = x> pariton.

sin x on pariton ja cos x parillinen. Huomaa etta
3 5 7
_ LI 9
sinx = x—3|+ 7!—i—O(x)
ja
2 4 6
X X X
cosx—l—j—i— 2 g—i—O( 8.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 9 5 of 31



Newtonin—Leibnizin kaava

Olkoon f jatkuva vélilld [—a, a]. Jos f on parillinen, on

a a
/f:2/f
—a 0

ja jos f on pariton, on
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b b
A:/ dA:/ f(x) dx

Integraali vastaa aarettoman monen "aarettoman kapean”
(infinitesimaalisen) pinta-ala -alkion dA = f(x) dx summaamista
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Maaritelma

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.
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Kaarenpituus

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.

Kayran pituus L saadaan summaamalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista pituusalkiota ds:

[%)
L = / ds
5]
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Kaarenpituus

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.

Kayran pituus L saadaan summaamalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista pituusalkiota ds:

to to
L = / ds:/ Vdx2 + dy?
t1 t1
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Kaarenpituus

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.

Kayran pituus L saadaan summaamalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista pituusalkiota ds:

tr to to
L = / dS:/ /dX2—{—dy2:/ 1/(%)2_‘_(%)26“
t1 t1 t1 dt dt
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Kaarenpituus

Tasokayra on funktio I' : | — R2, I'(t) = (x(t), y(t)). Kayra I on
jatkuva jos x ja y ovat ja silea, jos x” ja y’ ovat jatkuvia.

Kayran pituus L saadaan summaamalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista pituusalkiota ds:

tr to to
L = / ds:/ Vdx2 +dy =/ \/(%)24‘(@)2“
t1 t1 t1 dt dt
to
= / \/X(t)? + y'(t)? dt.
t1

(Parametrimuoto)
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Merkitdan x = t, y = f(t), jolloin kaarenpituudeksi saadaan

L:/ab\/1+f/(t)2dt:/ab\/1+f’(x)2dx

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 9 9 of 31



Tilavuus

Tilavuus saadaan laskemalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista tilavuusalkiota:

V:/ade:/abA(x)dx
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Tilavuus

Tilavuus saadaan laskemalla yhteen aarettoman monta
infinitesimaalista tilavuusalkiota:

V:/ade:/abA(x)dx

Pyorahdyskappale

o Tilavuus

@ Vaipan pinta-ala
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Keskiarvo (diskreetti)

At+h+...4+1
p= .
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Keskiarvo (diskreetti)

At+h+...4+1
p= - .

Keskiarvo (jatkuva

)
b
'u:bia/a f(x)dx

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 9 11 of 31



Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Keskiarvo (diskreetti)

f1+f2+

Keskiarvo (jatkuva

—
~—
=
o

§= b_a/a F(x) dx

w-n=f+hH-+...+f
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Keskiarvo (diskreetti)

f1+f2+

Keskiarvo (jatkuva

—
~—
=
o

§= b_a/a F(x) dx

w-n=f+hH-+...+f

b
wu(b — a) :/ f(x)dx
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

@ Voima F =10 N tyontaa kappaletta 30 m metrin matkan
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

@ Voima F =10 N tyontaa kappaletta 30 m metrin matkan
e W =10N-30m = 300Nm
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

@ Voima F =10 N tyontaa kappaletta 30 m metrin matkan
e W =10N-30m = 300Nm
e Voima F(s) tyontaa kappaletta ds matkan.
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Voima F = 10 N tyontaa kappaletta 30 m metrin matkan
W = 10N - 30m = 300Nm

Voima F(s) tyontaa kappaletta ds matkan.

dW = F(s) - ds

B
Kokonaistyo: W:/ daw
st
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Voima F = 10 N tyontaa kappaletta 30 m metrin matkan
W = 10N - 30m = 300Nm

Voima F(s) tyént'ai'ai kappaletta ds matkan.

dW = F(s)-d

Kokonaistyo: W = / dwW = /
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Voima F = 10 N tyontaa kappaletta 30 m metrin matkan
W = 10N - 30m = 300Nm

Voima F(s) tyént'ai'ai kappaletta ds matkan.

dW = F(s)-d

Kokonaistyo: W = / dwW = /

Esimerkki F = C%
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Voima F = 10 N tyontaa kappaletta 30 m metrin matkan
W = 10N - 30m = 300Nm

Voima F(s) tyént'ai'ai kappaletta ds matkan.

dW = F(s)-d

Kokonaistyo: W = / dwW = /

Esimerkki F = C%

S 1
s1 S
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Voima F = 10 N tyontaa kappaletta 30 m metrin matkan
W = 10N - 30m = 300Nm

Voima F(s) tyént'ai'ai kappaletta ds matkan.

dW = F(s)-d

Kokonaistyo: W = / dwW = /

Esimerkki F = C%

2 1 %1
W:/ C?ds:—c/;
s1

S1
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Voima F = 10 N tyontaa kappaletta 30 m metrin matkan
W = 10N - 30m = 300Nm

Voima F(s) tyént'ai'ai kappaletta ds matkan.

dW = F(s)-d

Kokonaistyo: W = / dwW = /

Esimerkki F = C%

W= /C ds——C/ 7_72)

S1
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

[Do-D(t)]:2
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Do

[Do-D(t)):2

@ Sorvin leikkuutera etenee kohtisuorassa pintaa vasten
nopeudella v¢(t) mutta teran nopeus leikattavaan pintaan
ndhden (vc) pidetadn vakiona
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Do

[Do-D(t)):2

@ Sorvin leikkuutera etenee kohtisuorassa pintaa vasten
nopeudella v¢(t) mutta teran nopeus leikattavaan pintaan
ndhden (vc) pidetaan vakiona, siis leikattavan lastun paksuus
f pysyy myos vakiona.
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Do

[Do-D(t)):2

@ Sorvin leikkuutera etenee kohtisuorassa pintaa vasten
nopeudella v¢(t) mutta teran nopeus leikattavaan pintaan
ndhden (vc) pidetaan vakiona, siis leikattavan lastun paksuus
f pysyy myos vakiona.

@ Olkoon Dy alkuperéinen ja D(t) sorvatun osan halkaisija.
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

Do

[Do-D(t)):2

@ Sorvin leikkuutera etenee kohtisuorassa pintaa vasten
nopeudella v¢(t) mutta teran nopeus leikattavaan pintaan
ndhden (vc) pidetaan vakiona, siis leikattavan lastun paksuus
f pysyy myos vakiona.

@ Olkoon Dy alkuperéinen ja D(t) sorvatun osan halkaisija.

o D(t) selvitettava.
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

e Talloin v¢(t) = fw(t), missa w(t) on pyorimisnopeus.
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

e Talloin v¢(t) = fw(t), missa w(t) on pyorimisnopeus.

@ Pintanopeus v, = wD(t) - w(t).
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

e Talloin v¢(t) = fw(t), missa w(t) on pyorimisnopeus.
@ Pintanopeus v, = wD(t) - w(t).

@ Ajassa t tulee talloin halkaisijasta poistettua

/0t2v,c(t) - /Otsz(f) dr
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa
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@ Pintanopeus v, = wD(t) - w(t).
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t 2fv,
° D(t’)—Do—/O 7TD(T) dr
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

e Talloin v¢(t) = fw(t), missa w(t) on pyorimisnopeus.
@ Pintanopeus v, = wD(t) - w(t).

@ Ajassa t tulee talloin halkaisijasta poistettua

/0t2v,c(t) - /Otsz(f) dr

t 2fv,
° D(t’)—Do—/O 7TD(T) dr

o Tastd D'(t) = — 2
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

e Talloin v¢(t) = fw(t), missa w(t) on pyorimisnopeus.
@ Pintanopeus v, = wD(t) - w(t).

@ Ajassa t tulee talloin halkaisijasta poistettua

/0t2v,c(t) - /Otsz(f) dr

t 2fv,
° D(t’)—Do—/O 7TD(T) dr

o Tastd D'(t) = — 2 ja D(0) = Do.
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Jatkuvasti muuttuvan suureen summa

e Talloin v¢(t) = fw(t), missa w(t) on pyorimisnopeus.
@ Pintanopeus v, = wD(t) - w(t).

@ Ajassa t tulee talloin halkaisijasta poistettua

/0t2v,c(t) - /Otsz(f) dr

t 2fv,
° D(t’)—Do—/O 7TD(T) dr

e Tastd D'(t) = —Wsz"(Ct) ja D(0) = Dy. Differentiaaliyhtald!
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Epaoleelliset integraalit

Integraalikasite ja sen yleistysta

o Riemann-integraali on maaritelty valilla [a, b] (a, b € R)
rajoitetuille funktioille.
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Epaoleelliset integraalit

Integraalikasite ja sen yleistysta
o Riemann-integraali on maaritelty valilla [a, b] (a, b € R)
rajoitetuille funktioille.
@ Yleistysta valeille [a, 00) tai (—oo, b] kutsutaan | lajin
epaoleelliseksi integraaliksi

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 9 15 of 31



Epaoleelliset integraalit

Integraalikasite ja sen yleistysta
o Riemann-integraali on maaritelty valilla [a, b] (a, b € R)
rajoitetuille funktioille.
@ Yleistysta valeille [a, 00) tai (—oo, b] kutsutaan | lajin
epaoleelliseksi integraaliksi

@ Yleistysta funktioille, jotka eivat ole rajoitettuja kutsutaan Il
lajin epaoleelliseksi integraaliksi.
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) aarellisilla osavaleilla.

Talloin
[
a
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) aarellisilla osavaleilla.

Talloin
00 M
/ f= lim / f,
a M—co /4

jos raja-arvo on olemassa.
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) aarellisilla osavaleilla.

Talloin
00 M
/ f= lim / f,
5 M—co /4

oo
jos raja-arvo on olemassa. Talloin sanotaan, etta integraali / f
a

A

suppenee ja merkitaan
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma
Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) aarellisilla osavaleilla.

Talloin
00 M
/ f= lim / f,
5 M—co /4

oo
jos raja-arvo on olemassa. Talloin sanotaan, etta integraali / f
a

suppenee ja merkitaan
o
Lo
a

Jos raja-arvoa ei ole aarellisena, sanotaan etta integraali hajaantuu

ja merkitaan
[
a

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi
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| 1ajin epaoleellinen integraali

b
Integraali / f maaritellaan analogisesti, mutta integraalin

—0o0
o
/ f
—0o0
maaritelmaan pitaa kiinnittada enemman huomiota ja sita pitaa
tarkastella yksityiskohtaisemmin.
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| 1ajin epaoleellinen integraali

b
Integraali / f maaritellaan analogisesti, mutta integraalin

—0o0
o
/ f
—0o0
maaritelmaan pitaa kiinnittada enemman huomiota ja sita pitaa
tarkastella yksityiskohtaisemmin.

o0
/ xe X dx
0
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| lajin epaoleellinen integraali

o0
/ cos x dx
0
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| lajin epaoleellinen integraali

o0
/ cos x dx
0

Esimerkki (a > 0)
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Oletetaan, ettd f on integroituva yli kaikkien valien [c, d] C [a, c0),
oo oo
Talloin integraali f suppenee tarkalleen silloin kun f

a b
suppenee kaikilla b > a. Suppenevassa tapauksessa patee lisaksi

%9) b [e's)
/f:/f+/ f.
a a b
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| lajin epaoleellinen integraali

Oletetaan, ettd f on integroituva yli kaikkien valien [c, d] C [a, c0),
oo oo

Talloin integraali / f suppenee tarkalleen silloin kun / f

a b
suppenee kaikilla b > a. Suppenevassa tapauksessa patee lisaksi

[o=fee
flawse .|
/a(af+ﬁg)—a/ f+ﬁ/ g

mikali oikean puolen integraalit suppenevat (On mahdollista, etta
vasemman puolen integraali suppenee, vaikka oikean puolen eivat).
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Vertailutarkastin

Olkoon 0 < f < g kun x > M, f ja g integroituvia kaikilla valeilla
[a, b]. Talldin

o/:og¢:>/:of¢
o/:ofT:>/:ogT

Lisaksi sanotaan etta f on g:n minorantti ja etta g on f:n
majorantti.
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| lajin epaoleellinen integraali
Vertailutarkastin

Olkoon 0 < f < g kun x > M, f ja g integroituvia kaikilla valeilla
[a, b]. Talldin

o/:ogij/:ofi
o/:ofT:>/:ogT

Lisaksi sanotaan etta f on g:n minorantti ja etta g on f:n
majorantti.

o0 1 o0 1
———dx ja / —— dx
/1 Vx2+1 . s IUx2-—1
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| 1ajin epaoleellinen integraali

f
Olkoot f(x), g(x) > 0 kun x > M ja lim E = L. Talloin

x—00 g x)

oJosL:0,niin/ gl = fl

oJosO<L<oo,niin/ gle fl

oJosL:oo,niin/ gt= f 1
a
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| lajin epaoleellinen integraali

f
Olkoot f(x), g(x) > 0 kun x > M ja lim EX) = L. Talloin

x—00 g x)

oJosL:0,niin/ gii/ fl

oJosO<L<oo,niin/ gi@/ fl

a

oJosL:oo,niin/ gT:>/ f 1
a

a 4

o0 XS
——d
/1 14+ x2 x

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 9 21 of 31




| lajin epaoleellinen integraali
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| lajin epaoleellinen integraali
[ = [Ty

Maaritelma

o
o0 o0
Jos/ f suppenee mutta / |f| hajaantuu, sanotaan, etta
a a
o0

o
/ f suppenee ehdollisesti. Jos / |f| suppenee, sanotaan, ettad
a a

[o¢]
/ f suppenee itseisesti.
a
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| lajin epaoleellinen integraali
[ = [Ty

Maaritelma

o
o0 o0
Jos/ f suppenee mutta / |f| hajaantuu, sanotaan, etta
a a
o0

o
/ f suppenee ehdollisesti. Jos / |f| suppenee, sanotaan, ettad
a a

[o¢]
/ f suppenee itseisesti.
a
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| lajin epaoleellinen integraali
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[l [ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Oletetaan, ettd f on rajoitettu jokaisella valin [a, b] osavalill
[a, b — €], mutta ei rajoitettu valeilld [b — ¢, b) (e > 0). Talloin

maaritellaan
b b—e
f= lim f,
B e—0+ a2

mikali raja-arvo on aarellisena olemassa.
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[l [ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Oletetaan, ettd f on rajoitettu jokaisella valin [a, b] osavalill
[a, b — €], mutta ei rajoitettu valeilld [b — ¢, b) (e > 0). Talloin

maaritellaan
b b—e
f= lim f,
B e—0+ a2

mikali raja-arvo on aarellisena olemassa. Kasitteet suppeneminen
ja hajaantuminen maaritellaan kuten | lajin epaoleellisille
integraaleille.

Integraali, jossa f ei ole rajoitettu alarajan a ymparistossa,
maaritellaan analogisesti:

b b
/ f= lim / f.
a e—0+ ate
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[l [ajin epaoleellinen integraali

(Esimerkki |
(Esimerkkki |

/1 x+1 "
0o x5(x2+1)
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[l [ajin epaoleellinen integraali
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Yleinen epaoleellinen integraali

Yleinen periaate

Integrointivali jaetaan niin moneen osavaliin, etta kullakin esiintyy
vain yksi epaoleellisuus. Jos yksikin osista hajaantuu, sanotaan
integraalin hajaantuvan.
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Yleinen epaoleellinen integraali

Olkoon f rajoitettu kaikkialla muualla paitsi pisteen ¢ € (a, c0)
ymparistossa. Valitaan d > ¢ ja talloin

[es) c d (%9
/f:/f+/f+/ f.
a a c d

Kaksi ensimmaista integraalia ovat Il lajin epaoleellisia, viimeisin |
lajin.
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Yleinen epaoleellinen integraali

Olkoon f rajoitettu koko reaaliakselilla. Talloin

00 0 00 0 M
/ f :/ f+/ f= lim / f+ lim / f
— 00 — 00 0 N—oco -N M— oo 0
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Yleinen epaoleellinen integraali

Olkoon f rajoitettu koko reaaliakselilla. Talloin

00 0 00 0 M
/ f :/ f+/ f= lim / f+ lim / f
— 00 — 00 0 N—oco -N M— oo 0

Maaritelma

W
o
Integraalin / f Cauchyn padarvo maaritellaan

—0
M
lim f
M—oo | _pp
o

ja tasta kaytetaan myos yleensa merkintaa / f.

— 00
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Yleinen epaoleellinen integraali

oo
Fourier-analyysissa / f tarkoittaa yleensa Cauchyn paaarvoa.

—00
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Integraalin maarittelemat funktiot

f(x) = ao+aix+ axx® + asx3 +...ayxV
= 8(0,x) +g(1,x) +8(2,x) + ...+ &(N,x),
missd g(i, x) = a;x’, mutta yleisempikin muoto lausekeelle g(i, x)

on mahdollinen.
Viela yleisempi:

N
F(x) = /0 g(t,x) dt
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Integraalin maarittelemat funktiot

f(X) = 4o+ aix+ 32X2 + a3x3 + ... aNxN
g(0,x) +g(1,x) +g(2,x) + ... + g(N,x),

missa g(i,x) =
on mahdollinen.
Viela yleisempi:

a;x", mutta yleisempikin muoto lausekeelle g(i, x)

N
F(x) = /0 g(t,x) dt

Vielakin yleisempi:

f(x):/ooog(t,x)dt
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Maaritelma
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(x):/ " te tdt
0

[-funktion ominaisuuksia

o Integraalin suppeneminen (x > 0)
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() / txl—tdt
0

[-funktion ominaisuuksia

o Integraalin suppeneminen (x > 0)
@ Rekursio ['(x + 1) = xI'(x)

o (1) =

o (n+1)=n! kun ne N.
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