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Epaoleelliset integraalit

Integraalikasite ja sen yleistysta
o Riemann-integraali on maaritelty valilla [a, b] (a, b € R)
rajoitetuille funktioille.
@ Yleistysta valeille [a, 00) tai (—oo, b] kutsutaan | lajin
epaoleelliseksi integraaliksi

@ Yleistysta funktioille, jotka eivat ole rajoitettuja kutsutaan Il
lajin epaoleelliseksi integraaliksi.
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| 1ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma
Olkoon f on integroituva kaikilla valin [a, c0) aarellisilla osavaleilla.

Talloin
00 M
/ f= lim / f,
5 M—co /4

oo
jos raja-arvo on olemassa. Talloin sanotaan, etta integraali / f
a

suppenee ja merkitaan
o
Lo
a

Jos raja-arvoa ei ole aarellisena, sanotaan etta integraali hajaantuu

ja merkitaan
[
a
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| 1ajin epaoleellinen integraali

b
Integraali / f maaritellaan analogisesti, mutta integraalin

—0o0
o
/ f
—0o0
maaritelmaan pitaa kiinnittada enemman huomiota ja sita pitaa
tarkastella yksityiskohtaisemmin.

o0
/ xe X dx
0
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| lajin epaoleellinen integraali

o0
/ cos x dx
0

Esimerkki (a > 0)
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| lajin epaoleellinen integraali

Oletetaan, ettd f on integroituva yli kaikkien valien [c, d] C [a, c0),
oo oo

Talloin integraali / f suppenee tarkalleen silloin kun / f

a b
suppenee kaikilla b > a. Suppenevassa tapauksessa patee lisaksi

[o=fee
flawse .|
/a(af+ﬁg)—a/ f+ﬁ/ g

mikali oikean puolen integraalit suppenevat (On mahdollista, etta
vasemman puolen integraali suppenee, vaikka oikean puolen eivat).
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| lajin epaoleellinen integraali
Vertailutarkastin

Olkoon 0 < f < g kun x > M, f ja g integroituvia kaikilla valeilla
[a, b]. Talldin

o/:ogij/:ofi
o/:ofT:>/:ogT

Lisaksi sanotaan etta f on g:n minorantti ja etta g on f:n
majorantti.

o0 1 o0 1
———dx ja / —— dx
/1 Vx2+1 . s IUx2-—1
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| lajin epaoleellinen integraali

f
Olkoot f(x), g(x) > 0 kun x > M ja lim EX) = L. Talloin

x—00 g x)

oJosL:0,niin/ gii/ fl

oJosO<L<oo,niin/ gi@/ fl

a

oJosL:oo,niin/ gT:>/ f 1
a

a 4

o0 XS
——d
/1 14+ x2 x
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| lajin epaoleellinen integraali
[ = [Ty

Maaritelma

o
o0 o0
Jos/ f suppenee mutta / |f| hajaantuu, sanotaan, etta
a a
o0

o
/ f suppenee ehdollisesti. Jos / |f| suppenee, sanotaan, ettad
a a

[o¢]
/ f suppenee itseisesti.
a
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| lajin epaoleellinen integraali
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[l [ajin epaoleellinen integraali

Maaritelma

Oletetaan, ettd f on rajoitettu jokaisella valin [a, b] osavalill
[a, b — €], mutta ei rajoitettu valeilld [b — ¢, b) (e > 0). Talloin

maaritellaan
b b—e
f= lim f,
B e—0+ a2

mikali raja-arvo on aarellisena olemassa. Kasitteet suppeneminen
ja hajaantuminen maaritellaan kuten | lajin epaoleellisille
integraaleille.

Integraali, jossa f ei ole rajoitettu alarajan a ymparistossa,
maaritellaan analogisesti:

b b
/ f= lim / f.
a e—0+ ate
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[l [ajin epaoleellinen integraali
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Yleinen epaoleellinen integraali

Yleinen periaate

Integrointivali jaetaan niin moneen osavaliin, etta kullakin esiintyy
vain yksi epaoleellisuus. Jos yksikin osista hajaantuu, sanotaan
integraalin hajaantuvan.
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Yleinen epaoleellinen integraali

Olkoon f rajoitettu kaikkialla muualla paitsi pisteen ¢ € (a, c0)
ymparistossa. Valitaan d > ¢ ja talloin

[es) c d (%9
/f:/f+/f+/ f.
a a c d

Kaksi ensimmaista integraalia ovat Il lajin epaoleellisia, viimeisin |
lajin.
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Yleinen epaoleellinen integraali

Olkoon f rajoitettu koko reaaliakselilla. Talloin

00 0 00 0 M
/ f :/ f+/ f= lim / f+ lim / f
— 00 — 00 0 N—oco -N M— oo 0

Maaritelma

W
o
Integraalin / f Cauchyn padarvo maaritellaan

—0
M
lim f
M—oo | _pp
o

ja tasta kaytetaan myos yleensa merkintaa / f.

— 00
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Yleinen epaoleellinen integraali

oo
Fourier-analyysissa / f tarkoittaa yleensa Cauchyn paaarvoa.

—00
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Sarjaoppia

(e.e]

° S:Za,, =at+at+a+...
n=1
e Mita "aareton summa" tarkoittaa?

_
/100fx)dx— I|m/ f(x)d

Sarja maaritellaan analogisesti.
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Sarjaoppia

51 = a1
S = a1+ a
S3 = a1+ a+as

. . .
Sn = Z adk
k=1

Osasummat muodostavat lukujonon S1, S», S, ...
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Maaritelma

Lukujonon ay, ap, as, ... raja-arvo on A, merkitaan

lim a, =lima, = A,
n—00

mikali
(Ve > 0)(IM,)(n > M. — d(an, A) < €).

Maaritelma

Lukujono a1, ap, as, ... suppenee, jos lim a, on aarellisena
olemassa. Muutoin lukujono hajaantuu.
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Maaritelma

Lukujono a1, ap, a3, ... on kasvava, jos ap4+1 > ap kaikilla n € N.
Maaritelma

Lukujono ai, ap, as, ... on ylhaalta rajoitettu, jos a, < M kaikilla
n € N.

Ylhaalta rajoitetut, kasvavat lukujonot suppenevat
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Sarjat

Maaritelma
Olkoon aj, ap, as, ... lukujono. Sen osasummien jono Si, Sy, Ss,
n

. maaritellaan S, = g ak. Sanotaan, etta sarja
k=1

o0
>
n=1

o
suppenee (merkitaan an d), jos S =1lim S, on aarellisena
pp J

n=1
o
olemassa. Muutoin sarja hajaantuu (merkitdan Za,, 1). Jos sarja
n=1

suppenee, sanotaan, etta sen summaon S = lim S,,.
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Sarjat

o o
@ Jos sarjat Z an ja Z by, suppenevat, niin myos sarja

n=1 n=1

o0

Z(aan 4 an)

n=1

suppenee ja

Z(aan + Bbyp) = az an + ﬁz by.
n=1 n=1 n=1
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Sarjat

Lause

o (o)
e Sarja Z a, suppenee tarkalleen silloin kun Za,, (k>1)
n=1 n=k
suppenee, ja talloin on

[%9) k—1 fe's
E dn = E an + E danp.
n=1 n=1 n=k

o (0.)
@ Jos sarja Z |an| suppenee, niin myos Z an suppenee. Mikali

n=1 n=1
o0 o0
E |an| suppenee, sanotaan, etta E ap suppenee jtseisesti.
n=1 n=1

Talloin patee
(0.) o
> an| <D lanl-
n=1 n=1
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Geometrinen sarja

Lukujono a1, ap, a3, ... on geometrinen, jos kaikille n € N on

dntl _ q (vakio).
an

Geometrinen jono on siis muotoa a, aq, ag®, aq>, .. ..

v
Maaritelma

Sarja
oo
> an
n=1
on geometrinen, jos jono aj, ap, as, ... on geometrinen.
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Geometrinen sarja

Sh=a+ag+aqg>+...+aq" L.

Josg=1,0n S, = na.

Jos g=—1,0n S, =3(1+(-1)""1)a
1—4q"

l-q

Jos |q] <1, 0n g" =220

Josg#1,0onS,=a

Jos |g| > 1, ei raja-arvoa lim g" ole darellisena.
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Geometrinen sarja

Jos a # 0, suppenee sarja

(o]
> ad"
n=0
tarkalleen silloin kun |g| < 1. Suppenevassa tapauksessa sarjan

summa on
> 1
Zaq” =ay .
n=0 —q
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Geometrinen sarja

Esimerkki (Akilles ja kilpikonna)

Desimaaliesitys

1 4 1 5

3,141592653589793... =3 + — + + + oo

10 £ 102 ' 103 ' 10*

Esimerkkeja

@ Jokainen sarja

al an a3
k —_ >
5 T2 10

missa a, € {0,1,2,...,9}, suppenee.
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Suppenemiskriteereita

Jos sarja
(o9}
>
n=1

suppenee, niin lima, = 0.
v

Edellinen kriteeri on valttamaton, ei riittava ehto suppenemiselle.

o
1 . .
Esimerkiksi harmoninen sarja E — hajaantuu, vaikka I|m% = 0.
n

n=1

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 10 28 of 45



Suppenemiskriteereita

Cauchyn suppenemisehto

o
Sarja Z an suppenee tarkalleen silloin kun

n=1
M+k
(Ve > 0)AMI(M > Mc Ak >0 | > ap| <€)
n=M

"Sarja suppenee mikali (katkaistu) loppuosa saadaan mielivaltaisen
pieneksi (< €) valitsemalla katkaisukohta M riittavan suureksi”
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Suppenemiskriteereita

Jos f on ei-negatiivinen ja vaheneva, on

/M f(t) dtgrgﬂf(n) < f(M)+/M F(t) dt

Seuraus: Vertaaminen integraaliin

Olkoon f(x) > 0 ja vaheneva, kun x € [1,00). Tall6in

[
| \,

o

;f(n)¢ @/1 f(t)dt |
(Sewows . .

1 % 7
d = @/ —dt] es>1
n° 1 ts

n=1

.
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Suppenemiskriteereita

Minorantti-majoranttiperiaate

Jos |ap| < b, jostain rajasta alkaen, niin

oS bl = Janld <:>Za,,¢>
n=1 n=1 n=1

° ) an|t =D bnt

n=1 n=1

.
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Suppenemiskriteereita

Minorantti-majoranttiperiaatteen raja-arvomuoto

=L

Oletetaan, etta lim
b,

@ Jos L =0, niin Z|bn| 1= Z|an| {
n=1 n=1

@ Jos 0 < L < oo, niin Z|an|¢<:)2|bn|¢.
n=1 n=1

@ Jos L = oo, niin Z |bn| T = Z lan| 1.
n=1 n=1
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Suppenemiskriteereita

Osamaaratarkastin

o
Jos sarjassa E ap on jostain rajasta M alkaen

n=1

gl < g < 1, (g vakio) niin sarja suppenee itseisesti.

dn

an+1

> 1, niin sarja hajaantuu.
an
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Suppenemiskriteereita

Osamaaratarkastimen raja-arvomuoto
Olkoon lim | #25} = [
oo
@ Jos L < 1, niin sarja Zan suppenee itseisesti.
n=1
o0
@ Jos L > 1, niin sarja Zan hajaantuu.
n=1

Esimerkkeja

°°2n
ozﬁ
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Juuritarkastin

Lause (Juuritarkastin)

[o.¢]
Jos sarjassa Z ap on jostain rajasta alkaen
n=1
@ \/|an| < g < 1, niin sarja suppenee itseisesti
@ \/|an| > 1, niin sarja hajaantuu.

Juuritarkastimen raja-arvomuoto

Olkoon lim {/|an| = L.

@ Jos L < 1, niin sarja suppenee (itseisesti)

@ Jos L > 1, niin sarja hajaantuu
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Vuorottelevat sarjat

Maaritelma

Jos a, > 0, sanotaan, etta sarja

(e 9]

Z(_l)n—lan

n=1

on vuorotteleva.

Mika Hirvensalo mikhirve@utu.fi Luentoruudut 10 36 of 45



Vuorottelevat sarjat

Leibnizin lause

Jos a, > 0, jono a, on vaheneva ja lima, = 0, niin sarja

o0

Z(_l)nflan

n=1

suppenee. Jos lisaksi merkitaan

e} M
Y (-1)"ta, =Y (~1)"tap+ R
n=1 n=1

on

Ry = (—D)Mapr + (1M Payo + (1) apys + ...

samanmerkkinen kuin ensimmiinen poisjatetty termi (—1)Map;, 1
ja [Rul < ama-
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Tulosarjat

o0
> aub

n,m=1

tarkoittaa sarjaa, jonka termeina ovat kaikki tulot a,b, n, m > 1
jossain jarjestyksessa.

o (0.0)
Jos S = Z amja T = Z b, suppenevat itseisesti, niin jokainen

m=1 n=1
%9

tulosarja Z ambp suppenee itseisesti kohti tuloa ST.

m,n=1
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Tulosarjat
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Potenssisarjat

Maaritelma

Muotoa

F(X) = Zan(x - XO)n
n=0

olevaa funktiosarjaa sanotaan potenssisarjaksi.

Sijoituksella t = x — xp voidaan aina palauttaa tarkastelu
tapaukseen xg = 0. Teoriaa kehitettdessa voidaan siksi aina

rajoittua tapaukseen xg = 0. Talloin sarjaa kutsutaan myos
Maclaurinin sarjaksi.
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Suppenemissade

Jokaiselle potenssisarjalle

o
Z an(x — x0)"
n=0

on voimassa yksi seuraavista vaihtoehdoista:
@ Sarja hajaantuu aina kun x # xg
@ On olemassa luku R > 0 jolle patee: sarja suppenee, kun
|x — x0| < R ja hajaantuu kun |x — xo| > R
@ Sarja suppenee kaikilla x € R.

Lukua R kutsutaan suppenemissateeksi. Ensimmaisessa
tapauksessa sanotaan, etta R = 0 ja viimeisessa, etta R = oo.
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Potenssisarjat

Potenssisarjan summafunktiolle

F(x) = i apx"
n=0

sen suppenemisvalilla (—R, R) patee:
e F(x) on jatkuva
@ F(x) voidaan integroida termeittain.

@ F(x) voidaan derivoida termeittdin. Myos derivaattasarjan
suppenemissade on R.

Potenssisarjan summafunktiolla F(x) on olemassa kaikkien
F((0)

n!

kertalukujen derivaatat ja a, =
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Potenssisarjat

Esimerkkeja

Binomisarja
Arkussinin sarja
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Sarjaopin sovelluksia

Eksponenttifunktio

x> x3 x4
_1+X+7+§+7+
Trigonometriset funktiot
. x> x> X7
sinx = x—§+——ﬂ+...,
ja
x> x* x®
cosx—1—§+——a+
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Sarjaopin sovelluksia

Imaginaariyksikon potenssit

/0—1,/1:/,/2:—1,/3:—/,/ :1,/5:/,
eix

B . (ix)2 (ix)3 (ix)4 (ix)5 (ix)6 (ix)7
TR T R TR TR
14 x2 X3 x* X5 X6 X
= +’X_§_’§+H+’§_E_’ﬁ+

x2  x*  xb x3 x5 X
= I_E—i_ﬂ_a—i_—i_l(x_?—i_ﬁ_ﬁ—i_)

— cosx +isinx

€
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