Insinoorimatematiikka: Differentiaaliyhtalot

Demonstraatio 1, 14.2.2023

1. Etsi differentiaaliyhtilén y” = 22 — x + 1 kaikki ratkaisut ja sellainen ratkaisu,
ettd y(0) =1 ja ¢/ (0) = 2.

Mallivastaus: Antiderivaatta (méadrddmaton integraali) laskemalla saadaan

/ 1 3 1 2
y=3% -5 +z+C
ja edelleen
Log 13, 15,
y=137 ~g® +§x + Ciz + Co.
Niamé ovat kaikki ratkaisut ja aiempaan yhtaléon sijoittamalla £ = 0 saadaan
2 = (4. Talloin siis

1 15 1
yzﬁx4—6x3+§x2+2x+(§’2,

ja edelleen = = 0 sijoittamalla saadaan
1= Cs.
Téaten kysytty ratkaisu on y = 1—12:U4 — %ZL'S + %xz + 2z + 1.
2. Etsi differentiaaliyhtilon y” — 3y’ 42y = 0 kaikki ratkaisut ja sellainen ratkaisu,
ettd y(0) = —1, ja y'(0) = 1.

Mallivastaus: Tavallinen yrite y = e tuottaa karakteristisen yhtilon
M3\ +2=0sXe{1,2}.

Téten yleinen ratkaisu on muotoa

Yy = clet + 02€2t.

Koska 3/ = c1e! 4 2c0e?!, saadaan reunaehdoista yhtilopari

c1+ co2 = -1
c1+2c = 1,

jonka ratkaisut ovat (¢, c2) = (—3,2).

3. Etsi differentiaaliyhtilon y” + 9y = 0 kaikki ratkaisut.

Mallivastaus: Yritteen y = e* antama karakteristinen yhtilo on A2 +9 = 0,
joka ratkaisut ovat A = +3i. Néin ollen kaikki ratkaisut ovat

y=c1e™ 4 cpe”

3it
4. Etsi differentiaaliyhtalon y” — 4y’ + 13y = 0 kaikki ratkaisut. Esitd ne seké
kompleksisessa ettd reaalisessa muodossa.

Vastaus: Standardiyritteen tuottama karakteristinen yhtalé on A2 — 4\ +13 =
0 & X € {2 —3i,2 + 3i}. Lineaarisesti riippumattomat ratkaisut ovat siis
e(2730t 35 (230t T5]15in reaalisiksi, lineaarisesti riippumattomiksi ratkaisuiksi
voidaan luennolla esitetyn mukaan valita e? cos 3t ja e sin 3t. Kaikki ratkaisut

saadaan niiden lineaarikombinaatioina.



5. Etsi differentiaaliyhtélolle
y' — 6y +9y =€ +9t>—3t+5

jokin yksittdinen ratkaisu kiyttdmalla luennolla esitettyd yritemenetelmaé.

Mallivastaus: Etsitddn ensin ratkaisut homogeeniselle DY:lle. Nami saadaan
karakteristisen yhtdlostd A2 — 6\ +9 = 0 < X\ = 3. Témiin vuoksi homogeeni-
sella yht#lolld on lineaarisesti riippumattomat ratkaisut y; = €3t ja yo = te?.

Etsitddn ensin differentiaaliyhtélén
Y —6y +9y=9t>—3t+5

jokin yksittéinen ratkaisu. Tamé voidaan 16ytad yritteellsd y = At? + Bt + C,
jolloin y/ = 2At + B ja y” = 2A. Sijoittamalla nami differentiaaliyhtaloon
saadaan
2A — 6(2At + B) + 9(At* + Bt + C) = 9t* — 3t +5
& 9At? + (9B — 12A)t +2A — 6B +9C = 9t* — 3t + 5,
josta 94 =9, 9B — 12A = -3 ja 2A — 6B + 9C = 5. Niisté yhtélsistad ratkeaa
A=1,B=1jaC=1.

Etsitddn seuraavaksi differentiaaliyhtélon
y// . 6y’ + 9y — e3t

jokin ratkaisu. Yritteestd y = Ae® kuitenkin huomataan, etti se on vastaavan
homogeenisen yht#lon ratkaisu. Samoin on yritteen y = Ate?! laita, joten koete-
taan yritettid y = At?e3. T#stid saadaan y' = 2Ate3 + 3At%e3 = A(2t +3t%)e™
ja edelleen 3" = A(2 + 6t)e3! + 3A(2t + 3t2)e3t = A(9t2 + 12t + 2)e.

Sijoittamalla ndmé differentiaaliyhtéléon saadaan

A(9t2 + 12t + 2)e3 — 6A(2t + 3t2)e3 + 9At?2e3t = 3
& 243 =¥,

josta saadaan A = % Differentiaaliyhtdlén lineaarisuuden vuoksi kysytty yk-
sittdinen ratkaisu saadaan laskemalla saadut yksittdisratkaisut yhteen, siis

1, .
y0:§t263t—|—t2+t+1.

6. Olkoot y(0) = 3/(0) = 0. Merkitse Y = Y (s) = L[y(t)](s) ja laske Laplace-
muunnokset edellisen tehtédvin differentiaaliyhtilostd puolin ja toisin. Kéayta
kurssin verkkosivulta 16ytyvad taulukkoa.

Mallivastaus: Laplace-muunnoksilla saadaan yhtélo

1 1
2V —6sY 49y — 48 30
s—3 s3 s2 5

7. Ratkaise differentiaaliyhtilo
y// _ 6y’ + 9y = e3t

kiyttdmalld Laplace-muunnoksia ja alkuehtoja y(0) = ¢/(0) = 0. Ohje: Selviti
lopuksi miten polynomi s — 6s + 9 jakautuu tekijoihin.



Mallivastaus: Laplace-muunnoksilla saadaan

SQY—63Y+9Y:L,
s—3

josta
1 1

T (s2—65+9)(s—3) (s—3)3

Aiemman tehtévin mukaan nimittdin polynomilla s2—6s+9 on kaksinkertainen
nollakohta s = 3 ja siksi s — 65+ 9 = (s — 3)2.

Kéadnteismuunnoksella saadaan y(t) = %e?’t.

. Polynomilla 23 — 7z + 6 on nollakohta = = 1. P#iittele tistd millaisella ensim-
méisen asteen polynomilla t&mé on jaollinen. Suorita jako jakokulmassa ja etsi
polynomin muut nollakohdat.

Mallivastaus: Polynomi voidaan jakaa 1. asteen polynomilla x — 1. Jakolasku

tuottaa 5
-7 6
oAb _ i
r—1

Tamaéan nollakohdat ovat 2 ja —3.

. Selvitd ged (23 —72+6, 22 —62+9) kiyttimilld aiemmissa tehtéivissi esiintynei-
ta tekijoihinjakoja. (ged: greatest common divisor, suomeksi suurin yhteinen
tekija).

Mallivastaus:

ged(z® — 7z +6,2% — 62 + 9) = ged((z — 1)(z — 2)(x + 3), (z — 3)?) = 1.



